
Zápočtová ṕısemka z PST 29.4.2019, verze C

T1 Hod́ıme dvakrát šestistěnnou kostkou. Jaká je pravděpodobnost, že

1. padlo dvakrát sudé č́ıslo, byl-li součet hod̊u větš́ı než 10?

2. byl součet hod̊u větš́ı než 8, v́ıme-li, že byl součet hod̊u lichý?

3. na prvńı kostce padlo nejvýše 3, byl-li součin hod̊u lichý?

T2 Náhodný vektor má rozděleńı dané hustotou

fX,Y (x, y) =

{
c

(x+y)3
x ≥ 1, y ≥ 1 ,

0 jinak .

Určete konstantu c ∈ R, pravděpodobnost P (X < 2, Y > 1) a středńı hodnotu EX. Jsou X,Y nezávislé?
Zd̊uvodněte.

T3 Nezávislé náhodné veličiny X1, ..., X100 maj́ı stejné rozděleńı dané tabulkou (i ∈ {1, 2, ..., 100}):

Xi 0 1 3 7

pXi 0.3 0.2 0.2 0.3

Jaká je pravděpodobnost, že jejich součet bude v rozmeźı 280-310?
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Řešeńı

T1

1. Pokud byl součet hod̊u vetš́ı než 10, mohl být pouze 11 (padlo 5 a 6, resp. 6 a 5) nebo 12 (padly dvě
šestky). Tedy správnému řešeńı odpov́ıdá třetina možnost́ı, tj. výsledná pravděpodobnost je rovna 1

3 .

2. Součet hod̊u je lichý právě tehdy, pokud hod́ıme jedno liché a jedno sudé č́ıslo, což je v polovině všech
př́ıpad̊u (tj. v 18 př́ıpadech). Liché součty hod̊u větš́ı než 8 jsou 9 (3 a 6, resp. 6 a 3 nebo 4 a 5, resp
5 a 4) a 11 (5 a 6, resp. 6 a 5), celkem tedy 6 možnost́ı. Dostáváme, že výsledná pravděpodobnost je
rovna 6

18 = 1
3 .

3. Součin hod̊u je lichý právě tehdy, pokud na obou kostkách padne liché č́ıslo, což je v jedné čtvrtině
př́ıpad̊u (v 9 př́ıpadech). Počet možnost́ı, jak mohlo zároveň na prvńı kostce padnout liché č́ıslo menš́ı
nebo rovné 3 a na druhé kostce padnout liché, je 6. Celkově dostáváme pravděpodobnost 6

9 = 2
3 .

T2 Hodnotu konstanty c zjist́ıme integraćı

1 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y) dxdy =

∫ ∞
1

∫ ∞
1

c

(x + y)3
dxdy =

∫ ∞
1

c

2(y + 1)2
dy =

c

4
,

z čehož plyne c = 4. Nebot’ je sdružená hustota symetrická dle osy x = y, jsou si marginálńı hustoty rovny.
Tedy plat́ı

fY (x) = fX(x) =

{∫∞
1

4
(x+y)3

dy = 2
(x+1)2

x > 1 ,

0 jinak .

Je vidět, že fXfY 6= fX,Y na množině kladné mı́ry, proto X a Y nejsou nezávislé. Protože P (Y ≤ 1) = 0, je
P (X < 2, Y > 1) = P (X < 2), čehož konkrétńı hodnotu źıskáme integraćı∫ 2

1
fX(x) dx =

∫ 2

1

2

(x + 1)2
dx = 1− 2

3
=

1

3
.

Zbývá spoč́ıtat EX, což provedeme dosazeńım do vzorce

EX =

∫ ∞
−∞

xfX(x) dx =

∫ ∞
1

2x

(x + 1)2
dx =

∫ ∞
1

2

x + 1
− 2

(x + 1)2
dx = 2

[
log(x + 1) +

1

x + 1

]∞
1

=∞.

T3 Použijeme CLV. Nejprve zjist́ıme základńı charakteristiky veličin:

EXi =
∑
a∈R

apX(a) = 0 · 0.3 + 1 · 0.2 + 3 · 0.2 + 7 · 0.3 = 2.9,

EX2
i =

∑
a∈R

a2pX(a) = 02 · 0.3 + 12 · 0.2 + 32 · 0.2 + 72 · 0.3 = 16.7,

DXi = EX2
i − (EXi)

2 = 8.29.

Potom už jen převedeme na normovaný tvar a dopočteme:

P

(
280 ≤

100∑
i=1

Xi ≤ 310

)
= P

(
280− 290√

829
≤
∑100

i=1Xi − 290√
829

≤ 310− 290√
829

)
= Φ(0.69)−(1− Φ(0.35)) = 0.392.
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