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RESENI ULOH, CVICENI 3

Mnozina je LN. To plyne z toho, Ze soustava rovnic

O =
—_— O =
— _= O
oS O O

ma pouze nulové feSeni.

Mnozina je LZ. To plyne z toho, Ze soustava rovnic
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mé nenulové feSeni.

Mnozina je LZ. Existuji totiz skalary a,b,c € R, které nejsou vSechny nulové, a splhuji rovnost
a(22® — 2+ 2) + b(x + 8) + c(z? +5) = 4.
Porovnanim koeficientii u jednotlivych mocnin na levé a pravé strané rovnosti dostaneme soustavu
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ktera mé nenulové feSen{ (kupiikladu a = —1,b = —1,¢ = 2).

Ano. Jelikoz ma mnoZina 3 vektory, je LN (viz piiklad 1(a)), a dimenze R3 nad R je 3, je tato
mnozina baze tohoto prostoru.

Ano. Mnozina je LN, nebot /3 # 0. A, mnoZina generuje R, protoze kazdy prvek R je né&jaky
skalarni nasobek ¢isla /3.

Ne. Mnozina negeneruje R, nebot napiiklad &slo 1 neni racionalnim nasobkem &isla v/3.

Ano. Postup je zcela analogicky jako v prikladu na cviceni.

Dimenze je 1 (to plati dokonce pro libovolné t&leso I, Ze dimenze prostoru F nad F je 1). Baze je
napiiklad jednobodova mnozina {1}. Je LN, nebot 1 # 0, a generuje C, protoze kaZzdé komplexni
¢islo je skalarnim nésobkem ¢isla 1.

Dimenze je 2. Baze je napiiklad mnozina {1,i}. Je LN, protoZe ani jedno z ¢isel 1, nelze zapsat
jako realny nasobek toho druhého. MnozZina generuje C, nebot, jak vite ze stfedni Skoly, kazdé
komplexni ¢islo 1ze zapsat ve tvaru a + bi pro néjaka realné ¢isla a, b.
Dimenze je n + 1. Béaze je napiiklad mnoZina {1,z,...,2"}. Je LN, nebot, pokud néjaké skalary
ag, a1, - - -, Gy SpINUji rovnost
n
Z a;xt = b,

i=0
potom nutné plati ag = a3 = ... = a,, = 0, protoze na pravé strané rovnosti je nulovy polynom,
a polynomy se rovnaji pravé tehdy, kdyZ se rovnaji koeficienty u vSech mocnin x.

MnozZina generuje prostor R|[x], nebot pro kazdy polynom trividlné plati, Ze jej 1ze napsat ve tvaru
Z?:o a;z" pro n&jaké skalary ag,ai,...,an, tedy, tento polynom je linearni kombinaci prvki z
mnoziny {1,z,...,a"}.



4. Dikaz miZeme provést napiiklad sporem. Pfedpokladejme, ze mnozina {Z, ¢} je linearné zavisla, tedy
existuji skalary a, b € F takové, Ze bud a # 0, nebo b # 0, a zaroven plati aZ + b = 0. Nyni rozebereme
dva pripady.

(a) Pokud b =0, potom a # 0. Z rovnosti
0=aZ+ by = af

ale poté plyne T = 0, coZ je spor s predpokladem, Ze vektor Z je nenulovy.

(b) Pokud b # 0, potom existuje jeho inverzni prvek b=!, a tedy z rovnosti aZ + by = & plyne
7 =b"1(—a)T, coZ je spor s tim, Ze § ¢ span(7T).

V obou pripadech jsme dosli ke sporu, ¢imz je dikaz dokoncen.
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