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KAPITOLA 2: Abstraktni Lebesgueuv integral

(X,S8, ) — prostor s mirou, D €S
s.v. = skoro vSude, pro skoro vSechna apod. ... azna mnozinu miry nula

Poznamka: Na nékolika mistech v této kapitole pouzijeme pii dukazu né&jakého tvrzeni linearitu integralu nebo
aditivitu integralu vzhledem k integra¢nimu oboru, které budou dokazany az pozdéji. Pokud to udélame, nebude praveé

dokazované tvrzeni k dukazu linearity ¢i aditivity integralu potieba. Nepujde tedy o dukaz v kruhu.

2.1 Zavedeni a zakladni vlastnosti

Piipomenuti: Mame definovdno 0-o00 =00-0=0.
Konstrukce integralu

P11 konstrukei integralu postupujeme v nékolika krocich. definujeme ho nejdfive pro nejjednodussi funkce a od nich

pak prechazime k funkcim obecnéjsim.

Necht D € S

m
(1) Je-li s nezdpornd jednoduchd funkce, s = > a;xa,, kde A;NA; =0 Vi# j, pak definujeme
j=1

/ sdpy = Zaju(A] NnD
D =
2) Je-li f nezdpornd S-méfitelnd funkce na D, pak definujeme
(2) D , P \
/ fdu = sup {/ sdu | s je jednoducha funkce, 0 < s < f na D}.
D D

(3) Je-li f S-meéfitelnd funkce na D, pak definujeme

/fdu—/f+du /f .

mé&-li tento rozdil smysl (tj. neni co — 00)

(4) Je-li f S-méritelnd na D' C D, u(D\D’) =0 (tedy f je také p-méfitelnd na D), definujeme

/fdu / fdp,

Je-li integral | p fdp  definovén, fikdme, Ze md smysl nebo Zze f ma integrdl. Pokud je integrdl navic konecny,

pokud je integral vpravo definovan.
fikame, ze fD fdu konverguje nebo ze f je integrovatelna na D.

Poznamky:

1) Je-li f integrovatelnd, pak nutné ff"’ dp < oo, ff dp < oo, tedy téz

/If\du /f++f_)d,u=/f+d,u+/f_d,u<oo.
D D

(Pouzili jsme tu Vétu 2.5 o linearité integralu, kterd bude uvedena dédle.) To znamend, ze pokud je funkce f

integrovatelnd, je integrovatelnd i |f|. Tedy kazd4 integrovatelnd funkce je absolutné integrovatelnd (iikdme

téz, ze Lebesgueuv integral je absolutné konvergentni). Pritom ([ fTdp+ [f~du) > | [ fTdp— [ f~dul,
D D D D

/le\du > ‘/Dfdu‘-

Tato nerovnost plati zfejmé i v pripadg, ze || p fdu je nekonecny.

tedy



2)

9)
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Definice abstraktniho integralu z jednoduché funkce je korektni, tj. nezavisi na vybéru vyjadieni funkce s jako
linearni kombinace charakteristickych funkci po dvou disjunktnich mnozin. Je to dusledek tvrzeni, které fika, ze

jsou-li Ay,..., A, € Sresp. By,..., By €S po dvou disjunktni, aq, ..., 0, B1,-.., L m nezaporna Cisla a

n m
> ajxa, £ Bixs,,
j=1 i=1

pak

(Tvrzeni dokazte jako cviceni.) Je-li tedy

n m
Z ajXa; = Z BixB;
j=1 i=1

pak

tj.
> au(Ay) =" B Bs).
j=1 i=1

m

D4 se dokonce ukdzat, ze definice [, sdu = Y a; u(A; N D) by byla korektni i bez pozadavku A; N A; = () pro
j=1

1 # j. Dokazovani je ale nepiijemné, potoze spoleény prunik muze mit nékolik mnozin.

Urceni [, fdp pro f > 0 jednoduchou podle (1) a (2) dévé stejné hodnoty. Je-li totiz [ = Z?:l QXA
0<s<fnaD, s=>", Bixn, pak z predchozfho dostdvdme

[ sau=Ysiuts) < St = [ fan
D i=1 j=1 D
Tedy
sup {/ sdu | s je jednoduchd funkce, 0 < s < f na D} < / fdu.
D D
Nyni uz si staci jen uvédomit, ze pro s = f mame [, sdp = [, fdpu.

Je-li D € §, u(D) = 0, pak pro kazdou mértitelnou funkei f je fD fdu = 0. V tomto piipadé je totiz nulovy

integral pres D z kazdé nezdporné jednoduché funkce.

Definice integrdlu p-méfitelné funkee je korektni, tedy nezdvisi na volbé mnoziny D’ uvedenych vlastnosti. Je to

dusledek aditivity integrélu vzhledem k integraénimu oboru (viz Tvrzeni 2.6) a pfedchozi pozndmky.

Je-li f definovinana DeS a M C D, M €S, pak ziejmé plati

/Mfdu = /Dfodu-

Nékdy (napt. kdyz integral bude zdviset na parametru) budeme psat
/ f(z) du(x) misto / fdu.
D D

Pro (X,S,n) = (R™,9M,, \,) pouzivame znaceni

fdz = fdAn, bfdm = fdAr.
E E a (a,b)

Index u M a A oznacujici dimenzi nékdy vynechdvame.
Pii vypoctu integralit pouzivame tento vztah mezi Riemannovym a Lebesgueovym integrdlem:

Necht f je riemannovsky integrovatelna funkce na (a, b). Potom Lebesgueiiv integral funkce f od a do b (tj.

pres {(a, b)) konverguje a je roven integrdlu Riemannovu.
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Tvrzeni 2.1: Nechf D € S afunkce f,g jsou méfitelné na D. Pak plati

a) Je-lli f>0, D1,D;e€S, D C Dy C D, pak fled,ungZfdu.
b) Je-li [, |f|dp < oo, pak |f| < oo skoro vsude na D.

)

)
¢) Je-li [, |f|dp =0, pak |f|=0 skoro vSude na D.
d) Jestlize f, g majiintegral pfes D a f < g skoro vsudena D, pak [, fdu < [, gdu. (monotonie integralu)
)

e) Je-li ngd,u< oo a |f| <g skoro véude na D, pak f je integrovatelnd.

Diikaz: a) Z nasich piedpokladu plyne, ze fxp, < fxp, na D, tedy kazdd jednoduchd funkce, ktera spliiuje
0 <s < fxp, na D, spliuje na D také 0 < s < fxp,. Odtud uz mdme

fdp= / fxp, dp = sup {/ sdu ’ s je jednoduchd funkce, 0 < s < fxp, na D}
Dy D D

< sup sdu | s je jednoduchd funkce, 0 < s < fxp, na Dy = [ fxp,du= fdu.
M 2 2 Ap M
D D Do

b) Predpoklidejme, ze fD |fldp < oo. Kdyby pro M = {z € D| |f(x)] = oo} bylo u(M) > 0, pak by pro
jednoduché funkce s = k xas platilo 0 < s < |f], tedy

[ 1nlan = [ s = k) =25 .
D D

To by ale bylo ve sporu s nasim pfedpokladem [, [f|dp < co. Musi tedy byt u(M) = 0.
c) Necht [, |f|du = 0. Ozna¢me M = {x € D| |f(z)| > 0} (= {z € D| f(z) # 0} ). Pak M = (J;2; My, kde
M, ={z¢€ D‘ |f(z)| > ¢ }. Prokazdé k je ; xm, jednoduché funkce, pro kterou plati 0 < + xar,, < |f| na D. Tedy

1 1
0= [ Uf1du= [ Fxan du=guin) 20
D D

Odtud dostdvéme, ze u(My) = 0 pro kazdé k, coz uz davé diky o-subaditivité miry (viz Véta 1.1) w(M) = 0, neboli
f=0s.v.naD.

d) Bez Gjmy na obecnosti mazeme predpokladat, ze f < g vSude na D. Kdyby totiz tato nerovnost platila jen
na mnoziné D' C D, u(D\ D’) = 0, omezili bychom se na tuto mnozinu a pak vyuzili toho, ze integrdly pies D a
D’ jsou stejné (je to dusledek Tvrzeni 2.6 uvedeného dale). Necht tedy f < g na D. Pro 0 < f < g tvrzeni zfejmé
plati. Jsou-li f < g obecné, piejdeme od nich k funkcim f+, f~, g* a g~, které jsou nezédporné. Pro tyto funkce plati

ffT<gtaf >g, atedy
/f*du§/9+du, /f‘duz/g_du-
D D D D
Odtud dostiavame

[ran=[rrau- [ raws [gran [ rans [gran [ o an=[ gan

e) Budeme-li aplikovat d) na dvojice funkei |f| < g, fT <|f|, f~ <|f|, dostaneme

Ip fdu,
w>/gdu2/|f\dﬂz i
D D fo*du.

Funkce f mé tedy integral a ten je konecny. O

Absolutni hodnotu v tvrzeni 2.1,¢) neni mozné vynechat a opa¢nd implikace v tvrzeni 2.1,d) neplati. (Najdéte vhodné
protipiiklady jako cviceni.) Plati ale toto:

Disledek 2.2: a) Jestlize [, fdu=0 prokazdou méFitelnou mnozinu EC D €S, pak f=0 sv.na D.

b) Necht f a g jsou integrovatelné na D € S. Jestlize [, fdu < [, gdu pro kazdou méfitelnou mnozinu E C D,
pak f<g s.v.na D.
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Dukaz: a) Pro ET ={z € D| f(z) >0} € S mdme

0=/E+fdu=/E+f+du=/E+|f+ldu-

To podle Tvrzeni 2.1,c) znamend, Ze funkce f* =0 s.v. na E*. Pfitom z definice E™ je funkce f na X \ E* nulova.
Celkem tak dostdvame f* =0 s.v. na D. Obdobné dokdzeme f~ =0 s.v. na D.
b) Ozna¢me h = (f — g)". Chceme ukdzat, ze h = 0 s.v. na D. Polozme tentokrat E* = {x € D |h(z) >0} € S.

Protoze h > 0, mdme pii vyuziti linearity integrélu (viz Véta 2.5 déle)

o< [ ldn=[ nan=[ nan=[ t-gau=[ san-[ gau<o. . [ pan=o
D D E+ E+ Et+ E+ D

To ale podle Tvrzeni 2.1,¢) znamend, ze h =0 s.v. na D, ¢ili f < g s.v. na D. ]

Véta 2.3 (Leviho o monotonni konvergenci): Nechf ( fj);i1 je posloupnost méfitelnych funkef na D € S,
0<fqi<fe<... a f= lim f;. Potom
J]—o0

/fdu = lim/fjdu-
D J= Jp

Poznamka: Predpoklad 0 < f; ve Vété 2.3 lze nahradit pfedpokladem || pfidu > —oo.

Dukaz: Dokédzeme jen jednodussi nerovnost

[ szt [ fau.
D J= Jp

Protoze f; ' f, kdykoliv pro s jednoduchou plati 0 < s < f; pro né&jaké j, plati pro ni také 0 < s < f,, pro kazdé
n>ja0<s<f. Tedy pro kazdé j a n > j mame

/ijduS/Dfndu a /ijduS/Dfdu

(v definici integrélu vzdy bereme vlevo supremum pfes obecné vétsi mnozinu). Vzhledem k prvni nerovnosti je po-
sloupnost ( / pfi du);il neklesajici, a mé tak limitu. Z druhé nerovnosti pak dostavame, ze je tato limita nejvyse rovna

Jp fdu. O

Dusledek 2.4 (Spojita zdvislost na integraénim oboru): Nechf D, E, €S, By CEyC ..., e, Ex =D

a f je nezdporna méritelna funkce na D. Potom

/fd,u = lim fdu.

Dtikaz: Leviho vétu 2.3 pouzijeme na funkce fi = f x&,- O

Véta 2.5 (Linearita integralu) :

a) Necht funkce f a g jsou méfitelné na D € S. Potom

/D(f+g)du = /Dfdu+/ngu,

mé-li prava strana smysl.

b) Necht f je méfitelnd funkce na D € S, 7 € R. Pokud m4 f integral, pak

| rran = [ rau.
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Ditkaz: Cést a) dokézeme v nékolika krocich. Predpokladejme nejdiive, ze f a g jsou nezdporné jednoduché
funkce na D,

m n
f=Y aixa a g=>Y Bixs,
i=1 =1

kde {A1,...,An}, {B1,...,B,} tvoil rozklady mnoziny D. Systém mnozin {A; N B;}i=1..m tvoif také rozklad
j=1,..., n

mnoziny D a na mnoziné D plati

f+g9 = ZaiZX(A,;nBj) + ZB;‘ZX(AmBj) = ZZ(ai+Bj)X(AmB,-)-
=1 j=1 j=1 =1

i=1 j=1
Tedy
/(f—l—g)du = Y Y (i +B)u(AinBy) = > > p(AiNBy) + Y B Y u(A;NBy)
D i=1 j=1 i=1  j=1 j=1 =1
n(A;) n(Bj)

/Dfd,u + /ngu.

Necht jsou nyni f a g nezdporné méfitelné funkce na D. Podle Véty 1.19 existuji posloupnosti (f,)% 1, ()32,
nezdpornych jednoduchych funkei na D takovych, ze f, 7 f, gn /g na D. Ziejmé (fn,+gn) /~(f+9g) na D.
Aplikovaci Leviho véty o monotonn{ konvergenci (Véta 2.3) dostdvdme

[raw =t [ [ odn = b [gdn [ grode = tm [ (fatodn

Protoze jsou funkce f, a g, jednoduché, mame podle prvni éisti dukazu [, (fn+gn)dp = [p fudu+ [ gndp,

[ o = tm ([ fodus [ gudw.
Integraly [ pfodu a /, p9ndp jsou pro kazdé n € N nezdporné, tedy jsou nezdporné i jejich limity, které tim

a tedy

umime seéist a muzeme aplikovat vétu o limité souc¢tu. Tim dostaneme pozadovanou rovnost pro piipad nezdpornych
meéftitelnych funkei.

Uvazujme nyn{ obecné méfitelné funkce f a g, pro které md soucet [ pfdu+ / p 9dp smysl. ProtoZe mé soucet
integralt smysl, jsou integraly fD fdu a ngd,u definovany a navic jsou nutné oba > —oo nebo oba < +o0.
Budeme piedpoklddat, ze nastdvd prvni moznost. Z definice integrélu jsou pak oba integrdly [ pf du a I} p 9 dp
kone¢né. To znamend, ze funkce f~ a g~ jsou konec¢né skoro vSude a funkce f a g nabyvaji skoro vSude hodnot
vétsich nez —oo. Tim je ovsem skoro vSude definovén soucet f+g a tento soucet je také skoro vsude > —oo. Protoze
integraly pres mnoziny, které se lis{ o mnozinu miry nula, jsou stejné, muzeme v dalsim bez Gjmy na obecnosti pro
jednoduchost predpokladat, ze funkce f, g a f+ ¢ maji vyse zminéné vlastnosti vSude na D. Pro soucet funkci f
agplati f+g=(f+g9)" —(f+9)” ataké f+g=(f"—f")+(¢" —g7). Tedy

(f+9)T—(f+9) =f"—f +g"—9g".

Podle naseho predpokladu nabyvaji funkce f~, ¢~ a (f+g)~ jen koneénych hodnot, tedy je muzeme piicit k obéma
strandm uvedené rovnosti. Dostaneme tak

S+ T+ +9 =T+ +(f+9) .

Nyni mame na obou strandch rovnosti soucty nezdapornych méfitelnych funkei a pro ty uz mame dokézano, ze integral
z jejich souctu je roven souctu jejich integralu. Tedy

/D(f+g)+du+/Df’du+/Dg’du:/Df+du+/Dg+du+/D(f+g)*du.

Integraly ze zapornych ¢asti funkei f, g a f+g jsou konecné, tedy je muzeme od obou stran posledni rovnosti odecist.

Juroran= [ o= rran= [ ran+(f gtan= [ o,

Dostaneme tak
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neboli

/D(f+g)du=/Dfdu+/ngu,

coz jsme potiebovali dokézat. Kdyby byly oba integrdly [, fdu a [, gdu mensinez +oo, postupovali bychom
analogicky. Tim je tvrzeni a) dokazéno.

Podivejme se nyni na tvrzeni b). Pro 7 = 0 rovnost trividlné plati. Uvazujme nyni 7 > 0, f > 0. Necht pro
jednoduchou funkci s plati s = Z;L:1 Bixp, a 0<s< f. Pak pro jednoduchou funkci 7s = E?Zl(TBj)XBj mdame
0<7s<7f, tedy

/DdeMZ/DTsdu—;(Tﬁj)M(Bj)—T;BjM(Bj)—T/Dde

Odtud
/deu > sup (T/ sdu) = T sup (/ sd,u) = T/ fdu.
D 0<s<f D 0<s<f D D

s jednoduché s jednoduché

Opacnou nerovnost ziskdme tak, ze vyse uvedeny postup pouzijeme pro 7 = % a f =71 f. Dostaneme tim odhad

T/Dfduzr/D%fdu > T%/DfdMZ/DfdMZ/DdeM-

Pokud bude 7 >0 a f obecnd méfitelna funkce, vyuzijeme toho, ze
(rHr=rftY @ =1f",

pfiéemz funkce f* a f~ jsou nezdporné méfitelné. Koneéné piipad 7 < 0 pievedeme pomoci vztahti

N = ()N = (DN =(0f 8 @)= = (f
>0
na uz vyreSeny pripad kladného nasobku. |

Tvrzeni 2.6: Nechf{ Dy, Dy €S, DinNDy =10, D;UDy =D. Pak

/fdu: fau + [ fdp,
D D+

D»

pokud ma nékterd strana smysl.

Poznamka: Vsimnéte si, ze podle tohoto tvrzeni existence integralu vlevo staci k tomu, aby existovaly oba integraly
vpravo a byl definovén jejich soucet. V prvni ¢dsti véty o linearité integrélu existence integralu souc¢tu dvou funkei jesté
nezarucovala, ze integraly obou funkci budou existovat a Ze je bude mozné secist. Véta o linearité integralu ale mluvi o

podstatné obecnéjsich funkcich, nez na které ji budeme aplikovat v dukazu naseho tvrzeni.

Diikaz: a) Necht je nejdiiv definovdn souet vpravo. Pak podle Véty 2.5 o linearité integralu

/[)1de+/D2de:/l)fXDldN+/l)fXD2du:/D(fXDl_|_fXD2)d‘u

=/ fxp, +><D2)du=/ fdeu=/ fdp.
D D D
Integral vlevo je tedy definovan a rovnost plati.
b) Necht je nyni definovdn integrdl | 5 fdp. Protoze jsou funkce f* a f~ nezdporné, jsou definovény integraly

S, Frdu [p, frdu, [p fodp, [p, f~dp a jsou nezdporné. Tedy jsou podle édsti a) dikazu také definovény
soucty [p, 1t du+ [p, fHdp= [, fdu a plati

/Dfdu=/Df+du—/Df‘du 2 ( D1f+du+/Dgf+du>—( [ rans [ ran),
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Protoze je vyraz vpravo definovdn, musi byt oba integraly funkce f™ nebo oba integrily funkce f~ koneéné. Tedy
integraly || Dy fdu a [ Dy fdu existuji a nejsou to nekonecéna ruznych znamének. To ale znamend, ze muzeme vyraz

vpravo prezavorkovat, ¢imz dostaneme pozadovanou rovnost

/Dfdu=(/le+du—/le_du)+(/D2f+du— )= [ rawe [ pan

Nyni nas budou zajimat funkce, jejichz integrély konverguji. Polozme

(L =) Lt (p) = {f I/deu konverguje}.

Pro £'(u1) z predchoziho dostavame:

Tvrzeni 2.7 (Vlastnosti £(u)):
a) Je-li fe L), pak [fle LMu) a |[¢ fdu| < [y |fldp
b) Jeli f e LYu), pak |f| <oco s.v.na X.

c) Jelli f, g€ LY(u), a,BER, pak af +Bg € LY () (tj. LY(n) je linedrni prostor) a plati
/(af+ﬁg)du = a/ fdu +5/ gdp.
X X X

d) Pro f.g € LY(p) je max{f g}, min{f g} € L (1).

e) Je-li f méiitelnd, g€ L(u), |f|<g s.v., pak fe€ LYp).

Duikaz: Césti a), b), ¢) a e) jsou postupné disledky Pozndmky 1) za definici integralu, Tvrzeni 2.1,b), Veéty 2.5
a Tvrzeni 2.1,e). K dikazu d) piepiSeme nejdifve max{f,g} =3 (f+g+|f—g|), min{f, g} =3 (f+9—|f—g]) a
pak pouZijeme vlastnosti a) a c) prostoru £!(s). O

2.2 Zaména limity a integralu

(Mezi tyto véty patif také Leviho véta o monotonn{ konvergenci — viz Véta 2.3)

Vsuvka: Limes superior a limes inferior posloupnosti (a;)52; jsou definoviny vztahy

m (sup {ai}) .

liminf a; = lim (inf {ai}), limsup a; = li
/ / i2j j—roo J=o0 \ i>j

J—00 J]—00

Tedy ziejmé vzdy plati

liminf a; < limsup a;
j—o0 j—oo

a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje limita posloupnosti (aj);?il. V tom piipadé jsou ji liminf; ;. a; a

limsup;_, ., a; rovny, tedy
limsupa; = liminfa; = a prave tehdy, kdyz existuje lim a; = a.
—00 J—0

j—oo J

Lemma 2.8 (Fatouovo): Nechf D €S a (f;);Z, je posloupnost nezdpornych mefitelnych funkef na D. Pak
/li_minffj dp < liminf/ fidu.

Dukaz: Funkce liminf;_ , f; je podle Véty 1.17 méfitelnd. Pro j € N polozme g; = inf{f; ’ i > j}. Funkce g; jsou
nezdporné méfitelné, tedy maji integral. Dale pro vSechna ! > j plati g; < f, tedy z monotonie integrdlu dostdvame

/gj dp < /fl du pro kazdé [ > j.
D D
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To ale znamena, ze

/gjdu < inf/ fidu.
D 125 Jp

Protoze pro posloupnost funkeci (gj);?';l plati 0 < g1 < g2 < ... a z definice limes inferior méme
lim g; = liminf f;,
j—o0 j—o0

muzeme pouzit Leviho vétu 2.3 o monotonni konvergenci a dostaneme

/liminffj dp = / lim g; dp = lim / gjdp < lim (inf/ fi du) = liminf/ fidu.
p Jj—o pJj—o© j— Jp j—oo N U>5 Jp Jj—o0 D

Tim jsme lemma dokéazali. (Il

Véta 2.9 (Lebesgueova o majorizované konvergenci): Necht D e S a f, f;, j=1,2,..., jsou méfitelné
funkce na D. Necht posloupnost ( fi)3%, konverguje s.v. ma D k f a existuje integrovatelnd (na D) funkce g
(tzv. majoranta) tak, ze

Ifi(x)] < g(x) pro kazdé je Nasv.zx € D.

Potom

/fdu = ,lim/fjdu-
D J=° Jp

Dukaz: a) Pfedpoklddejme, ze f; — f na D vsude a ze jsou funkce kone¢né. Podle Tvrzeni 2.1,e) jsou funkce
fj, f integrovatelné. Z pfedpokladl véty jsou funkce g + f;, g — f; nezdporné, (¢+ f;) = g+ f, (9—f;) = 9—f.
Tedy podle Fatouova lemmatu 2.8 a vsuvky na zac¢atku tohoto odstavce mame

/ liminf (g + f;) dp < liminf /(g+fj) dp
————

g+ f /ngu+/ijdu

/gdu +/fd/¢ /gd,u + liminf/ fidu
D D D J—00 D

tedy
/fdu < liminf/ f;dp.
D J=oo Jp o

/liminf (9—f;) dp < liminf /(g*fj) dp
D D

Jj—o00 Jj—o00

—_——

g—1f /ng*/fjd/l
D D

/gdu - /fdu /gdu - limsup/ fidp
D D D Jj—o0o D

fdu > limsup/ £ dp.
D

D j—o0

Podobné dostaneme

odkud vyplyva, ze

Kombinace obou predchozich vysledkt a vztah mezi limes superior a limes inferior ndm dévaji

fdu > limsup/ fidp > liminf/ fidp > /fdu-
D j—oo JD )= JD D

Tedy
/fdp = limsup/ fidp = liminf/ fidp = lim / fidp.
D j—o0 D J—oo Jp j—oo Jp
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b) Pokud f; = f, |fj|<g na D'e€S, D'C D, p(D\D')=0 a |g|<oco na D" eS8, D" C D, u(D\D")=0

(z integrovatelnosti g takovd D" existuje), pak f; — fna D'ND", |f;] <gnaD' ND” kde u(D\(D'ND")) =
uw((D\D)U(D\D"))=0. Tedy podle a)

[raw= [ an = Jim fran = tim [ gy
D D'AD" J—00 D'ND!" J]—o0 D

Tim jsme dukaz dokonéili. O
Poznamka: Rovnost [, (limj_e0 f;) dp = limj o0 (fD i d,u) obecné neplati. Necht napiiklad
D:(0a1)7 fj:jQQ_jx'

Pak méame lim;_, f; =0, tedy

/ lim f;dp =0.
D

J—0o0

Pritom ale plati
1 _ . - 0 _
/ fjduz/ jZe i dr V= —j/ eydyzj/ eYdy=j5(1—-¢e7) =00 pro j— oo.
D 0 0 —j
Tedy
/ lim f;dp # lim / fidu.
pJ—oo j— Jp

Problém je tu v tom, ze zde nemame ani monotonni, ani majorizovanou konvergenci.

Véta 2.10 (Leviho pro fady): Necht DeS a g; >0, j=1,2,..., jsou funkce méfitelné na D. Pak
/ D9 dp = Z/gjdﬂ~
D i3 = /o

Dukaz: Oznacéme .
fr=)_9;>20 a  f=>y
j=1 j=1

(protoze jsou funkce g; nezaporné, jejich soucet, tedy funkce f, existuje). Protoze 0 < fi < fo < ... a f =limp f,

mame podle Leviho véty 2.3 o monotonni konvergenci

00 k k 0o
gidpy = /fd,u = lim / frdp = lim/ gijdp = lim /g<du = /g-d,u.
/[); J D k—o0 D k—o0 D; J k—)OO; D J ]z:; D J

O

Véta 2.11 (Lebesgueova pro fady): Necht (hj);il je posloupnost méritelnych funkei na D € S ¢ je

integrovatelnd funkce na D. Jestlize
’ Z hj(x)’ < g(z) pro kazdé n € N
j=1

a fada Z]oil h; konverguje s.v. na D, pak

/Dj;hjdu = ;/Dhjdu.

Diikaz: Postupujeme stejné jako v dukazu Leviho véty pro fady, jen pfevadime na Lebesgueovu vétu o majorizované

konvergenci. |
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2.3 Stredni hodnota nidhodné veliciny

Definice: Necht (Q,.A, P) je pravdépodobnostni prostor (tj. je to prostor s mirou, v kterém P(2) = 1). Pak

e A-méfitelnou funkci X : Q — R nazyvame ndhodna veli¢ina,

e integral z ndhodné veliciny X vzhledem k mife P (pokud existuje) nazyvdme stfedni hodnota ndhodné

veliciny X a znacime jej FX, tj.

px = [ xap ( = / X(w) dP(w)

e distribuéni funkci Fx nahodné veliciny X definujeme vztahem

Fy(z) = P({X < 2}) ( - P({wGQ\X(w)gx})), zER.

Véta 2.12* (Cebysevova nerovnost) : Nechf X je ndhodn4 veli¢ina s koneénym rozptylem var X = E(X — EX)2.

Pak pro libovolné € > 0 plati

X
P(|X - EX|>¢) <22
13

Diukaz: Oznacme si pro zpiehlednén{ zapisu Y = |X — EX]|. Pak muzeme psét

varX:E(X—EX)zzEYZ:/dePz/ YQsz/ e2dP =?P(Y >¢) =?P(|X —EX| >¢).
Q {w]Y (w)=e} {w]Y (w)=e}
Prvn{ nerovnost je tu dasledkem nezdpornosti Y, druhd monotonie integralu — viz Tvrzeni 2.1 a), d). O

Stredni hodnota diskrétni a absolutné spojité nahodné veliciny

Definice: Rekneme, Ze ndhodné velicina je diskrétni (mé diskrétni rozdéleni), pokud existuji posloupnost
realnych &isel (zy)nen, (No CN) a posloupnost kladnych &isel (py)nens, takové, ze

anzl

neNy
pn = P({X = 2,}) ( = P{we Q| X(w) = xn})).

Poznamka: Pro distribuéni funkci diskrétni ndhodné veli¢iny X ziejmé mame

Fx(e)=P({X <a})= Y pn.

neNy
zp <z

Plati: Jestlize je X diskrétni ndhodn4 veli¢ina, pak

> Tnpn-

nGNg

Dukaz: Pokud je X > 0, pak zfejmé
X = Z InX{X=2,}"
TLGNO
Pro K € N polozme
Xk = Z TnX{X=x,}

neNg
n<K

Pak 0 < Xi * X a podle Leviho véty 2.3 o monotonni konvergenci mame

Z {L'n/X{X eny AP = hm Z z, P{X =2,}) = Z Ty, Pr-

neN neNo —_— neNy
n<K n<K Dn

/XdP: hm XgdP = hm
Q Q

Nahodnou veli¢inu X, kterd neni nezdporn4, si piepiSeme ve tvaru X = X+ — X~ a na X a X~ aplikujeme piedchozi

postup. O
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Definice: Rekneme, ze ndhodns velicina je absolutné spojita (m4 absolutné spojité rozdéleni), pokud existuje

nezapornd borelovsky méritelna funkce f takova, ze
Fx(@) = P({x <ah) = [ s

Funkci f pak nazyvame hustota ndhodné veliciny X.

Plati: Jestlize je X absolutné spojita ndhodné veli¢ina, pak

EX = /ootf(t)dt.

—0o0

Dukaz: D4 se ukéazat, ze pokud je X absolutné spojitd ndhodné veli¢ina, pak pro kazdou borelovskou funkci ®

plati
/(@OX) P :/ O() /(¢ dt.
Q —o0o
(S ——
/ (X (w))dP(w)
Q
(Funkce ® se nazyva borelovska, jestlize pro kazdou borelovskou mnozinu G je ®~1(G) borelovskd mnozina.) Tedy
specialné pro @ : t — t dostavame
EX:/XdP:/ tf(t)dt.
Q

— 00

Poznamka: Podobné jako v pfedchozim ditkazu dostaneme pro nadhodnou veli¢inu Y = X* a funkci ® : ¢ — t*
(o)
EY = / Y dP = / Xkdp = / th f(t) dt.
Q Q —00

BExt— [ tk £(t) dt.
[ -

Tedy

2.4 Souc¢in mér a Fubiniova véta

Definice: Necht (X,S,u) a (Y, T,v) jsou prostory s mirou a miry u a v jsou o-koneéné. Oznacéme
SxT={AxB|AeS,BeT}
Prvky mnoziny & X 7 nazyvame méfitelné obdélniky. Na S x T definujeme mnozinovou funkci
(1 % ¥)(A x B) = u(A) - v(B),

o-algebru S® T = (S x T) (tj. S ® T je o-algebra generovand systémem mnozin S X 7) nazyvdme souéinova

o-algebra.

Véta 2.15: Necht (X,S,u) a (Y,T,v) jsou prostory s mirou a miry p a v jsou o-koneéné. Potom existuje pravée

jedna mira p @ v na S® T (tzv. souéin mér y a v) takova, ze

(p@v)(Ax B)=pu(A)-v(B) prokazdé AcS, BeT.

Ziplnén{ miry (S ® T, u ® v) nazyvdme uplny souéin mér a znaéime ho (S® T, u @ v).

Znaceni: Nechf M C X x Y. MnozZiny

M= = {yeY|(z,y) e M}, zeX
MY = {zeX|(z,y)eM}, yeY

nazyvame tezy.
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Tvrzeni 2.16: Necht (X,S,u) a (Y,7,v) jsou prostory se o-koneénou mirou. Nechf M je S ® T-méfitelna
mnozina. Potom pro kazdé z € X (y € V) je mnozina M** T-méfitelnd (mnozina M™*Y S-méfitelnd), funkce
= v(M®*) (y— pu(M*Y)) je méfitelnd a

(@ v)(M) = /XV(M%*) du ( = /YV(M*’?/) dy).

Véta 2.17 (Fubiniova) : Necht (X,S,u), (Y,T,v) jsou prostory s tiplnou o-koneénou mirou. Necht f je 1 & v-
méfitelnd funkce na S ® T-méfitelné mnoziné M C X x Y. Predpoklddejme, Ze integral

/ f(z,y) d T8 (z,9)
M

existuje. Potom pro p-skoro vSechna z € X existuje integral

g(x) = fz,y)dv(y),

Mz, *

funkce g ma& integral fX g dp a plati a plati

|t ai@ven = [ g

neboli

| tew am@ven = [ ([ e ) ).

Poznamka: Role prostori X a Y ve Fubiniové vété lze vyménit. Za predpokladu existence integralu

/ f(@y) dTEV (2,9)
M
tak mame také
| tew amEven = [ ([ 1) du@) ).

a muzeme zaménit poradi integrace

J (. sen ww)aue) = ([ st o)) av,

Fubiniova véta v RY

Véta 2.18: n + k-rozmérna Lebesgueova mira je Uplnym souéinem n-rozmérné a k-rozmérné Lebesgueovy miry

Znaceni: Nechf n,k € Na N =n+k.
e Pro x = (z1,...,2,) €R" a y= (y1,...,yx) € R¥ oznacime
(z,y) == (x1,...,Zn,y1,--.,yx) €ERY.

o Jeli M C R** méfitelnd mnozina, f méfitelnd funkce na M, pak pouzivime znaceni

f(z,y) dedy = / f s
M M

Tvrzeni 2.16*: Nechf M C R"* je 9, ,-méiitelnd mnozina. Pak pro kazdd = € R™ a y € R¥ je mnozina
M®* 9My-méfitelnd a mnozina M*Y 9, -méfitelnd, funkce x — A\, (M™*) a y — A\, (M™Y) jsou méfitelné a

AuskM) = [ NI ANy = [ An(M7Y)
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Poznamka: V predchozim tvrzeni integrujeme pies R™ resp. R* a ne pies mnozinu {z € R" |M T* £ P} resp.

{y € RF ’ M*Y £ (}, protoze métitelnost mnoziny M ndm méfitelnost téchto mnozin nezarucuje.

Véta 2.19 (Fubiniova v RV): Nechf M C R"* je méfitelnd mnozina a f je funkce méfitelnd na M, ktera

m4 integral |, v [ dAntg. Potom pro skoro vSechna z € R" je definovéan integral

o@) = [ few) )

piseme: dy

a plati
/ f d>\n+k = / g dAn 5
M R7Z
neboli
[ tenaa = [ ([ rewa)a.
M n WESS
Poznamka: Ve vété 2.19 nenf podstatné, ze z1,...,x, je pravé prvnich n slozek boduz R™*. Stejnym zpiisobem

bychom za predpokladu existence integralu | ar f dAygr (ten je ve Vété 2.19 podstatny) dostali také

[ tewazay = [ ([ rawac)ay

Mohli bychom tedy zaménit poradi inegrace:

/n (/M f(@:y) dy) do = /Rk (/Mw fla,y) dx) dy.

Poznamka: Je-li f(zy,...,2,) = fi(z1)- fa(z2) ... fu(zn), M = M; x...x M,, kde M; jsou méFitelné mnoziny,
fi jsou funkce méfitelné na M;, a existuje integrél ||  Jdz, pak z Fubiniovy véty dostdvdme

/Mfdarl... da,, :/Ml (/MQX_..XM @) fo(@s) .. fulan) das. .. da;n) da

n

=/ (f1(331)/ fa(w2) ... fu(zy) daa ... dﬂ?n) dzy = f1(3?1)d331/ fa(z2) .. fu(zy) doa ... day
M, My x...x M, M,y

Mo X...X My,

n

== Ji(z1)day fz(ﬂcz)d@«u/ Jn(zn) da,
My My,

My

2.5 Veéta o substituci

Definice: Nechf G C R™ je oteviend mnozina a 1 = (1, ...,4,) : G — R"® md v bodé % € G vsechny (prvni)
parcidlni derivace. Pak matici
oy
<8xj ((ﬁ)) i=1,..., n

j=1

se nazyvame Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé Z. Determinant této matice nazyvame Jacobian zobrazeni

1 v bodé T aznatime ho Jy(Z). Existuje-li linedrni zobrazen{ L :R™ — R™ takové, ze

Lo Y+ R) = (@) — L(h)
h—0 I2|l

207

fekneme, ze ¥ mé v bodé & (Frechetovu) derivaci. V tomto piipadé je L reprezentovdno Jacobiho matici a znaci
se Y'(Z). Zobrazeni 1 nazveme reguldrni na G, jestlize md na G spojitou derivaci (tj. vSechny jeho parcidlni

derivace jsou na G spojité) a Jy(x) #0 pro kazdé x € G.
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Véta 2.20 (O substituci): Nechf G C R" je oteviend mnozina a 1 : G — R™ je prosté regularni zobrazeni.
Necht u je funkce na M C ¢(G). Potom

[t o= [ uo) (o) dr,
M Y—1(M)

pokud m3 alespon jedna strana smysl.

Casto pouzivané substituce

Polarni souradnice

G= {(r’@)|r>07<p€ (771—77()}

Ui(r,p) = rcosg

Pa(r,p) = rsing Y = (¢1,v2)

Plati:
o ¥(G)=R*\{(z,0)|z <0}

cos, —rsing

o Jw((ﬁ@)): =rcos’p+rsinp=r+#0naG

sinp,  rcos¢

Zobrazeni v je tedy na G regularni.
e ¢ je prosté. Je-li totiz (x,y) = (r, p), pak ziejmé r = /22 + y2. To ndm ale davé pro ¢ podminky ¢ € (—m, ),

cosp = \/ﬁ , sinp = \/r+Ty2 , z kterych je mozné ziskat pro ¢ vyjadieni ¢ = 2arctg (m )

Sférické souradnice

G={(re0)|r>0pc(-mn)de(-5.5)}

= 1(r,p,9) = rcosypcostd
= a(r,p,¥) = rsinpcosy Y = (Y1,92,¢3)
z = Y3(r,p,d) = rsind

Plati:
. 1/)(G)=R3\{(x,0,z)‘x§0 A z € R}

cospcost, —rsinpcosty —rcospsind
° Jw((r,go,ﬂ)) =| sinpcos®, rcospcos?d —rsinpsind | =r’cosd # 0 na G
sin 1, 0 rcos ¥

(Ovétte jako cviceni.) Zobrazeni ¢ je tedy na G reguldrni.

e Zobrazeni ¢ je prosté. D4 se totiz ukdzat, ze (z,y,z) = ¥ (r, p,9), kde (r, p,9) € G, préavé kdyz
r=+a?+y?+22, ¢=2arctg(—~L—), U =arcsin

[
2422 +y? (22442422

Poznamka: Uhel ¢ se nékdy méii od kladné poloosy z. Pak
G={(re0)|r>0pe (~mm),0e (0}
= Y(r,p,9) = rcosypsind

Pa(r,,9) = rsinpsind J¢((T7<p,19)):—r251n197é0
z = Y3(r,p,¥) = rcos?d
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2.6 Integraly zavislé na parametru

Véta 2.21 (Spojitost integralu zavislého na parametru): Necht (X,S,u) je prostor s mirou, D € S, a € R
a U je okoli bodu a. Nechf funkce F:U x D — R m4 tyto vlastnosti

(a) pros.v. z €D jefunkece F(.,x) spojitd v a,
(b) pro vSechna t € U je funkce F(t,.) méfitelnd,

(c) existuje g € LY(D) tak, Ze pro vSechna t € U je |F(t,.)| < g skoro viude na D (tj. |F(t,z)| < g(x)

pro skoro vSechna x € D).

Potom pro vSechna t € U je F(t,.) € LY(D) a funkce

je spojita v a.

Poznamka: Spojitost funkce G v bodé a nam déva

lim G(t) = G(a)

t—a

jim [ F(t.a)ante) /D Fla, o) du(x)

t—a

Dukaz Véty 2.21: Pouzijeme Heineovu vétu, podle které ma funkce h v bodé a limitu A pravé tehdy, kdyz pro
kazdou poslounost (u,)22; C D(h) s lim,, o u, = a plati lim, ,~ h(u,) = A. Uvazujme tedy libovolnou posloupnost
(tn)o2, C U, pro kterou je lim,_,o t, = a. Oznacme f,(z) = F(t,,z), f(x) = F(a,z). Pak podle pfedpokladu (a) pro
skoro vSechna x € D plati lim, o fn(x) = f(z). Déle z piedpokladu (b) plyne, ze véechny funkce f,, jsou méfitelné,
a konetné na zakladé pfedpokladu (c¢) mdme pro skoro viechna z € D a kazdé n € N odhad |f,(z)| < g(z). Na
posloupnost (f,)$2; tak muzeme pouzit Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta 2.9) a dostaneme

lim G(t,) = lim / F(tn, .)dp = lim fnduvég/ fdu:/ F(a,.)du = G(a).
D n=ee Jp D D

n—oo n—oo

Protoze (¢,)52; byla libovolnd posloupnost v U s limitou a, je podle Heineovy véty G(a) limitou funkce G' v bodé a,

tedy funkce G je v bodé a spojita. O

Véta 2.22 (Derivace integralu podle parametru): Nechf (X,S,u) je prostor s mirou, D€ S a I CR je
otevieny interval. Necht funkce F :I x D — R m4 tyto vlastnosti:

(a) pros.v. z €D je funkce F(.,z) diferencovatelnd na I,
(b) pro vSechna t €I je funkce F(t,.) méfitelnd
(c) existuje g € £'(u) tak, ze pro vSechna t €I je
’%F(t, )‘ <y s.v. na D,
(d) existuje to € I tak, ze F(to,.) € L (p).
Potom pro vSechna t €I je F(t, .)€ £'(u), funkce

je diferencovatelna na I a plati vzorec

(tj. %/DF(t,x)d,u(x) - /Daal:(t,x)du(x) )



