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Kapitola 1

Rady funkci

Jiz od pocétku diferencidlniho poctu si byli jeho predstavitelé (Newton, Leibnitz, Euler,...)
dobfe védomi potfeby vyjadrit hodnotu funkce pomoci nekonecné rady. Piikladem muze

byt funkce

353 335 x?n—l—l

sinc=r— — 4+ — — - 4+ (-1)"—— 4+ ...

3! 5! (=1) (n+1)!
Jeji hodnoty je mozné geometricky zjistit jen ve velmi specidlnich pripadech. V této ka-
pitole vysetiime zdkladni vlastnosti fad funkci a tyto poznatky pak budeme aplikovat na
specialni typy rad.

1 Bodova a stejnomérna konvergence

Pro posloupnost funkei mame nékolik riznych druhti konvergence. Zde se soustiedime na

dvé z nich: bodovou konvergenci a stejnomérnou konvergenci. Trochu se sobé podobaji, ale

nejsou identické. Vztah mezi nimi pfipomina vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti.
Nejprirozenéjsi pojem konvergence funkci je bodova konvergence.

Definice 1.1. Méjme posloupnost funkci (f,) na mnoziné D C R™ a funkci f: D — R.
Rekneme, Ze funkce f, konverguji bodové k f na mnoziné D, kdyz pro kaZdé x € D

Tim fo () = f(2).

Méme-li pojem bodové konvergence pro posloupnost funkci, mame automaticky tuto
konvergenci i pro nekonec¢né fady. (V dal$im textu budeme casto vynechavat slovo ,, neko-
necné“ a mluvit kratce o radéch.)

Definice 1.2. Méjme posloupnost funkci (f,) na mnoziné D C R™ a funkci f: D — R.
Jestlize castecné soucty

N
SN = Z fn
n=0

konverguji bodové k f na D pri N — oo, fekneme, Ze fada y .~ fn konverguje bodové k
souctu f a piseme

ifn:fnaD.

n=0
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2
x
Priklad 1.3. Podivejme se na jednoduchy piipad posloupnosti funkei f,(z) = —. Grafy
n
téchto funkei jsou paraboly se stale vétsim rozevienim. V kazdém bodé z je hodnota limity

$2

lim — =0,
n—oco n

proto tato posloupnost konverguje bodové k funkci f = 0.
nx

Priklad 1.4. Méjme posloupnost funkei f,(z) = 1o
nx

x € R. K jaké funkci f dana

posloupnost bodové konverguje?

VySetiime alespon zhruba prubéh funkce f,: Nabyvd maxima v bodé =z = 1/y/n a
hodnota je %\/ﬁ Protoze f, jsou navic liché funkce, nabyvaji minima v opac¢nych bodech
s opacnou hodnotou. Poloha extrému se blizi k nule a hodnoty maxim a minim konverguji
k +00 a —o0, viz obr. 1.1.

\/ﬁ = y:fn(z)

[Nl

=0 E—

Obr. 1.1.

V bodé z = 0 maji vSechny funkce hodnotu f,(0) = 0, proto i f(0) = 0. Pro pevné zvolené
x#0 je

. nx . X X
lim 5 = lim 5 ==
n—oo 1 + nx n—00 E+$2 T T

Limitni funkce f neni spojitd v bodé = = 0, viz. obr. 1.2.

im fo0)={ & 220

n—00 ) CL‘#O

Obr. 1.2.
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Priklad 1.5. Podivejme se jesté na jeden piiklad. Méjme funkce f,: (0,1) — R dané

2n—4n2‘x—% , proxE(O,%);
fn(x) = 1
0, pro z € (-, 1).

Graf funkce f,, je na obrazku 1.3.

2n~

Yy = fn(x>

S
—

Obr. 1.3.

Ukézeme, funkce f,, konverguji bodové k nulové funkci: Pro = 0 jsou vSechny f,,(0) = 0,
takze i hodnota limitn{ funkce f je nula, f(0) = 0. Je-li > 0, existuje index ny, ze nio <z
Pro vSechny funkce f,, s indexem alespon ng je hodnota f,(x) = 0, nebot funkce f, jsou
nenulové pouze v intervalu (0, %) Méame, ze f = lim f, =0.
n— oo
Z druhé strany,
1

/ fu(x)dz =1,
0
nebot obsahy pod grafem funkce jsou obsahy trojihelniki z obr. 1.3. Vidime, ze

1 1
h_ggo fn=1Ff, ale nh_ggo fn(x) dx 7£ f(fL‘) d.
[t

Predchozi dva priklady ukazuji, ze bodova konvergence je prilis slaba na to, aby byla
k uzitku. Spojité funkce mohou konvergovat k nespojité funkci jako v Prikladu 1.4 a ani
hodnoty integrali se pti bodové konvergenci nepfenasi na limitni funkci, viz Priklad 1.5.
Duvod je ten, ze i kdyZz f,(x) konverguji k f(x) pro kazdé x, rychlost konvergence se
podstatné méni s bodem z. Muzeme si to ilustrovat na Prikladu 1.4. Zvolme si napf.
€= % a x = 1. Abychom se v tomto bodé dostali k limitni funkci bliZe nez povolené e
musime mit index n > 9, tj. musime udélat alespon 10 krokt. Pro bod x = 0.5 to uz déla
vic nez 78 kroki, a v bodé x = 0.1 musime ¢ekat az na funkci s indexem 990. Strucné
feceno, konvergence neni stejnomérnd v x. To nas motivuje k definici silnéjstho pojmu

konvergence.

Definice 1.6. Méjme posloupnost funkci (f,) na mnoziné D C R™ a funkci f: D — R.
Rekneme, Ze funkce f, konverguji stejnomérné k f na mnoziné D, kdyz

(1.1) lim sup |fn(z) — f(x)| = 0.

n—oo zeD
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Priblizme si podminku (1.1). Geometrické zndzornéni je na obr. 1.4.

Obr. 1.4.

Pro libovoné malé £ > 0 utvorime kolem limitni funkce f (¢arkované) pés o sifce €. Pak
existuje index m, zZe pro vSechny funkce f,, majici index vyssi nez m plati,

[fulz) = fl2)] <e

nejen pro vsechna n > m, ale (hlavné!) pro vSechna x € D najednou. To je vyjadieni
stenomérné rychlosti konvergence funkei f,, k funkci f.
Analogicka definice pro fady je nasledujici:

Definice 1.7. Méjme posloupnost funkci (f,) na mnoziné D C R™ a funkci f: D — R.
Jestlize castecné soucty

N
SN = Z fn
n=0

.7 . v v Ve v v v [o.@] .
konverguji stejnomérné k f na D pri N — oo, rekneme, Ze tada ) ", fn konverguje
stejnomérné k souctu f.

2 Vlastnosti stejnomérné konvergence

Nyni ukazeme, ze stejnomérna konvergence je podstatné lepsi nez bodova. Konkrétneé,
stejnomérna limita spojitych funkci je opét spojita funkce.

Véta 1.8. Meéjme posloupnost (fy,) funkci, které konverguji stejnomérné k funkci f na
mnozin€ D. Jsou-li vsechny funkce f, spojité v bodé xo € D, je i limitni funkce f spojitd
v bodé xg.

Dikaz. Ovérime spojitost f podle definice. Necht ¢ > 0 je dané. Ze stejnomérné konver-
gence mame index m, ze pro vsechny funkce s vyssim indexem plati

(1.2) |fo(z) = f(z)| < 3¢ pron>max € D.
Protoze funkce f,, je spojita v xg, existuje oteviené okoli U bodu zq, ze
|fm(x) - fm(x0)| < %5 pro xr € U.

Abychom odhadli rozdil f(x) — f(z¢), pri¢teme a odefteme k tomuto rozdilu f,,(x) a
fm(zo). Pak muzeme psat,

[f (@) = f(zo)| < [f(2) = fm(@)| + [fm(x) = fm(z0)| + | fm(20) — f(0)]

6
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Pro x € U plati, ze prostiedni ¢len je mensi nez %5 a podle (1.2) jsou i krajni ¢leny < %5.

Tim je dikaz uzavren. O

Okamzity dusledek Véty 1.8 je, ze konverguji-li spojité funkce stejnomérné k funkci f na
mnoziné D, je f spojitd na D. Staci aplikovat Vétu 1.8 na kazdy bod mnoziny D.

Dalsi krok spojuje stejnomérnou konvergenci s integraci. Stejnomérnou limitu a integral
muzeme bez nebezpeci navzajem prohodit.

Véta 1.9. Méjme posloupnost (fr) spojitych funkei na intervalu {(a,b), které konverguji
stejnomerné k funkci f na (a,b). Pak

b

b
nh_)rgo/fndx:/fdx.

a

Dukaz. Méjme déno ¢ > 0. Ze stejnomérné konvergence posloupnosti (f,) plyne, Ze
existuje index m s vlastnosti

[ful(z) — f(z)] <e

pro vsechna n > m a x € (a,b). Na zdkladé toho ted odhadneme rozdil integrala,

b b
’/fndx—/fdzc

Protoze € > 0 je libovolné, mame tvrzeni véty dokazano. O

b b
S/]fn—f]d$</€dx:5(b—a).

Predchozi dvé véty ukazuji, ze stejnomérna konvergence prenasi vlastnosti funkci f, i
na limitni funkci f. At uz jde o spojitost nebo hodnotu integrali. Zbyva vysettit interakci
s derivaci.

Tento problém se rozpada na dvé otazky: Jsou-li funkce f, diferencovatelné a stejno-
mérné konverguji k f, je také f diferencovatelnd? A konverguji derivace f], k derivaci f'?

Odpovédi na obé otazky jsou zaporné. Piikladem negativni odpovédi na prvni otazku
jsou funkce f,,: (=1,1) — R definované

fn(z) = \/ x? + %

To jsou diferencovatelné funkce, viz obr. 1.5.
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Muzeme si navic snadno ovéfit (umocnénim vsech ¢lent), Ze plati
1
7] < fule) < lal + -

Odtud vyplyva, Ze limitni funkce je f(z) = |z| a Ze |fu(z) — f(z)] < 1 pro viechna
x € (—1,1,). Funkce f, tak stejnomérné konverguji k funkci f, ale f nemé v nule derivaci.
U druhé otazky uvazujme funkce f,: R — R dané

arctg(nx)

ful) = ZEEEL,

n

Protoze |arctg(nx)| < %7?, konverguji funkce f,, stejnomérné k funkeci f = 0. Ale

£(0) = (arctg(na:))’

" n

1
= — =1.
=0 14+ n2z2 lz=0

V bodé z = 0 jsou hodnoty derivaci f(0) = 1 a nekonverguji k derivaci limitni funkce
f(0)=0

Shrnuto, stejnomérné konvergence funkei f,, nefika zhola nic o konvergenci derivaci f},.
Stejnomérné konvergence derivaci ale uz néco umoznuje.

Véta 1.10. Méjme posloupnost funkci fy,: (a,b) — R se spojitymi derivacemi f],. Ddle
predpoklddejme, Ze funkce f, konverguji alespori v jednom bodé xo € (a,b) a derivace f),
konverguji stejnomérné na (a,b). Pak existuje spojité diferencovatelnd funkce f, Ze

n—o0

a konvergence v obou limitdch jsou stejnomérné na {(a,b).

Dikaz. Oznacéime si g = lim, o0 ), & yo = limy, 00 fn(20). Bez ijmy na obecnosti mu-
zeme predpokladat, ze yg = 0, nebof odecténi konstanty yo se neprojevi ani na derivacich
ani na konvergenci. Pfedpoklady nyni jsou:

(1.3) g= lim f/ stejnomérné a lim f,(zo) = 0.
n—oo n—oo

Podle Véty 1.8 je g spojita. Za hledanou funkci f polozime

T

f(z) = /g(t) dt, z € (a,b).

zo
Odtud a z (1.3) ihned plyne, ze
f'=g= lim f} stejnomérné.
n—oo

Druhé c¢ést tvrzeni je tak ovéfena. Zbyva dokéazat, ze f, konverguji stejnomérné k f.
Protoze

nwz/ﬁwa+nmx

8



TISER: RADY MOCNINNE A FOURIEROVY

muzeme odhadovat

sup [f(x) — fu(z)] = sup
z€({a,b) z€(a,b)

/xgdt/xfédtfn(ﬂﬂo)

- f,;>dt] )l < s [lg = flde+ oo
o ccG(a,b)xO

IN

sup
z€{a,b)

IN

b
/ 9= F']dt + | fu(zo)].

Nyni budeme aplikovat limitu pro n — oo na obé strany nerovnosti. Protoze f;, konverguji
stejnomérné, muzeme podle Véty 1.9 prohodit limitu a integral.

b
lim sup [/(e) ~ fu(o)] < lim [lg— filde+ lim | (e0)

=00 re(a,b)
b
=/nlggo 9= Fildt+ lim |a(@0)| = 0+0=0.

a

Dokéazali jsme i zbyvajici ¢ast tvrzeni Véty 1.10 O

Vsechny tii véty, Véta 1.8, 1.9 a 1.10, maji své protéjsky pro rady. Jsou to jejich aplikace
na ¢astecné soucty, proto je nebudeme znovu dokazovat.

Véta 1.11. Méjme spojité funkce fy: (a,b) — R.

(i) Konverguje-li tada >0 o fn stejnomérné na (a,b) pak je jeji soucet spojitd funkce a

(1.4) /b(io fn) da = i/bfn da.

a

(ii) Predpoklddejme, Ze funkce f, jsou spojité diferencovatelné, zZe tada > o7 o fn kon-
verguje alespori v jednom bodé a ze tada Y " fr konverguje stejnomérné na (a,b).
Pak

(1.5) (i fn)l = ifé-
n=0 n=0

Dtlezitost stejnomérné konvergence je nyni zretelna. Zjistit ale, zda dand rada konver-
guje stejnomérné, je véc jind, casto obtizna. Ukazeme postacujici krtitérium, tzv. Weier-
strassovo kritérium, garantujici stejnomérnou konvergenci fady aniz bychom k tomu museli
znat jeji soucet.
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Véta 1.12. (Weierstrassovo kritérium) Méjme funkce f,: (a,b) — R. Existuji-li ¢isla Ay,
takovd, Ze

sup | fn()| < An
z€(a,b)

a tada Y7 o Ay konverguje, pak konverguje tada Y " o fn stejnomérné na (a,b).

Dukaz. Ze srovnavaciho kritéria plyne, Ze rada Z fn(x) konverguje (absolutné) bodové

n=0
a (a,b). Oznacime si jeji soucet

oo
=D ful@)
n=0
Nyni pro ¢astecné soucty sy(z) = ZnNzo fn(x) plati

ap 1f@) —sv@ = s | S A@|< s S m@I< S A
z€(a,b) z€(a,b) n=N-+1 x€<a’b>n:N+1 n=N+1

Protoze zbytky konvergentni fady > > 41 An se blizi k nule pro N — oo, dostaneme

(e.9]
lim sup [f(z)—sy(x)] < lim An =0,
N—)ooxe<a b) N—)oon;+1 "

a tedy fada ) °  f, konverguje stejnomérné na (a,b). O

10



Kapitola 2

Mocninné rady

V matematice se ¢asto pokousime vyjadrit slozitou funkci pomoci vhodné linearni kom-
binace né&jakych zikladnich elementérnich funkei. Napf. mocniny 1, z, 22, ... mohou byt
takové bazové funkce, chceme-li reprezentovat funkci mocninnou fadou. Tomu se budeme
v této kapitole vénovat. Soustifedime na otazky, kdy mocninna fada konverguje k smyslu-
plnému souctu a jaky méa takovy soucet vlastnosti.

Definice 2.1. Rada tvaru
oo
ap + ai(x — xg) + ag(z — 330)2 += Z an(z — xo)"
n=0

se nazyvd mocninna fada. Bod xq je stred rady a c¢isla a, € R jsou koeficienty.

Kazda mocninné fada automaticky konverguje ve svém stfedu x = x¢ a mé soucet ag.
Obecné plati, ze ¢im jsou body z blize stfedu, tim snadnéji (tj. rychleji) fada konverguje.
V dalsim textu se omezime na fady se stfedem zg = 0. To nepredstavuje zadnou djmu
na obecnosti, protoze substituce x — rg — x redukuje rfadu s obecnym stfedem na tento
pripad.

Geometrickd fada

o
ltz+a’+--=) a"
n=0

je nejbéznéjsi piiklad mocninné fady. U ni vime nejenom, ze konverguje pro = € (—1,1),

ale znadme i soucet
o0
n 1
E " = .
1—=z
n=0

1 Polomér konvergence

Veskeré vysetfovani konvergence mocninnych rad je zalozeno na nasledujicim dulezitém
pozorovani.

Tvrzeni 2.2. Méjme mocninnou tadu Y.~ apx™. Je-li posloupnost (ano™) omezend pro
néjaké o > 0, pak Tada konverguje absolutné pro vsechna |x| < o.

11
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Dikaz. Protoze posloupnost (a,0™) je omezend, existuje konstanta K, Ze
lano"| < K, n > 0.

Odtud pro z splnujici |z| < ¢ dostaneme

€T |n

gK]f
Y

’fl|_

’ n

|anx ‘ang"‘

x
%

oo
€T n
Protoze |x| < o, je geometricka fada Z (—) absolutné konvergentni. Podle srovnéavaciho
n=0
kritéria Fada ) > ) ap,z™ konverguje absolutné. O

Piklad 2.3. Méjme fadu » (—1)"

n=0

2n
n+1

x". Jeji koeficienty jsou omezené hodnotou 2,

2n
n+1

<2

(L

Predpoklad Tvrzeni 2.2 je splnén pro ¢ = 1. Proto fada konverguje pro vsechna |z| < 1.

Nyni ukazeme, ze mocninna fada vzdy konverguje na symetrickém intervalu, pokud
ignorujeme koncové body.
Oznac¢me symbolem M mnozinu bodi z, kde fada )~ an,a™ konverguje absolutné,

oo
M = {x eR ‘ Z |anz"| konverguje.}.
n=0

Protoze jde o absoluni konvergenci, patii do mnoziny M s kazdym jejim bodem z rovnéz
bod —z, a tedy M je symetricka. Dale, M je neprazdnd, nebot obsahuje 0. Definujeme

R =sup M.

Diky symetrii je inf M = —R. Parametr R se nazyva polomeér konvergence. Ten muze
nabyvat hodnot od 0 do oo véetné. Tyto extrémni piipady znamenaji, ze fada konverguje
jen pro x = 0 (pfi R = 0) nebo konverguje pro vSechna z € R (pii R = 00).

Priklad 2.4. Mgjme radu

o0

Z(n + 1)"z".

n=0

Abychom zjistili mnozinu M, a tedy polomér konvergence, uzijeme odmocninové kritérium:
lim {/|(n+ 1)"z"| = lim (n + 1)|z|.
n—oo n—oo

Tato limita je nekonecno pro kazdé x # 0, proto fada konverguje pouze pro x = 0. Polomér
konvergence je tak R = 0.
Opacny extrém je napr. rada



TISER: RADY MOCNINNE A FOURIEROVY

Zde uzijeme podilové kritérium a dostaneme

xn+1 n!

(n+1)! zn

2]

= lim =
n—oon + 1

lim
n—oo

Rada konverguje pro viechna = € R, a tedy R = oco.
Obecnou situaci Tesi nasledujici véta.
Véta 2.5. Méjme mocninnou fadu Y > anx™ s polomérem konvergence R. Pak plati:

(i) Je-li R > 0, 1ada konverguje absolutné pro |x| < R a stejnomérné na kaZdém
intervalu (—a,a) C (=R, R);

(ii) Rada diverguje pro |z| > R.

Dikaz. (i) Mé&me |z| < R. Protoze R = sup M, existuje bod p € M, 7Ze |z| < o < R.
To znamend, Ze fada Y-, a,0™ konverguje absolutné. Specielné, posloupnost (a,o") je
omezend. Podle Tvrzeni 2.2, fada )7, a,z™ konverguje absolutné.

Méjme nyni interval (—a,a) C (=R, R). Pro z € (—a,a) mame odhad

|anz"| = lan| |2"| < |an|a™.

Podle (i), fada > 7 |an|a™ konverguje a diky Weierstrassovu kritériu (Véta 1.12) konver-
guje fada Y o2 a,x™ stejnomérné na (—a,a).

(ii) Kdyby rada konvergovala pro néjaké |zo| > R, tak specielné je posloupnost (a,z{)
omezena. Podle Tvrzeni 2.2 by fada absolutné konvergovala pro vSechna |x| < |zg]|, coz je
ve sporu s definici R jako suprema mnoziny M. O

Odvodime dva vztahy pro vypocet poloméru konvergence. Protoze odvozeni je pii-
mocaré, byva nékdy jednodussi u konkréntni fady toto odvozeni provést znovu nez si
pamatovat vzorec.

Méjme fadu Y 7 ; apz™. Podle odmocninového kriteria fada konverguje absolutné po-

kud
lim V/|apz™| = lim {/|a,||z| <1
n—o0

n—oo
lim /|ay||z| > 1.
n—oo

a diverguje, kdyz

Oznac¢ime-li

(2.1) R= lim —

pak vidime, ze fada konveguja absolutné pro |z| < R a diverguje pro |z| > R. To je pfesné
vlastnost poloméru konvergence popsand ve Vété 2.5. (Zde - ale pouze zde! - piijimadme
konvenci, ze § = oo a = = 0.)

S podilovym kritériem analogicky dostaneme vyjadreni ve tvaru

Gn41
an

(2.2) R = lim

n—o0

V obou vzorcich (2.1) a (2.2) je predpoklad, Ze prislusné limity existuji, coz nemusi byt
vzdy splnéno. Nicméné ve velké vétsiné pripadi ndm vystaci k vypoc¢tu poloméru konver-
gence.

13
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Priklad 2.6. Zjistime poloméry konvergence R nasledujicich rad:

b n 4n d n!‘
n=0 n=1 n=0 n=0
(a) Zde muzeme pouzit oba tvary pro vypocet R, o néco snazsi je podilovy:
2) . 3n+1 92
R— tim E23T g k2 g
n—oo (n+41)-3" n—oon + 1

Podle Véty 2.5 fada konverguje absolutné v intervalu (—3,3) a stejnomérné na kazdém
uzavieném podintervalu (—a,a) C (-3, 3).
(b) U této rady je zretelné vyhodnéjsi odmocninovy tvar pro R:

R=lim {/|In"(n+1)| = lim |In(n+1)| = cc.
n—00 n—00

Rada konverguje absolutné na R a stejnomérné na kazdém omezeném intervalu.
(c) Rada neobsahuje vSechny mocniny,

o0
S et =14 Tt 44905 + 343212 4
n=0

a tak m4a nekone¢né mnoho koeficientu a,, je nulovych. Ani v jednom vzorci (2.1) a (2.2)
limity neexistuji. Miizeme si pomoci substituci y = 7z*. Rada dostane tvar

00 0o
Z 7nx4n _ Z yn.
n=0 n=0

Ta mé polomér konvergence 1. Odtud vyplyva, Zze piivodni fada konverguje absolutné pro

1
72t < 1, tj. |7] < —=.

VT

(d) I v této radé je nekonecné mnoho koeficientu nulovych,
oo
Zx”! =z4+ao+2t+a0 4+ 4.
n=0
Nelze vsak provést substituci jako v pripadé (c), nebot nenulové koeficienty nejsou roz-

lozeny pravidelné. Je vyhodnéjsi pouzit odmocninové nebo podilové kriterium pfimo na
mocninnou fadu. V nasi konkrétni situaci uzijeme podilové.

(n+1)!
lim :E , ‘: lim |x|("+1)!_”!
n— 00 " n—oo
— lim ‘x’n-n! _ 0  pro |z <1
n—+00 oo pro |z| > 1.

Polomér konvergence je R = 1 a fada konverguje absolutné na (—1,1) a stejnomérné na
kazdém (—a,a) C (—1,1).

Véta 2.5 taji, co se déje v hrani¢nich bodech intervalu (—R, R). Obecné neni mozné
cokoli tvrdit. Rada miiZe konvergovat v obou krajich nebo v Zadném z nich nebo pravé v
jednom. V dalsim budeme chovani fady v hrani¢nich bodech ignorovat.

14
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2 Integrace a derivace rad

Z Véty 2.5 mame dilezitou informaci o stejnomérné konvergenci fady. M4a-li fada polomér
konvergence R > 0, pak konverguje stejnomérné na kazdém intervalu (—a,a) C (—R, R).
Podle Véty 1.11 (i) je jeji soucet spojitd funkce na (—a,a). Protoze

U (-a.a) = (R R).

a<R

je soucet mocninné fady spojita funkce na celém intervalu (—R, R). Zcela stejnou tivahu

pouzijeme pro integraci a derivaci mocninné rady, jen si napred musime vyjasnit jeden
v . , , , . . v o0 n

mozny technicky problem. Formélni derivace a integrace fady > ° ;a,x™ vede na

o o
a
2.3 na, z" ' a n gt
23 2 2

To jsou rady s jinymi koeficienty a mohly by mit jiné poloméry konvergence nez puvodni
tada. To vsak nenastane.

A
Lemma 2.7. Méjme posloupnost kladnijch cisel (\,), Ze lim ;\H = 1. Pak rTady

n—oo n

o0
E anxz” a E Ananx”
n=0 n=0

maji stejné poloméry konvergence.

Diukaz. Ozna¢ime R polomér konvergence fady > .- ,an,z™ a R polomér konvergence
fady Y .2 Anana™. Muzeme poznamenat, zZe pokud posloupnost anyi/a, mé limitu, je
dikaz trivialni:

~ . Apg1Ont1 . Akl .. Qpal .. Gpgd
R = lim Z2nttoel iy 22Dy 22 gy 22— R

n—o0 n—o0 n n—00  QAp n—00 QU

nQn
V obecném piipadé musime postupovat jinak. Mé&jme |z| < R libovolné. Cilem je ukézat,
ze |z| < R, tj. R nemuze byt mensi nez R.

Zvolime si pomocné €islo g, Ze |z| < ¢ < R. Protoze fada )~ a, 0" konverguje, je
posloupnost (ay"™) omezend, |a,o"| < K. Nyni

[Ananx"| = Anano™ <\x!> < )\nK<‘x’> .
0 0

Z podilového kritéria plyne, ze fada Y~ A\ K (|z|/0)"™ konverguje, nebot

A
lim n+1 m
n—oo A\, 0

<1.

Proto konverguje absolutné i Y7 Aana,z™, tj. |z| < R. Nyni vime, ze R < R.

15
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Pro obracenou nerovnost R < R si nejprve uvédomime, ze ¢isla A, = 1/, také spliuji

A
podminku lim ,;L:H = 1. Nyni stac¢i predchozi vysledek aplikovat na rady
n—oo
n

(0.@) [o¢]
g apz” a E Anlnz",
n=0 n=0
kde a,, = A\pan,. O

Vratime se ted k faddm v (2.3). Volby A, = n i A, = 1/(n + 1) spliuji pfedpoklady
Lemmatu 2.7. Obé fady maji stejny polomér konvergence jako ptivodni fada, nebot

E napz™ == g napz", r#0, a E Rl =g E LS
T n+1 n+1
n=1 n=1 n=0 n=0

Po vyjasnéni, jak je to s poloméry konvergence fad v (2.3), muzeme pristoupit k hlavnimu
vysledku této ¢ésti.

Véta 2.8. Méjme mocninnou fadu Yy > o anz" s kladngm polomérem konvergence R. Pak

(i) jeji soucet je funkce majici derivace vsech Tddi v intervalu (—R, R). Specielné,

oo i o0
(2.4) (Z anx”> = Z nanz" L.
n=0 n=1

(ii) pro kazdé x € (—R, R) plati

(2.5) !(; anun) du=Y" n‘iﬁ ] sy

n=0

Diikaz. (i) Podle Véty 2.5 (i), fada Yo% | na,z"~! konverguje stejnomérné na viech in-
tervalech (—a,a) C (—R, R). Kazdé x € (—R, R) lezi ve vhodném intervalu typu (—a,a) a
pro néj pouzijeme Vétu 1.11 (i). Mame tak dokazan vztah (2.4). Protoze zderivovana rada
je opét mocninné fada se stejnym polomérem konvergence, iterovanim vyse uvedeného
argumentu zjistime, ze soucet ma derivace vSech radu.

(ii) je bezprostfedni dusledek Véty 1.11 (ii). O

3 Taylorovy rady
Méjme mocninnou fadu Y2 ; an(x — 0)™ s polomérem konvergence R > 0 a stfedem .
Véta 2.8 (i) fikd, ze soucet fady je funkce majici derivace vsech fddu. Podivejme se na

tento fakt z opac¢né strany. Mame funkci f majici derivace vSech rada (kratce: nekonecné
diferencovatelnou) a chtéli bychom ji napsat jako mocninnou radu se zadanym stfedem xo,

flx) = Zan(x —x9)", x € (zg— R,x0+ R).
n=0

16
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Jak vypadé k-t derivace funkce f? Cleny fady s indexem n < k pii derivaci zmizi a zbyde

oo
) (x Z (n—1)--(n—k+1)an(x —z0)" .
Pro x = zg dostavame vztah, ktery stoji za povsimnuti,

f(k) (z0)
K

V tom ptipadé by rozvoj funkce f do mocninné fady mél tvar

© r(n) (4
2.7 fy =3 ) oy
n=0

(2.6) f® (o) = Klay, tj. ap=

Mocninna rada tohoto tvaru se nazyva Taylorova rada nebo také Tayloriv rozvoj
funkce f v bodé xg.

Je mozné nekonecné diferencovatelnou funkci f rozvinout v Taylorovu radu kolem
daného bodu x¢? Odpovéd je obecné zaporna. Nic nebrani tomu sestavit mocninnou radu
s koeficienty podle vzorce (2.6), ale selhani je dvojiho typu: prislusnd mocninna rada
konverguje jen pro x = xp, coz nam neni k ni¢emu, nebo fada konverguje i mimo stied,
ale k jiné funkci nez f.!

V nasledujici vété mame jednoduchou postacujici podminku pro existenci Taylorova
rozvoje.

Véta 2.9. Méjme kg € N a kladnd cisla C;r > 0 takovd, Ze Cr < 1. Je-li f nekonecné
diferencovatelnd funkce na (xg — r,xo + r) spliujici

|f(k)(a:)| < C*Kl prox e (xo —ryxo+71) a k> ko,
pak [ md Tayloruv rozvoj kolem xg s polomérem konvergence alespor r.

Diukaz. Zadanou funkci f budeme aproximovat Taylorovym polynomem:

" (k—1)
f ;TO)(.%'—IEO)Z 4+ .+ f(k_(lzj?)(x_xo)k’l +Z]g,

f(@) = f(wo) + f'(20)(x — 20) +
pro k > ko. Zbytek Z; ma tvar

(k)
Zk = fk_(‘ﬁk)(x — xo)k,

pro néjaké vy mezi x a xg. Staci ukazat, ze limyg_, o, Zr = 0. Podle predpokladu plati odhad

CkE!
| Zk| < u |z — xo|F < (Cr).
Protoze Cr < 1, je limg_.o Zp, = 0, ¢imz je konvergence dokazana. O

'Funkee f(z) = 307 ;27" cos(n’z) je nekoneénd diferencovatelnd na R, ale jeji Taylorova fada konver-
guje jen v nule; funkce f(z) = e~1/** s hodnotou f(0) = 0 je nekonecéné diferencovatelna funkce na R, jejiz

Taylorova rada je identicka 0.

17
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Priklad 2.10. Tayloriv rozvoj exponencidlni funkce f(z) = e® v daném bodé xg zjistime
z hodnot derivaci v xg. Zvolme si libovolné r» > 0. Protoze

0@ = e < et

pro kazdé x € (xg —r,xo + 1), je splnén predpoklad Véty 2.9 pro jakékoli kladné C' < 1/r.
Méme
©

e’ = Z 6;7(:6 —xzp)".

n=0
Tento rozvoj plati na celém R nebot r je libovolné. Nejobvyklejsi tvar je pro zg = 0:

X ..n
oy
n!’
n=0
Tento rozvoj miizeme pouzit i k dalsimu tcelu. Piseme-li —z? misto =, dostaneme

n=0

Integraci ziskdme reprezentaci tzv. chybové funkce (error function) pomoci rady

n

2 o0
f(z | _72 ,
erf( \F/ v N o+ 1

Na zaver si uvedeme necastéji se vyskytujici rozvoje:

1 o0
(2.8) E:1+x+x2+-'-22x", x e (—1,1);
2 > .n
T
x_ —_— PR .
(2.9) e _1+x+2|+ Zn!, z € R;
n=0
3 p2ntl
T
2.10 Mr=2-— - f o .= cR;
( ) sinz 3‘+ Z 2n+1) x
552 J/A oot xZn
(2.11) cosx:1—§+ﬂ—---: (—1)"(2n)!7 x €R;
n=0
2 3 OO(_l)n—l
212) Im(l4az)=z— gt 1 =S n IRETY
(212)  W(l+z)=2—- o+ o+ ; ", we(-11)
(213) (1420 =1+2g Loazl) . —i “Van, ze(=1,1), aeR
' YT o " “2n)t " ) @

Prava strana rovnosti (2.13) se nazyva binomicka rada podle binomickych koeficientu

(a) _ala—1)--(a=n+1)

n n!

Geometricka rada (2.8) je jejim specidlnim pfipadem pro a = —1 a zdménou = za —z.

18
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4 Cviceni
Uloha: Naleznéte Taylorovu fadu se stfedem z = 0 pro funkci

1+
1—2a

f(z) =In

Reseni: Pouzijeme rozvoj logaritmu v (2.12) pro x a (—z):

1+ >
lnlix:ln(l—i-x) In(1 —z) Z:l x"—i— —.
n=

Sudé mocniny x se odec¢tou a liché sectou,

o0
ln1+xzzix2”“.

1—=x

Polomér konvergence je R = 1.

Uloha: Rozviiite do Taylorovy fady se stfedem z = 0 funkei

f(x) = k>1,b#0.

ark +b’

Reseni: Vyuzijeme soucet geometrické fady (2.8) a za tim ucelem danou funkeci upra-

vime:
1 1

1) =% Trar

a
Substituci t = ——2* tak mame tvar

b
f(a:) - Ztn _ i )nan xkn
b —t b prtl '
Polomér konvergence je R = |b|/|a| pro a # 0 a R = 0o pro a = 0.

Uloha: Nalezéte Tayloriv rozvoj v bodé zg = 0 funkce

3x+8

1@ = ey

Reseni: Funkci rozlozime na parcialni zlomky

3z + 8 A +Bx—i—C’
2z —3)(x2+4) 22 -3  a2+4+4°

Odtud dostaneme
3z +8 = A(z* + 4) 4+ (Bx + ¢)(2z — 3).
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Porovnanim koeficient® u odpovidajicich si mocnin ziskdme soustavu rovnic, jejiz feseni
jeA=2 B=-1aC =0. Mame tak

2 x 2 x

f@) = 2x—3_:n2+4:_3(1—§x) 41+ 1a2)

Pomoci rozvoje (2.8) (nebo uzitim vysledku predchozi tlohy) méme
(0.9] (o.9]
2\ n+1 T
— +1
fla) ==Y (g) 2"+ (-1)" rES e
n=0 n=

Polomér konvergence je R = 3/2.

2

Uloha: Jaky je Tayloriv rozvoj funkee f(z) = sin®z v bodé zg = iw?

Reseni: Protoze stfed je v bodé %ﬂ' uzijeme substituci t = =z — %ﬂ', tj.x =t+ %71.
Navic, sin® x = %(1 — cos 2x), a proto

1 1
sin? x = 5(1 — cos2(t + %7‘(’)) = 5(1 + sin 2t).

Podle (2.10) mame
oo

11 @)t 1 & 2 2n+1
J@ =55 GnrDi 2 T @@ i

n=0 n=0
Polomér konvergence je R = co.
Uloha: Jaky je Tayloriv rozvoj funkce arctgz v bodé zg = 0?7

1
1+ 22

Reseni: Protoze (arctgz) = uzijeme rozvoj (2.8) s —x? misto z.

o0

(arctgx) = Z(—l)”x%.
n=0
Integraci obou stran pak dostavame

o

(_1)n 2n+1
arctgac:nz_g)znﬂx +C,

kde C je integracni konstanta a rovnost plati pro || < 1. Dosazenim za z = 0 vychézi, ze
C=0.

o0 o0
Uloha: Naleznéte soucty fad Z nz" a Z nx™.
n=1

n=1
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ResSeni: Derivaci geometrické fady (2.8) dostaneme pro |z| < 1,

oo

1
E na" = —— .
oward (1—12)2

Staci obé strany vynasobit z a mame vysledek

an 1—1:)2

Opétnou derivaci predchoziho vztahu ziskdame

S =(ap) ~a e

Po vynasobeni x obdrzime hledany soucet
Z 2,0 _ 2(1+2)
1 — )3’

Obé fady maji polomér konvergence R = 1.

Uloha: Naleznéte soucet fady

S ul
ALY

n=0

Reseni: Nejprve fadu roztrhneme na dvé ¢sti,
oo o oo oo
n (T\" 1 /z\n =z 1 z\n-1 1 sz\n
> G =G X aG)
n=0 n=0 n=1 n=0
Aplikaci rozvoje exponenciely (2.9) pro z/2 mame

oo
nz_%m o= g et = e (1 ).

Uloha: Naleznéte rozvoj funkce f(z) = arcsinz v bodé zg = 0.

- 1
ResSeni: Derivace funkce arcsin x je (arcsinz) = Wik Pouzijeme binomickou radu
—x
(2.13) pro a = —1/2 a's —z? misto .

(G

Protoze tato fada konverguje stejnomérné na kazdém (—a, a) C (—1, 1) muzeme pro kazdé
x € (—1,1) integrovat fadu c¢len po ¢lenu v mezich od 0 do = a dostaneme:

oo
—~1/9 n+1
arcsinz = E (—1)”< / ) x—i— ;L€ (—1,1).
n o Jn

n=0
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1. Naleznéte stredy a poloméry konvergence mocninnych fad:
oo

o0 o0
a) Z n!z™; b) Z 3, c) Z ni(z — 3)"
n=0 n=0 n=0
00 " 0o 00 )
- . vn _ . .
Q) > T a2 e) Y 2V'(2x—3)% £) Y nla™;
n=0 n=0 n=0
> n 00 2 )
x _ n+2\n . —(n+1)!,n!
n=0 n=0 n=0
2. Najdéte Taylortuv rozvoj funkce na okoli bodu g = 0:
2 3
4z, b x . x .
d) zcosbuz; e) sinz? f) 3% 4+ 372
g) In(az+b),a#0,b>0; h) (1+z)e ¥ i) (1+2?%) arctg;
5 —2zx 1 x
LU ) G ) i@ o1y
3—2
m) sin3z sinbz; n) sinz cos’ ; o) In T 22.

3. Najdéte Taylortv rozvoj funkce na okoli zadaného bodu:

a) e¥ xg=—1; b) 1/2% zo = 4; c) 23 —x, mg=—2;
d) Inzx, o =5; e) cos’mw, xg = —1; f) 3T 4372 x9=2;
4. Urcete soucty nasledujicich rad:
X .2n o n > 2n
T In" x T
Z n’ ) Z n! ’ °) Z 2n+1’
n=1 n=0 n=1
00 00 00 1
In+1 5, 2n? +1 (-t
. 1) n. f B A—
d) Z nl © °) Z( ) (2n)! v ) Z n(2n — l)m
n=0 n=0 n=1
Vysledky.

l.a)xg=0,R=0;b) 20 =0, R=00;¢) 0 =3, R=1;d) 20 =0, R=1proa<1la
R=aproa>1l;e)zg=3/2, R=1/2;f) 20 =0, R=1; g) x0 = 0, R = max{a,b}; h)
rg=3, R=¢€>1i) 29 =0, R = oo.

0 n 00 00

4 n, .n n n
2. a) gon'x"’ R=o00; D) g_o(—l) T +2’ R=1; ¢ E_O(_l) (n+ 1)z +3’ R=1;
S 22+l . (-1 An+2 o > 1n" 3 n
vy R D M e MR LD D

Z( 2”1n 3 & R=o00; g) 1nb+z(_1)n_l<%>n%,R:b/]a|;

n=0 n=1

n+1
1+z P me o ey 2D ey,
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[o.¢] (e.) 1
.]) 2(27(n+1) _i_37(n+1))mn7 R = 27 k) Z( 1) 7;7:2 2n R f

n=0
00 “1)"(2n o 2n—1

" 3 //-3 2\ z
Z4zn+ (L4, R=oot o)z +32( () - () >4’R=2/3-
*42 (+1)" b) LY (—1)(n+1)(x—4)" c) (v+2)%—6(z+2)+12(z+2) —6;

n—l—l

d) In 5+Z —5)"; e)
3QZIH 3 n 3- 42 ”ln 3 (x— 2.

t
a)—ln(l—x ), R=1; b)x,x>0; c) ang:U—l,R:L d) (1+3ew3)e‘”3,R:oo;
x
=1.

e) (1—3z)cosz — §sinw, R=o00; f)2zarctgz —In(1+2%), R =

Mz

I
o

n
n22n+1

+1)2n+1;

N[ =

e -1 n22n 0
+§z%((2)n)! %Z
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Kapitola 3

Fourierovy rady

Rozvoj diferencidlniho a integralniho poctu v 17. stoleti byl silné motivovam fyzikalnimi
problémy a fyzika si podrzela tuto roli i v dalsich stoletich. Napf. problém najit rovnici
popisujici vibraci struny nebo vedeni tepla vedl k nésledujici otdzce. Rada tvaru

(o9}
(3.1) Tag + Z(an cosnx + by, sinnx)

n=1

se nazyva trigonometrickd fada. (Tvar %ao u aditivni konstanty je vyhodny z duvodu,
ktery uvidime pozdéji.) Protoze vSechny funkce cosnx a sinnx jsou 2m-periodické, je
vyse uvedend fada — pokud konverguje — také 2m-periodicka. Otazka nyni zni: Je kazda
2m-periodickd funkce napsatelnd ve tvaru trigonometrické fady? A pokud ne, jaké 27-
periodické funkce se takto zapsat nedaji? Uvedené problémy vedly ke vzniku teorie Fou-
rierovych fad!. Koneéné odpovédi na nékteré z otazek kolem Fourierovych fad byly déany
teprve az ve 20. stoleti.

1 Periodické funkce
Funkce f: R — R se nazyva periodicka s periodou T > 0, pokud plati
f(x+T)= f(z) pro vSechna z € R.

Je-li f periodickd s periodou T, je také periodickd s periodou n1 pro n € N. Nejmensi
perioda (pokud existuje) se nazyva hlavni perioda funkce f. Je-li z interpretovéano jako
¢as, pak pocet period za jednotku Casu se nazyva frekvence,

1
frek = —.
rekvence = —

Neékdy se pouziva nazev kruhovd frekvence pro 2m-nasobek frekvence

2
kruhova frekvence = %

! Joseph Fourier zavedl tento typ fad ve svém ¢lanku z roku 1807 o FeSeni rovnice vedeni tepla.
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a méfi se v radidnech za jednotku ¢asu. Kazda funkce na omezeném intervalu (a,b) mize
byt prodlouzena na periodickou funkci s periodou T' = b — a,

flx +nT):= f(x), z€{a,b), neN.

Priklad 3.1.

(i)

(i)

(iii)

(vi)

Funkce f(x) = sinz, g(x) = coszx jsou periodické s periodou 2wn, n € N. Hlavni
perioda je 2.

Funkce f(z) = sinwz, g(x) = coswz jsou periodické s hlavni periodou T = 27

w # 0.

Konstantni funkce je periodickd s kazdou periodou T > 0, a nema proto hlavni
periodu.

Existuje i nekonstantni periodicka funkce, ktera neméa hlavni periodu:

D(x) 1, pro x racionalni;
) = e
0, pro zx iracionalni.

At uz je x racionalni nebo iracionélni, pfictenim raciondlniho ¢isla typ  nezménime.
Je-li T' jakékoli kladné raciondlni ¢islo, pak D(z 4+ T) = D(z). Funkce D(x) je navic
nespojitd v kazdém bodé. To neni ndhoda, protoze periodickd funkce s libovolné

malou periodou je bud konstanta nebo vsude nespojita funkce.

Periodickd funkce typu f(z) = Asin(wz + ¢) se nazyva harmonickd funkce. Muzeme
ji rozepsat

Asin(wz + ¢) = Asing coswz + A cos ¢ sinwz = acoswz + bsinwz,

kde a = Asinp a b = Acosy. Vidime, ze trigonometricka fada je sou¢tem harmo-
nickych funkci se zvysujicimi se nasobky frekvenci.

Funkce e"* m4 periodu 27, nebot e"* = cosx + isinz.

Méme-li funkci f s periodou T' a parametr A > 0, pak funkce f(Az) mé periodu T'/\.
V dalsim textu se soustfedime na funkce s periodou 27, nebot vSechny vysledky mohou
byt v pripadé potireby preskalovany na obecnou periodu.

2 Fourierovy koeficienty

Predpokladejme, ze trigonometricka fada (3.1) konverguje stejnomérné k funkei f,

(3.2)

o0
flz) = %ao + Z(an cos nx + by, sinnx).

n=1
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Protoze funkce a,, cos nx + b, sinnz jsou spojité, je podle Véty 1.11 spojity i jeji soucet f.
Navic, mtuzeme radu integrovat ¢len po c¢lenu.

2 21 2 2

(3.3) /fd:c:/%aodx+2(an/cosnxdx+bn/sinna:dx)
n=1

0 0 0 0

Protoze integral z funkce sinx nebo cosz pres jejich periodu je nulovy, zbyde v rovnici
(3.3) pouze

27 27 27
(3.4) /f(x)dx:/éaodx, tji. ao= i/f(a:)d:c
0 0 0

K hodnotam dalsich koeficientt ay,, b, se dostaneme podobnym zpiisobem. Budeme k tomu
ale potirebovat nasledujici vztahy, kterym se fika ortogondlni relace.

Lemma 3.2. Méjme k,n € N. Pak

2

/sinkzmcosna:da: =0 a

0
o 2
/sinkxsinnxdx = /coska:cosnxdx = { ?r Z:Z ZiZ
0 0

Dikaz. Vztahy plynou z goniometrickych identit

sinz cosy = 3(sin(z + y) + sin(z — y)),
sinzsiny = §(cos(z — y) — cos(z + y)),
coszcosy = 3(cos(z + y) + cos(z — y)),

a faktu, Ze integraly pres periodu sind a kosint jsou nulové. Zbyva doplnit, ze pro k = n

wZijeme vzorec sin? z = 1(1 — cos2z) a cos? z = 5(1 + cos 2z) a dostaneme
2w 2m
/sin2 nrdr = /Cos2 nrdr = .
0 0

g

Vratime se k rovnici (3.2) a vynasobime ji funkei cos kz, k > 1. I po vynésobeni zustane
rada stejnomérné konvergentni, a proto ji opét integrujeme c¢len po ¢lenu.

2 2

2 o 2
/ f(x)coskrdx = / %ao cos kx dxr + Z <an / cos nx cos kx dx + by, /sin nx cos kx da:) .
0 0 0

n=1
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Diky ortogonalnim relacim zbyde na pravé starné jediny nenulovy ¢len,
2
ay /cos2 krdxr = am.
0

Odtud

27
1
ap = /f(ac) cos kx dx.
T
0

Podobné, vynasobenim rovnice (3.2) funkei sin kx a integraci zjistime, ze

21

1
by, = /f(:z:) sin kx dx.
i
0
Jsme tak motivovani k definici Fourierovych koeficienti. Termin integrovatelnd funkce f
na intervalu (a,b) znamend, ze ff |f] dz < oo.

Definice 3.3. Méjme 2m-periodickou funkci f: R — R integrovatelnou na intervalu
(0,27). Cisla

2m 27
1 1
/f(x)cos/mdx, k>0, bk—/f(x)sinkxdx, k>1,
T i

0 0

(3.5) ap =

se nayvaji Fourierovy koeficienty funkce f. Trigonometrickd tada (3.1) s témito koe-
ficienty se nazyvd Fourierova rada funkce f. Konverguje-li Fourierova tada funkce f v
bodé x k hodnoté f(x), rekneme, Ze f je reprezentovina Fourierovou Tadou v bodé x.

Poznamenejme, ze zahrnuti indexu & = 0 do vzorce pro koeficienty aj vysvétluje, proc¢
jsme volili aditivni konstantu v (3.1) ve tvaru 3ag a nikoli jen ag. Déle, ve vztazich (3.5)
muzeme integrovat pres jakykoli interval délky 27. Duvodem je, ze T-periodicka funkce f
integrovatelna na (0,7 je integrovatelnd na kazdém intervalu (a,a + T') a plati

T a+T
(3.6) /fd:c: /fda:.
0 a

Dosavadni vysSetfovani mizeme shrnout:

Konverguje-li trigonometrické fada (3.1) stejnomérné k funkei f, pak tato rada
je nutné jeji Fourierovou radou a reprezentuje funkci f ve vSech bodech.

Vyse uvedené pozorovani mé néasledujici jednoduchy dtsledek. Uvazujme funkci danou
néjakou konecnou trigonometrickou fadou, napf.

f(z) = =3+ 2cosdx — sin Tz.
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Ta je (jako kazda konecéna fada) stejnomérné konvergentni, a proto je automaticky svou
Fourierovou rfadou. To nam miize ulehcit nékteré vypocty. Napr. rozvoj funkce

f(z) = sin 3z cos 3z — 4 cos? b
nemusime poditat, kdyz pouzijeme bézné goniometrické identity. Pak
f(z) = 1sin6z — 43(1 + cos 10z) = —2 — 2 cos 10z + & sin 6.

Coz je Fourierova fada reprezentujici f.

Pomoci vzorcu (3.5) mizeme definovat Fourierovy koeficienty pro jakoukoli integro-
vatelnou funkci f na (0,27) a sestrojit piislusnou Fourierovu fadu. Obecné vsak nelze
ocekavat, ze tato Fourierova fada bude reprezentovat funkci f vsude. Staci, kdyz zménime
hodnotu funkce v jednom bodé. Fourierovy koeficienty se nezméni a Fourierova rada se
rovnéz nezméni. Vzdycky tak muzeme prinutit funkci, aby nebyla reprezentovana svou
Fourierovou radou v zadaném bodé. Spravné polozend otdzka proto zni, zda spojitd 2m-
periodicka funkce je reprezentovana svou Fourierovou fadou? Prvni piiklad spojité funkce,
jejiz Fourierova rada diverguje v nékterych bodech se objevil uz béhem 19. stoleti. Zusta-
val problém, zda mtze mit spojitd funkce divergentni Fourierovu fadu ve vSech bodech. V
roce 1966 dokazal Carleson?, Ze to nastat nemtize. Fourierova fada kazdé spojité funkce
konverguje k této funkci skoro vsude. (Termin ,skoro vSude* mé zde presné definovany
matematicky smysl.) Srovname-li to s Taylorovou fadou, kterd muze pro nekonecné di-
ferencovatelnou funkci divergovat vsude kromé povinného stiedu, lze Tici, ze Fourierovy

rady se chovaji lépe nez Taylorovy.
Piiklad 3.4. Uréime Fourierovu fadu pro 27-periodickou funkci f takovou, Ze f(x) = 2

na intervalu (—m, ), viz obr. 3.1.

y = f(x)

Obr. 3.1.

Je ziejmé, ze f je suda funkce, f(—x) = f(z). Funkce sinnz je lichd a soucin sudé a liché
funkce je funkce licha. S uvazenim (3.6) mame,

s

1
b, = — /x2sinnxdm =0,
T
—T
nebot integrél z liché funkce ptes symetricky interval (—m, ) je automaticky nulovy. Proto
Fourierova fada sudé funkce obsahuje jen kosinové ¢leny. (U lichych funkei naopak Fou-

rierova fada obsahuje jen sinové ¢leny.)

2Lennart Carleson, §védsky matematik
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Vypocitame koeficienty a,. Pro ag mame

™

1 272
ao—/ de:?

s
-

Pro n > 1 uzijeme dvakrat integraci per partes a dostaneme

s ™
1 9 1[5 sinna]”™ 2 -
ap=— [ x“cosnxdx = — |z°- — — [ rsinnxdx
-7

™ T n ™
—T —T
K
=0+ ?[accosna:]_7r Rl /cosnxd:c
-7
_AED”
==

Fourierova rada funkce f je

2 4cos2x  4cos3z 2 = 4(=1)"
+‘--—3+nz_:1 COSN.

T
S—' _
3 cosx +

22 32 n?

Zatim jesté neni jasné, jaky vztah ma tato rada k funkci f. Pozdéji, podle Véty 3.6 uvidime,
ze Tada reprezentuje funkci f ve vSech bodech.

3 Konvergence Fourierovych rad

Pro formulaci hlavni véty o konvergenci potiebujeme pojem po ¢astech monotonni funkce.

Definice 3.5. Funkce f na intervalu (a,b) se nazjvd po ¢astech monotonni, pokud
existuje konecné mnoho deélicich bodi a =ty <t] < --- <ty =b, Ze [ je spojitd a mono-
tonni na kazdém intervalu (t;,t;+1) a ve vSech délicich bodech existuji vlastni jednostranné
limity funkce f.

Funkce v Prikladu 3.4 je po ¢astech monotonni na (—m,7) s délicim bodem ¢; = 0.
Nésledujici vétu o konvergenci Fourierovy fady pouze vyslovime. Jeji dukaz presahje
cile tohoto textu. Ve vété uzivame kratké oznaceni pro jednostranné limity:

fla=) = lim fl+1), )= lm f(o+o).

Véta 3.6. Mejme 2mw-periodickou funkci f: R — R, kterd je po castech monotonni na
intervalu (0, 2m). Pak jeji Fourierova tada konverguje pro vsechna x a plati

f(x), v bodé spojitosti funkce f;

oo
1 :
sap + E (an cosnz + by, sinnx) = o
? n=0 " ! J( )—2Ff(:r+)’ v bodé mespojitosti funkce f.

Navic, Fourierova rada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu (a,b) C (0,27), ktery
neobsahuje body nespojitosti funkce f.
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Specielné, kazda 2w-periodickd, po ¢astech monotonni a spojita funkce je reprezento-
vana svou Fourierovou radou, kterd konverguje stejnomérné na R.

Podle Véty 3.6 Fourierova rada funkce z Prikladu 3.4 reprezentuje tuto funkce vsude,
nebot jde o spojitou funkci. Na intervalu (—m, 7) plati

2 oo
4(—1)"
a;z:?;—i—; (nQ) cosnx, x€<—ﬂ'777>'

oo o0
-" 1
Hodnoty v bodech x = 0 a = 7 umoznuji ur¢it soucty fad E ( n2) a g ok Pro
n=1 n=1
hodnotu x = 0 dosteneme,

2

s > 4(—1)" ) > (—=1)nt! 2
(3.7) 0:3+;( ), t] ZL:—.

n2

Podobné pro hodnotu z = ,
o0 oo
P o 0 X m=g

Priklad 3.7. Nalezneme Fourierovu radu 27-periodické funkce f, kterd je definovand na
intervalu (0, 27) predpisem f(x) = %(7‘( —x) a zjistime, ve kterych bodech fada reprezetuje
funkei f.

Graf funkce je na obr. 3.2.

[

TN D
N

Obr. 3.2.

Funkce f je licha, staci spocitat koeficienty b,,:

2 2
1 1
by, = /(7r — z)sinnxdr = —/:vsinnxd:r
27 27
0 0
27
1 cos nx 2w 1 1
:—[:c- } + — [ cosnzdx = —.
2T n 0 2mn n
0

Podle Véty 3.6 plati, ze
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pro vsechny body = € R mimo body 2k7w, k € Z, nebot v téchto bodech je f nespojita.
Hodnota fady pro x = 2km se rovna priméru jednostrannych limit, coz je 0.
Dosadime za z = 7/2:

© . /1
™ Zsm(iwn) 1 1 1
4 n 3+5 7+

n=1
Tento vztah se nékdy nazyva Leibnitzuv vzorec.

V predchozich ptikladech jsme si vSimli, Ze pritomnost symetrie zjednodusuje vypocty.
U sudych funkci chybi sinové ¢leny ve Fourierové fadé, u lichych funkci kosinové. Tento
fakt lze vyuzit i obrdcené. Mé&me funkci f definovanou na intervalu (0, 7). MuZeme ji
dodefinovat na (—m, 7) tak, aby byla suda nebo lichd. Pak Fourierova fada bude obsahovat
jen kosinové ¢leny nebo naopak jen sinové. Obé rady budou na (0, ) reprezentovat tutéz
funkci. Mimo (0, 7) budou obecné ruzné.

Piiklad 3.8. Funkci f(z) = x na intervalu (0, 7) rozsifime na 27-periodickou funkei tfemi
ruznymi zpusoby a nalezneme prislusné Fourierovy rady.

(@ fil@) =z e (-mm)
o) fola) = la| € ()
© B ={ 0 TElmY

Zacneme funkci f1, jejiz graf je na obrézku 3.4(a).

ARy
Ve

Obr. 3.4(a).

Funkce f7 je licha, staci vypocitat koeficienty b,,:

1 ) 2 ) 2 cosnx]™ 2 [ cosnx
b,=— | zsinnrxder =— | zsinnxdr = —|—x + — dx
T T T nol, T n
- 0 0
2(—1 n+1
:_QCOSTFTL_FO:L.
Fourierova rada funkce fi je
o
2(_1)n+1 )
filx) = ; - sin nz,

32



TISER: RADY MOCNINNE A FOURIEROVY

a reprezentuje f1 ve vsech bodech x € R\ {(2k + 1) | k € Z}.
Funkce f5 je suda, vycislime proto jen koeficienty a,.
- 2 |
ao—/|w]dx—/xdx—7r.
T T
-7 0

Stejné jako vyse pouzijeme per partes a dostaneme pro hodnoty ag:

s s
2 2[ sinnx]™ 2 [sinnz 2 [cosnz]™
ap=— | xcosnxdr = — |x - — dx:0+—72
T T noJ, w n T n 0
0 0

A1)

V tomto pripadé jsou koeficienty a,, = 0 pro suda n, takze mame
> 4
1
==csm— —— cos(2n—1
fol@) =57 nz_l r(an — 1) s L

a Tada reprezentuje funkci fo vSude. Graf je na obr. 3.4(b).

Obr. 3.4(b).

Zbyva pripad funkce f3. Ta nemd zadnou symetrii, proto jeji Fourierova rada bude
obecné obsahovat jak kosinové tak sinové ¢leny. Muzeme se ale vyhnou vypoctu, pokud si
vSimneme, ze f3 = %( f1+ f2). Jeji Fourierova fada bude tak aritmeticky pramér Fourie-
rovych rad funkci fi a fo.

n+1 > 4

f3(x) = (i sinnz + im — nzl @12 cos(2n — 1)m>

n=1

> (_1)n+1 ]
Z::< on 1) 5 cos(2n — 1)z + o smnm).

|
»NH

Graf je na obr. 3.4(c).
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4 Ortogonalni systém funkci

Tato ¢ast neptinasi k Fourierovym fadam z vypocetniho hlediska nic navic. Jejim cilem je
zaradit Fourierovy fady do Sirsiho kontextu a vytvotit jisty nadhled nad tématem.

Pfipomeneme si strukturu euklidovského prostoru R%. Mame-li prvky x,y € R? o sloz-
kich ¢ = (z1,x2,...,2q9) ay = (y1,Y2, - - -, Yd), Muzeme provést kromeé s¢itani a skaldrniho
nasobku jesté dalsi operaci: skalarni sou¢in. Oznac¢ime ho

d
(z,y) = Z InYn-
n=1

Se skaldrnim soucinem se automaticky poji norma,

Hﬂhnﬂuw:(fﬁ@”%

n=1

Skalarni sou¢in a norma umoziiuje zavést do linearniho prostoru R% bézi se zv1asté uzitec-
nymi vlastnostmi. Jejimi prvky jsou jednotkové vektory navzajem na sebe kolmé. Prvky
takové ortonormalni baze oznacime ey, e, ..., eq4, kde e; = (0,0,...,1,0,...0), pficemz
jednicka stoji na i-tém misté. Kazdy prvek & € R? mé jednoznac¢né vyjadieni

d
(3.8) T = Z Tnen, Tn=(x,e,).
n=1

Obratime ted pozornost k periodickym funkcim. Symbol L bude oznacovat mnozinu
viech 27-periodickych funkef f, pro které je f? integrovatelna na intervalu (0, 27), tj.

2
L= {f ‘ f je 2m-periodické a /f2 dx < oo}
0

Dtivod, pro¢ chceme integrovatelnost druhé mocniny a ne pouze funkce samotné, uvidime
za chvili.

Megjme dvé funkce f,g € L. Jejich soucet a skalarni ndsobky jsou opét 2m-periodické
funkce. Navic, diky nerovnosti (f + ¢)? < 2(f? + ¢?) vidime, Ze i soucet je integrovatelny
s druhou mocninou,

2T 27 27
/(f+g)2dm§2/f2dx+2/92dx<oo,
0 0 0

a tedy prvkem prostoru L. Mame tak ovéreno, ze L je linedrni prostor. Do L zavedeme

skalarni soucin,
2

(ﬁmz/fwmwma

0
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a tim i normu:

1l = (£, )2 = <7f2(:c) dx> "
0

Ted je jasné, proc se prostor L sklada z funkci integrovatelnych s druhou mocninou: Mame
zaruceno, ze jak norma, tak skalarni sou¢in prvka budou kone¢né. Pro normu to je zirejmé
a pro skaldrni soucin to plyne z tzv. Holderovy nerovnosti,

Zf(a»g(x) dr < (Zf%) i) v (Zﬂx) i) "

Ma4 linearni prostor L néjakou bazi analogickou s ortonormaéalni bazi euklidovského pro-
storu? Odpovéd je kladné. Podivejme se na mnozinu funkci

B ={1, cosz, sinx, cos2x, sin2z,...,cosnx, sinnz,...}

Ortogonalni relace z Lemmatu 3.2 ukazuji, Ze tyto funkce, uvazované jako prvky pro-
storu L, jsou na sebe kolmé. Navic vidime, Ze jejich normy, kromé prvni funkce, jsou
stejné,

| cosnx|| = || sinnz| = /.

Pro konstantni funkci 1 je jeji norma

27 1/2
1] = </1dx> = V2.
0

Normalizovanim prvki z B vznikne ortonormalni systém,

B { 1 cosx sinz cosnr sinnz }

Podobné jako v (3.8) bychom ted mohli vyjadfit funkci f € L ve tvaru linedrni kombinace,

(3.9) o Ao + Z( COS N + B, si\n/;:c)

kde koeficienty jsou prislusné skalarni souciny,

o= (1) e (5 5). e (1 22)

Podivejme se na ¢leny této kombinace blize. Prvni s¢itanec lze upravit nasledovné,

(3.10) Ao\/% (\} </f >\/127T217T07rf(m)dx
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Cleny s kosinem se zméni podobné,

Cosnx COS TZIL’ COS nx COS TlfL’ Ccosnx
(3.11) 4 = (1.2 / e
N Vv Y
1 27
= (/f(:v) COSNT dw) COSNT = Gy, COSNT.
T
0

Zcela stejné vyjde pro sinové cleny,

(3.12) B, M _y sinna.

NG

Rada (3.9) je jen jiny zépis Fourierovy fady pro funkci f. Z tohoto pohledu je rozvoj 27-
periodické funkce do Fourierovy rady zcela prirozeny zpusob, jak vyjadrit prvek linearniho
prostoru pomoci baze. Problémem zustava, ze linearni kombinace je nekonecné, a proto
je treba Fesit otazky tykajici se konvergence. Pro funkce z prostoru L, které jsou navic
po c¢astech monotonni, mame konvergenci zarucenu podle Véty 3.6. V tom pripadé nam
reprezentace ve tvaru (3.9) prece jen muze dat jistou uzite¢nou informaci. V euklidovském
prostoru norma prvku spliuje

]| = 2% + -+ 2F = (x,e1)” + - + (@4, €4)*.
V prostoru L plati to samé,
oo
(3.13) IFII* = A5+ D (A7 + Bp).
n=1

Z predchozich vypoétu (3.10), (3.11) a (3.12) muzeme najit vztahy mezi koeficienty A,,, By,
a koeficienty ay, by,:

Ag = aO\/§7 Ap = anﬁa B, = bn\/;"

Dosazenim do (3.13) dostaneme tzv. Parsevalovu rovnost,

27
1 o0
(3.14) > [ Payds = ja - S+ 8.
0 n=1

Pi¥iklad 3.9. Aplikaci Parsevalovy rovnosti na Fourieriiv rozvoj funkce f(z) = 22 z Pii-

1
kladu 3.4 uréime hodnotu souctu Z -y
n=1
na intervalu (—m, ) je

2 L 4(—
5>
n=1
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Leva strana Parsevalovy rovnice je

Odtud méame
PR S TR S U
5 9 Y 90
n=1 n=1

5 Cvicéeni

Uloha: Naleznéte Fourierovu fadu 27-periodické, po ¢astech konstantn{ funkee, pro kterou
plati
[ s, prox e (—m0),
f(z) = { t, prox € (0,m).

Reseni. Graf funkce f je na obr. 3.4.

Fourierovy koeficienty maji tvar,

0 ™
aozl(/sdx—i-/tda:) =s5+1,
" —7 0
0 T
ap = i(/scosnxdx /tcosnxdaz) =0,
0

0
1)1
bn:1</ssinnxdx /tsinnmdx) :(s—t)L.
7r ™m
0

—T

+
+

2(s —t
Koeficienty u sinu jsou nulové pro suda n a pro lichd n se rovnaji ( ) . Podle Véty 3.6

™m
mame,
s+t sinx  sin3z s+t 2. sin(2n + 1)z
— 2s —t . — 20s — t _
/(@) y " (s )< T + 3 * ) > " (s—1) nZO 2n+ 1)
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pro z € R rizna od km, k € Z. V bodech z = kr ma fada hodnotu priméru %(s +1t). Pro
specielni volbu s = —1 a ¢t = 1 dostaneme

4 Ksin(2n 4 1)z
f(x)_%z m+1
Uloha: Naleznéte Fourierovu fadu funkce f(z) = —1 + 3cosz + 22, z € (—m, 7).

Reseni. Prvni dva ¢leny tvoii ¢dst goniometrické fady, proto neni tieba je upravovat.
Zbyly ¢len 2 musime rozvinout do Fourierovy fady. To jsme ale provedli v P¥ikladu 3.4,
takze tento vysledek pouzijeme.

2 o n 2 e n

T 4(—1) T 4(—-1)
z)=—-1+3cosx+ — + cosnr = — — 1 —cosx +
/(@) 3 Z n? 3 n?

n=1 n=2

cosnx.

Uloha: Rozvifite funkci f(z) = sinz, « € (0,7) do kosinové Fourierovy fady a vySetiete
jejl konvergenci.

ReSeni: Aby fada obsahovala jen kosinové ¢leny, musi byt funkce f(z) suda. To zna-
mend, ze na intervalu (—m,0) bude déna predpisem f(x) = |sinz|. Za¢neme obecnym
koeficientem a,,:

m m

an, :2/sinx cosnz dx = 1/(Sin(x—i—nx)—l—sin(x—nzv))dx
"3 "3
1] cos(x+mnx)  cos(x—nz)]T 1/14(-1)" 14 (-1)"
_71[_ n+1 n—1 :|0—7T< n+1  n-1 )
2(1+ (=1)")
(2 -1)

Tento vztah plati pro vSechna n # 1. Proto a; musime spocitat zvlast.

s ™
2 1
alz/sinx cosxd:cz/sinQa:dsz.
T T
0 0
Celkove,
2 =21+ (-1)" 2 4 (cos2xr cosdx  cosbx
SO =22 Ty o= Ty s s )

Funkce f(x) = |sinz| je spojitd a poc¢astech monotoni na (—, ), proto podle Véty 3.6 je
reprezentovana Fourierovou radou vsude. Navic tato rada konverguje stejnomérné.

Uloha: Integraci Fourierovy fady funkce f; (x) = = z Prikladu 3.8 naleznéte Fourierovu

fadu pro 2m-periodické rozsiteni funkce f(z) = 22, x € (-7, 7).
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Reseni. Z Piikladu 3.8 mame pro € (—m, ) rovnost

n+1

o 2(—
(3.15) Z sin n.

n=1

Tato fada je stejnomérné konvergentni na kazdém intervalu (—a,a) C (—m, 7). Muzeme
tak pro kazdé z € (—m, ) integrovat fadu ¢len po ¢lenu v mezich od 0 do z. Leva strana
rovnice (3.15) bude 1z?. Pravé pak

i 2(—1)ntt [ cos nmr _ i 2(—1)"* 1 — cosnz
v n no o = n n
oo o
2(_1)n+1 2( 1)n+1
DL
n=1 " n=1 n
2 o= 2(=1)"
= —+ cosnz,
6 = n

kde jsme vyuzili znalost souc¢tu fady v (3.7). Celkové dostavame,

7T o0
_?z::

Je to stejny vysledek jako v Ptikladu 3.4.

n

cosnx.

1. Najdéte Fouriertv rozvoj 2m-periodického rozsiteni funkce s danym predpisem na
intervalu (—m, 7) a vySetfete konvergenci,

a) f(z)=a+m b) f(z) =1+ x + sin3z; c) f(zx) =z +sign(x);
Q) f@)=|siniel ) fl@)=min{mr-ak 1 fz)=aal
2. Napiste néasledujici 2m-periodické funkce jako Fourierovy rady,
a) f(x)=sign(cosz); b) f(x) = arcsinsin x; c) f(z)=|cosx|.
3. Vyjadrete nésledujici 2m-periodické funkce jako sinové Fourierovy fady,
sinz, € (0,3m),
a) fz)=cos2s;  b) f(x)=
0, z € (im,m).
4. Vyjadrete nésledujici 2m-periodické funkce jako kosinové Fourierovy rady,
1, z€(0,a),
a) f(z)=sin2x; b) f(x)= a € (0,m).

0, ze€am),
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Vysledky.
o o0
2(_1)n+1 . . 2(_1)n+1
1. . - S 1 .
a) T+ g - sinnx; b) 1+sin3z + E - sin n;
n=1 n=1
oo o0
2 1—(=1)" 2 1 COS N
2 (=1 n+1 : S | J— e
c)nz:ln<( )T+ - >smna:, )77 an:an_}L,

[e.9]

_1\n+1
e) 3r — Z:l <7r(2712—1)2 cos(2n — 1)x + (1T)L sin nx);
o (2m(—1)"HL 41— ()M |
f)z< (=1) _ 4= ))>smna:.

3
— n ™m
4 . 7 4 X cos(2n + 1)z 2 4K (-
2. a) ;ZSlII? cosnx; b) ;ZW7 c) ;—;24#_1 cos 2nx;
n=1 n=0 n=1
4 & 2n — 1 4 S (—1)™n
3.a) — in(2n — 1)z; b) sinz — — in 2nz;
a) =D Gnr )@ =3) sin(2n —1)z; b) gsinx ﬂ; 17— Sin2na;

4N (-1 -1 o 2si
4. a) TFZ() cosnz; b) a +Z S an COS NT;
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