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Lineárńı závislost a nezávislost

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 3.1 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Minulé p̌rednášky

1 Lineárńı kombinace.

2 Definice lineárńıho obalu.

3 Definice lineárńıho podprostoru.

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı závislost/nezávislost seznamu a množiny vektor̊u
v lineárńım prostoru.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Připomenut́ı

1 Pro

a1

a2

v R3 je span({a1, a2}) rovina procházej́ıćı počátkem se
směrem (a1, a2).

2 Pro a1a2

v R3, lineárńı obal span({a1, a2}) rovina neńı.

V množině {a1, a2} je (nap̌ŕıklad) vektor a2 ”
zbytečný

vzhledem k tvorbě lineárńıch kombinaćı“.a

Plat́ı totiž span({a1, a2}) = span({a1}).

aZa chv́ıli budeme ř́ıkat, že množina {a1, a2} je lineárně závislá.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Definice

Lineárńı kombinace a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn je triviálńı, pokud
a1 = a2 = · · · = an = 0.
V opačném p̌ŕıpadě je lineárńı kombinace a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn
netriviálńı.

Poznámky

1 Triviálńı lineárńı kombinace je vždy rovna nulovému vektoru:
rovnost 0 · ~x1 + · · ·+ 0 · ~xn = ~o plat́ı, protože 0 · ~x = ~o, pro
jakýkoli vektor ~x (dokázáno minule).

2 I netriviálńı lineárńı kombinace může být rovna nulovému
vektoru: nap̌ŕıklad ~x − ~x = ~o, pro jakýkoli vektor ~x .

3 Lineárńı kombinaci, která dává nulový vektor, také ř́ıkáme
nulová kombinace.a

aPozor: triviálńı kombinace je vždy nulová. Nulová kombinace nemuśı být
triviálńı.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Definice (lineárńı nezávislost seznamu vektor̊u)

Řekneme, že seznam S vektor̊u je lineárně nezávislý, pokud plat́ı
jedna z podḿınek:

1 Seznam S je prázdný.

2 Seznam S je tvaru (~x1, . . . , ~xn) a plat́ı: kdykoli
a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn = ~o, pak a1 = a2 = · · · = an = 0.

Řekneme, že seznam S je lineárně závislý, pokud neńı lineárně
nezávislý.

Př́ıklady

1 Prázdný seznam () je vždy lineárně nezávislý.

2 Seznam (~o) je vždy lineárně závislý.

3 Seznam, ve kterém se opakuje vektor, je vždy lineárně závislý.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Př́ıklad

Nulová lineárńı kombinace x1 · a1 + . . . xs · as = o v Fr , kde

a1 =


a11
a21

...
ar1

 , . . . , as =


a1s
a2s

...
ars


kóduje soustavu r lineárńıch rovnic

x1a11 + x2a12 + · · ·+ xsa1s = 0

x1a21 + x2a22 + · · ·+ xsa2s = 0
...

x1ar1 + x2ar2 + · · ·+ xsars = 0

o s neznámých nad F.
Seznam (a1, . . . , as) je lineárně nezávislý právě tehdy, když tato
soustava má pouze triviálńı řešeńı x1 = x2 = · · · = xs = 0.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Definice (lineárńı nezávislost množiny vektor̊u)

At’ M je množina vektor̊u v lineárńım prostoru L. Řekneme, že M
je lineárně nezávislá, pokud plat́ı jedna z následuj́ıćıch podḿınek:

1 Množina M je prázdná.

2 M = {~x1, . . . , ~xn} je neprázdná konečná množina a nav́ıc plat́ı:
kdykoli a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn = ~o, pak a1 = a2 = · · · = an = 0.

3 M je nekonečná množina a každá jej́ı konečná podmnožina je
lineárně nezávislá.

Řekneme, že množina M je lineárně závislá, pokud neńı lineárně
nezávislá.

Praktický test lineárńı nezávislosti neprázdné množiny M

Muśı platit následuj́ıćı implikace:

At’ a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn = ~o, kde n > 0 je p̌rirozené č́ıslo,
vektory ~x1, . . . , ~xn jsou z M a skaláry a1, . . . , an jsou z F.
Potom a1 = a2 = · · · = an = 0.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Př́ıklady

1 {~o} je lineárně závislá množina v jakémkoli lineárńım prostoru
L.

Obecněji: at’ ~o ∈ M, potom M je lineárně závislá množina.

2 Množina {

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

} je lineárně nezávislá množina

v R3.

Obecněji: definujte pro i = 1, . . . , n, vektor ei ∈ Rn jako n-tici
maj́ıćı na i-té posici 1 a všude jinde 0. Potom {e1, . . . , en} je
lineárně nezávislá množina v Rn.

3 Nekonečná množina {1, x , x2, x3, . . . } je lineárně nezávislá
množina v prostoru polynomů R[x ].
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Př́ıklady (pokrač.)

4 Množina {

 1
−7
3

 ,

−1
2
1

 ,

 1
8
−9

} je lineárně závislá

množina v R3.

Důvod:

2 ·

 1
−7
3

 + 3 ·

−1
2
1

 + 1 ·

 1
8
−9

 =

0
0
0
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Tvrzeńı

At’ M je lineárně nezávislá množina vektor̊u v lineárńım prostoru L.
Jakmile N ⊆ M, je i N lineárně nezávislá množina vektor̊u.

Důkaz.

Přednáška.

Slogan

Ubereme-li z lineárně nezávislé množiny vektor̊u nějaké vektory, je
výsledná množina opět lineárně nezávislá.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Tvrzeńı

At’ M je lineárně závislá množina vektor̊u v lineárńım prostoru L.
Jakmile N je množina vektor̊u z L a plat́ı M ⊆ N, je i N lineárně
závislá množina vektor̊u.

Důkaz.

Přednáška.

Slogan

Přidáme-li do lineárně závislé množiny vektor̊u nějaké vektory, je
výsledná množina opět lineárně závislá.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Věta (charakterisace lineárně nezávislých množin)

Pro množinu M vektor̊u z lineárńıho prostoru L jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

1 Množina M je lineárně nezávislá.

2 Pro každý vektor ~x 6∈ span(M) je množina M ∪ {~x} lineárně
nezávislá.

Důkaz.

Přednáška.

Ilustračńı obrázek ~x

span(M)
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Věta (charakterisace lineárně závislých množin)

Pro množinu M vektor̊u z lineárńıho prostoru L jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

1 Množina M je lineárně závislá.

2 Existuje ~v ∈ M tak, že span(M \ {~v}) = span(M).

Důkaz.

Přednáška.

Ilustračńı obrázek

span(M)
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