
Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Diagonalisace matic

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Minulá p̌rednáška

1 Pojmy vlastńı hodnota a vlastńı vektor lineárńıho zobrazeńı.

2 Věta o diagonalisovatelnosti čtvercových matic nad C.

Dnešńı p̌rednáška

1 Diagonalisovatelnost matic nad C a nad R.

2 Dvě aplikace: řešeńı rekurentńıch rovnic a funkce matic.a

aTyto dvě aplikace nebudou zkoušeny!
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Připomenut́ı d̊uležité vlastnosti tělesa C

Každý polynom p(x) v C[x ] stupně n má p̌resně n kǒrenů
(poč́ıtaných i s násobnostmi).a

aTéto vlastnosti tělesa C se ř́ıká algebraická uzav̌renost.

1 Komplexńı č́ıslo λ je kǒren polynomu p(x) ∈ C[x ] násobnosti k, pokud
plat́ı rovnost p(x) = (x − λ)k · q(x) pro q(x) ∈ C[x ] a q(λ) 6= 0.

2 Speciálně: č́ıslo λ má jako kǒren p(x) násobnost nula právě tehdy, když λ
neńı kǒrenem polynomu p(x).

Důsledek (téma 8B, tvar věty o diagonalisaci pro F = C)

Pro čtvercovou matici A nad C jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 Matice A diagonalisovatelná.

2 Pro každé komplexńı č́ıslo λ plat́ı: násobnost λ jako kǒrene
polynomu charA(x) je rovna dim(eigen(λ,A)).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad

Pauliho maticea jsou následuj́ıćı ťri matice nad C:

X =

(
0 1
1 0

)
Y =

(
0 −i
i 0

)
Z =

(
1 0
0 −1

)
Všechny tyto matice jsou diagonalisovatelné:

1 Matice Z již diagonálńı je.

aJde o důležitý p̌ŕıklad v kvantové mechanice a kvantovém poč́ıtáńı. Matice
X , Y a Z jsou operátory spinu ve směrech os x , y , z a znač́ıvaj́ı se též

σx (také: σ1) σy (také: σ2) σz (také: σ3)

Užitečná početńı cvičeńı: plat́ı rovnosti
1 σ2

1 = σ2
2 = σ2

3 = −i · σ1σ2σ3 = E2.

2 {σj , σk} = 2δjkE2, kde {σj , σk} = σjσk + σkσj je tzv Poissonova závorka a
δjk je Kronecker̊uv symbol.

3 [σj , σk ] =
∑3

l=1 2iεjklσl , kde [σj , σk ] = σjσk − σkσj je tzv komutátor a εjkl
je Levi-Civit̊uv symbol.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (pokrač.)

2 Diagonalisace matice X =

(
0 1
1 0

)
.

Plat́ı charX (x) = x2 − 1 = (x − 1) · (x + 1).

Vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice X jsou: λ1 = 1,

t1 =

(
1
1

)
a λ2 = −1, t2 =

(
1
−1

)
.

Tud́ıž (
0 1
1 0

)
≈
(

1 0
0 −1

)
a operátor X je diagonálńı v bázi (t1, t2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (pokrač.)

3 Diagonalisace matice Y =

(
0 −i
i 0

)
.

Plat́ı charY (x) = x2 − 1 = (x − 1) · (x + 1).

Vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice Y jsou: λ1 = 1,

v1 =

(
−i
1

)
a λ2 = −1, v2 =

(
i
1

)
.

Tud́ıž (
0 1
1 0

)
≈
(

1 0
0 −1

)
a operátor Y je diagonálńı v bázi (v1, v2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Jordan̊uv tvar čtvercové matice (nepovinné)

At’ A je matice typu n × n nad F taková, že polynom charA(x) lze
rozložit na součin lineárńıch faktor̊u.a

Potom lze dokázat, že A je
”
témě̌r diagonalisovatelná“. Přesněji:

plat́ı A ≈ J, kde

J =


J1 0 0 0 . . . 0
0 J2 0 0 . . . 0
0 0 J3 0 . . . 0
...
0 0 0 0 . . . Jn


aTo plat́ı nap̌ŕıklad pro libovolnou matici nad C.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Jordan̊uv tvar čtvercové matice (nepovinné, pokrač.)

Ji =


λi 1 0 0 0 . . . 0
0 λi 1 0 0 . . . 0
0 0 λi 1 0 . . . 0
...
0 0 0 0 0 . . . λi


Matici Ji ř́ıkáme Jordanova buňka. Na diagonále je vlastńı hodnota
λi matice A. Rozměr matice Ji je roven násobnosti vlastńı hodnoty
λ jako kǒrene charA(x).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad

At’ A =

(
a −b
b a

)
je regulárńı matice nad R. Potom plat́ı:

1 charA(x) = (a− x)2 + b2 = x2 − 2ax + (a2 + b2).
Diskriminant tohoto výrazu je −4b2.

Matice A je tedy nad R diagonalisovatelná pouze v p̌ŕıpadě
b = 0.

V tomto p̌ŕıpadě ale A už je diagonálńı: A =

(
a 0
0 a

)
a

muśı platit a 6= 0, protože A je regulárńı.

Matice A je tedy matićı změny mě̌ŕıtka (změna je stejná na
obou soǔradnicových osách).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (pokrač.)

2 V p̌ŕıpadě b 6= 0 matice A =

(
a −b
b a

)
neńı nad R

diagonalisovatelná.

Matice A (chápaná jako matice nad C) má vlastńı hodnoty
λ1 = a + bi a λ2 = a− bi , protože
charA(x) = x2−2ax +(a2+b2) = (x−(a+ ib)) ·(x−(a− ib)).

Označme r = |λ1| = |λ2| =
√

a2 + b2. Dále označme jako α

úhela mezi vektory

(
1
0

)
a

(
a
b

)
.

Potom

A =

(
a −b
b a

)
=

(
r 0
0 r

)
·
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
To jest: A je rotace o úhel α, následovaná změnou mě̌ŕıtka.

aÚhlu α se ř́ıká argument komplexńıho č́ısla a + bi . Plat́ı tedy rovnost
a + bi = r · (cosα + i sinα) = r · e iα.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Tvrzeńı (klasifikace regulárńıch transformaćı roviny)

At’ M : R2 → R2 je regulárńı a at’ nemá 2-násobnou vlastńı
hodnotu. Pak M je podobná bud’

1 matici

(
a 0
0 b

)
, kde a 6= b jsou z R a a · b 6= 0,

nebo

2 matici

(
r 0
0 r

)
·
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
, kde r > 0 a

α ∈ [0; 2π).

Slogan

Regulárńı transformace roviny bez 2-násobných vlastńıch hodnot
jsou pouze dvou typů:

1 Změny mě̌ŕıtka (změna mě̌ŕıtka je na každé soǔradnicové ose
jiná).

2 Rotace následované změnou mě̌ŕıtka stejnou na obou
soǔradnicových osách.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Důkaz (klasifikace regulárńıch transformaćı roviny).

1 V p̌ŕıpadě, kdy M je diagonalisovatelná nad R, má M dvě

r̊uzné reálné vlastńı hodnoty a, b. Tud́ıž M ≈
(

a 0
0 b

)
, kde

a · b 6= 0, protože M je regulárńı.

2 V p̌ŕıpadě, kdy M nad R diagonalisovatelná neńı, má
charM(x) komplexńı kǒren λ = a + bi , kde b 6= 0.
Označme jako v komplexńı vlastńı vektor p̌ŕıslušný vlastńı
hodnotě λ. Označme jako T matici se sloupci t1 = Re(v)
(vektor reálných část́ı položek vektoru v) a t2 = Im(v) (vektor
imaginárńıch část́ı položek vektoru v).

Potom plat́ı rovnost M = T ·
(

a −b
b a

)
· T−1.

Nyńı stač́ı použ́ıt p̌redchoźı p̌ŕıklad.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Výpočet mocnin diagonalisovatelné matice

Pro diagonalisovatelnou matici A typu n × n nad F plat́ı:
A = T ·D · T−1 pro nějakou regulárńı matici T.

Tud́ıž: A2 = A · A = (T ·D · T−1) · (T ·D · T−1) = T ·D2 · T−1.

Obecně: Ak = T ·Dk · T−1, pro všechna p̌rirozená č́ısla k ≥ 0.

Protože mocniny diagonálńı matice lze poč́ıtat velmi rychle, lze
rychle poč́ıtat i mocniny diagonalisovatelných matic.

Ukážeme dvě aplikace umocňováńı:

1 Řešeńı lineárńıch homogenńıch rekurentńıch rovnic.
To je důležité p̌ri analýze složitosti rekursivńıch algoritmů.

2 Základńı myšlenku funkćı matice.
To je důležité ve fyzice, grafice, kvantovém poč́ıtáńı, . . .
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (Fibonacciho posloupnost)

Hledáme posloupnost č́ısel F (n), splňuj́ıćı lineárńı rekurentńı
rovnici F (n + 2) = F (n + 1) + F (n), pro všechna p̌r. č. n ≥ 0.

Ćıl: chceme explicitńı vzorec pro F (n), n ≥ 0.

Evidentně: známe-li F (0) a F (1), známe všechna F (n).a

1 Vytvǒŕıme generuj́ıćı matici F =

(
0 1
1 1

)
pro kterou plat́ı:

F ·
(
F (0)
F (1)

)
=

(
F (1)
F (2)

)
, obecně Fn ·

(
F (0)
F (1)

)
=

(
F (n)

F (n + 1)

)
.

2 Matice F je diagonalisovatelná nad R: λ1 = 1+
√
5

2 , λ2 = 1−
√
5

2

D =

(
λ1 0
0 λ2

)
= T−1·F·T, T =

(
1 1
λ1 λ2

)
, Fn = T·Dn·T−1

aPožadavk̊um F (0) = x0 a F (1) = x1 se ř́ıká počátečńı podḿınka. Pro
klasickou Fibonacciho posloupnost jde o F (0) = 1, F (1) = 1.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG 08B-2024: Diagonalisace matic 14/17



Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (Fibonacciho posloupnost, pokrač.)

3

(
F (n)

F (n + 1)

)
= T ·

(
λn1 0
0 λn2

)
· T−1 ·

(
F (0)
F (1)

)
=(

1 1
λ1 λ2

)
·
(
λn1 0
0 λn2

)
· 1
λ2−λ1

·
(
λ2 −1
−λ1 1

)
·
(
F (0)
F (1)

)
=

1
λ2−λ1

·
(

1 1
λ1 λ2

)
·
(
λn1 0
0 λn2

)
·
(
λ2 −1
−λ1 1

)
·
(
F (0)
F (1)

)
Takže: F (n) =

λn
1·λ2−λn

2·λ1

λ2−λ1
· F (0) +

−λn
1+λn

2
λ2−λ1

· F (1)

V klasickém p̌ŕıpadě (tj když F (0) = F (1) = 1), je

F (n) =
λn1 · λ2 − λn2 · λ1

λ2 − λ1
+
−λn1 + λn2
λ2 − λ1

=

= λn1 ·
λ2 − 1

λ2 − λ1
+ λn2 ·

1− λ1
λ2 − λ1
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Poznámky (lineárńı homogenńı rekurence k-tého řádu)

Obdobným způsobem lze řešit jakoukoli homogenńı lineárńı
rekurentńı rovnici k-tého řádu: hledáme posloupnost X (n) prvk̊u F,
které splňuj́ı

X (n + k) = a1X (n + k − 1) + a2X (n + k − 2) + . . . akX (n)

pro všechna p̌rirozená č́ısla n ≥ 0, kde a1, . . . , ak jsou v F.

Jediné, co poťrebujeme, je diagonalisovatelnost generuj́ıćı matice.

1 Řešeńı rekurentńıch rovnic hraje zásadńı úlohu p̌ri analýze
složitosti rekursivńıch algoritmů.

2 Podobné postupy funguj́ı i pro lineárńı homogenńı diferenciálńı
rovnice k-tého řádu. Viz Dodatek O skript.
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Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (exponenciála matice)

V́ıme, že funkce ex má Taylor̊uv rozvoj ex =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Pro čtvercovou diagonalisovatelnou matici X = T ·D · T−1
definujeme

eX =
∞∑
i=0

Xn

n!
=
∞∑
i=0

T ·Dn · T−1

n!
= T ·

( ∞∑
i=0

Dn

n!

)
︸ ︷︷ ︸

=eD

·T−1

Konvergenci této řady muśıme chápat ve smyslu normy.a

Lze ukázat, že matice eD je diagonálńı, a že plat́ı eD = (δij · edij ).

aTo je velmi technický pojem, nebudeme o něm mluvit. V́ıce nap̌ŕıklad
v knize Roger A. Horn, Charles J. Johnson, Matrix analysis, Cambridge
University Press, 2012, nebo v p̌rednášce A0B01PAN (Pokročilá analýza), nebo
v kapitole 13.2 skript. Analogicky exponenciále lze postupovat pro obecnou
funkci f : R→ R (p̌ŕıpadně f : C→ C), která má Taylor̊uv rozvoj.
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