Ortogonalni mnoZiny a ortogonalni baze
Ortogonalni projekce

Ortogonalisace a ortogonalni projekce

Odptednesenou latku naleznete v kapitole 12.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
@ Definice skaldrniho soudinu v linearnich prostorech nad R.
(2) Uplny popis skaldrnich soucinli v prostoru R".
Dnesni prednaska
Q V této predndice (a ve viech prednaskach tykajicich se
skaldrniho soutinu) se zamé&fme na linedrni prostory nad R.
@ Ortogondlni baze a ortonormalni baze.

© Ortogonalni projekce. Ortogonalisace a ortonormalisace.

’,

P¥isti prednaska
© HlIlubsi poznatky o ortogonalnich projekcich.

© Metoda nejmensich &tverci.?

“Budeme se v&novat pouze nejjednodussi form& metody nejmensich &tverci
v R" se standardnim skaldrnim souinem. V3e je podrobn& popsdno ve vytahu
z pFisti prednasky. Viz také Dodatek C skript.
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Pfipomenuti vlastnosti ortogonality (minulé pfednasky)
Plati-li (X | y¥) = 0, ¥ikdme, Ze vektory X a y jsou ortogonalni
(také: navzdjem kolmé).
© Pozor: nulovy vektor & je kolmy na kazdy vektor X.
Obrécené: jestlize X je kolmy na kaZdy vektor, pak X = &.
@ Abychom ukazali, Ze rovnost (x| V) = 0 plati pro kazdy
vektor v ze span(M), stadi ukdzat, Ze vdechny vektory m z M
plati rovnost (X | m) = 0.

Specidlni p¥ipad vySe uvedeného je:?

At (by,. .., by) je baze linedrniho podprostoru W linedrniho
prostoru L. Jestlize plati (X | bj) = 0 pro v8echna i =1,... k,
potom plati (X | w) = 0 pro v3echny vektory w z W.

“Tento specidlni p¥ipad n&kolikrat (bez daldich komenta¥d) v dnesni
pfedndsce pouZijeme.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Tvrzeni (linearni nezavislost ortogonalni mnoZiny vektorii)

At M je jakakoli mnoZina nenulovych vektorl s vlastnosti

(X] ¥) = 0 pro jakékoli riizné vektory X, y z M.? Pak M je linedrn&
nezavisld mnoZina.

“Takové mnozin& ¥ikdme ortogondlni mnoZina.

Dukaz.

At {x1,...,X,} je jakdkoli kone&nd podmnoZina M. At
n

Za,- - X; = 0. Pro libovolné pevné iy € {1,...,n} plati:
i=1

n n
0:<>_<}0|6'>:<)?}0|Zai')_(’f>:zai'<>_<}o | Xi) = aio - (X | Xig)-
i=1 i=1
Protoze X, # 0, plati(xj, | X,) # 0. Proto aj, = 0. [ |
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Neékolik sloganii
Q Jestlize dim(L) = n, potom kaZda ortogonalni mnoZina v L
ma nejvySe n prvk.
Slogan: v prostoru dimense n miZe existovat maximalné n
navzajem na sebe kolmych nenulovych vektord.
@ Ortogonalni mnoZin& v L, kterd tvofi bazi L, ¥ikime
ortogondlni baze.

Slogan:? ortogonalni baze je pravolhly sou¥adnicovy systém.
@ Kazdou bazi (by, ..., by) Ize normalisovat: v bézi
( b]. bn
TSy e ey =
16| 16|

Slogan: normalni baze m3a jednotkové Useky na jednotlivych
soutadnicovych osach.

) maji v8echny vektory normu 1.

?Pozor: jde jen o slogan. Vime, Ze nap¥iklad lecktery skaldrni sou&in v roving
muiZe jako ortogonalni vid&t vektory, které ,ve skuteénosti” nesviraji pravy uhel.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Definice (ortonormalni baze, &ili normalni a ortogonalni baze)

Bazi (b, ..., bp) prostoru se skaldrnim sou&inem, kterd spliiuje
rovnost (b; | bj) = §;;,7 Fikdme ortonormalnf.

“Kroneckeriv symbol § spliiuje: §; = 1, d;; = 0 pro i # j.

Poznamky

© Kanonicka baze (ey,...,e,) prostoru R” je ortonormaln{
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soudinu.

@ Pro jakoukoli bazi (by,...,b,) prostoru R" existuje
jednoznaéné urceny skaldrni soudin, ve kterém je tato baze
ortonormdlni (viz minulou prednasku).

Stejnou vétu lze dokazat pro obecné prostory nad R koneéné
dimense. To dokazovat nebudeme.

© Ortonormilini baze jsou dileZité: umoZiuji ,zpfijemnit” ¥adu
vypocti. Viz déle.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Tvrzeni (vypotet soufadnic v ortonormalni bazi)

At B = (El, ce 5,7) je ortonormalni baze prostoru se skaldrnim
n (b1 | X)

soutinem. Pak? X = Z(b,- | X) - by, Cili coordg(X) = _
= (Bn | %)

“Tato rovnost je kone¢né&-dimensiondlini variantou rozvoje ve Fourierovu ¥adu.

Diikaz.
Definujeme: y = Z ,|x - bj. Musime ukézat: y

i=1
Pro libovolné pevné ioe{l,...,n} pIat|’:
(biy | ) = IO|Z bi | %) - bj) = Z(bi|>?>'<bio|bi>=<bio|>?>-
i=1
Takze (bj, | X — ) =0, pro libovolné pevné iy € {1,..., n}.
Kdyby x — y # &, byla by (n+ 1)-prvkovd mnoZina nenulovych
vektorl {X — ¥, b1, ..., by} linedrn& nezavisla.
To neni moZné: proto je y = X. |
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Dasledek (skalarni sou&in v ortonormalni bazi)

At B = (El, ..., by) je ortonomalni baze prostoru se skaldrnim
n

soutinem. Pak plati:? (% | ¥) =Y (b; | X) - (b; | ¥).
i=1

?Podle p¥edchoziho to znamena: (X | ¥) = x" -y, kde coords(X) =x a
coordz(y) = y. Slogan: skaldrni soutin v ortonormdlini bazi se potita jako
standardni skaldrni souéin sou¥adnic. Jde o kone&né-dimensiondlni variantu
Parsevalovy rovnosti z teorie Fourierovych ¥ad.

Dukaz. .,
17 = (b | %) ,|ZJ|y )+ by) =
i=1
SIS B R by | ) (b [ By =3 (ki | %) (b | V)6
i=1 j=1 i=1 j=1
n

né — g —
> (bi | %) (bi | ). u
i=1
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Poznamka pro ty, ktefi chtgji vidét souvislosti (nepovinné)

P¥edchozi dvé& tvrzeni (vypolet soufadnic v ortonormdlni bazi a
vypolet skaldrniho souginu v ortonormilni bazi) jsou pouhou
instanci toho, Ze pro ortonormalni bazi B = ([)'17 cel En) prostoru L
tvofi seznam

B* = ((b1| =), {bn | —))
bazi dualniho prostoru L*, ktera je dudlni bazi k bazi B.
Vice se Ize dozvédét v kapitole 3.5 skript.

Zde se objevuji vyhody Diracovy (také: bra-ket) notace pro skaldrni
soutin. Ve fyzice se vektor X €asto pide jako |X) (¢teme: ket X).
P¥islusny kovektor se pi¥e jako (x| (¢teme: bra X). Skalarni sou&in
(X'| ¥) je pak aplikaci kovektoru (X| na vektor |y). Tudiz (X | y) je
bra-ket? X a y.

?Samozfejmé&: bra-ket je jazykova h¥itka, spravn& by mélo byt bracket.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Dalsi disledek (uhly vektoru se soufadnicovymi osami)

At B = (b, ..., by) je ortonormaini bize prostoru se skaldrnim
soutinem. At vektor X je nenulovy. Potom pro thel ¢, ktery
vektor X svird se soufadnicovou osou bj,, plati rovnost?

(b, | %) -
A0 27 Navic plati Zcos2 ;= 1.

SR = TR
i=1

“V&imnéme si: tvrdime, Ze (bj, | X), tj. fo-td soufadnice vektoru X vzhledem
k bazi B, se potita jako soutin ||X]| - cos ¢j,. To je zobecn&ni zndmého faktu
z elementdrni geometrie roviny (viz dal3i stranu).

Diikaz. P
Protoze (B | %) = |15y | -[I¥] - cos i, plati cos i = <H'HX>
=1 no X
d g 50 wia
) | X 1 X | X
Dale: cos? ;i = L == __ =X _-1 N
2 0= T R RP
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Pf¥edchozi tvrzeni v roviné s ortonormalni bazi (e, e;)

X

(€ | X) frrevereeeone \

= y P10\

€1 (e1 | x)
cos o — orientovand délka ptilehlé odv&sny  (e; | x)
L= délka p¥epony x|l
orientovana délka ptilehlé odvésny  (e; | x)
CoSs o = =

délka p¥epony x|

T .. . _
p1+ 2 = 5 &ili cos pp = cos (5 _ 901) — singy

Tudi? cos? @1 + cos? gy = cos® @1 + sin 1 = 1.
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Ortogonalni projekce

Projekce na pfimku a rejekce p¥imkou

At § je nenulovy vektor v prostoru se skaldrnim souginem. Potom
pro kazdy vektor X plati:

©Q Vektor E?I)‘? - §' leZi na pfimce span(s).
@ Vektor X — Ejlj; §'je kolmy na p¥imku span(s).
(

L/l S
os =10 <|j<w 0

Dostdvame tedy ortogonalni rozklad? vektoru

(51x—

X
BENCIE R
(515)
ortogonalni rejekce p¥imkou span(s) <§| )_<'> .
A - -5
bi, (5']5)
—_———

ortogonalni projekce na p¥imku span(5)

?Slovnik: projekce=promitnuti, rejekce=odmitnuti.
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Ortogonalni projekce

Zobecnéni: projekce na podprostor a rejekce podprostorem

At W je podprostor linedrniho prostoru L se skaldrnim sou&inem,
at X je libovolny vektor v L.

Vektoru projy (X), ktery lezi ve W a pro ktery je X — projy (X)
kolmy na v8echny vektory z W, ¥ikdme ortogondlni projekce
vektoru X na podprostor W.

X — projy(¥) 77

Vektoru X — projyy(X) budeme ¥ikat ortogonalni rejekce vektoru x
podprostorem W a budeme jej znalit rejyy (X).

JiF¥i Velebil: B6BO1LAG 10A-2024: Ortogonalisace a ortogonalni projekce ~ 13/22



Ortogonalni projekce

~ 766

Ortogonalni rejekce je ,nejkratsi* ze vSech rejekci

Pro jakykoli vektor X, ktery neleZi ve W, a pro jakykoli vektor w,
ktery ve W leZi, vznikd pravolhly trojihelnik s odvésnami

projy (X) — w a X — projy(X), a s pfeponou X — w.

Diky Pythagorové vét& tedy pro vsechny vektory w z W plati®

IX=proju (%) < [IX—proju (X)[|*+|[projw (%) — wl|* = [[x—w|

>0
?Na této nerovnosti je zaloZena metoda nejmensich &Etvercil, viz cvigeni a
pFisti pfednagka, nebo Dodatek C skript.
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Ortogonalni projekce

Véta (ortogonalni projekce na podprostor s ortogonalni bazi)

At M = {i,..., U} je kone&nd neprdzdnd ortogondlni mnoZina
vektori. Oznatme W = span(M). Pro Iibovolny vektor X plati

k R

- {di | %)

projw(¥) = <L7_'| gy 0 |t proiw ZPIOJspan (¥)
i=1 MV

ortogondlini projekce vektoru X na podprostor W.

Duakaz.

Evidentn&: projy(x) lezi ve W.
Pro kazdé ip = 1,..., k plati (&, | X — projy/(X)) = 0, protoze:

(b | X = projw (X)) = {dj, | X) — (& | projw (X)) =

DN R A
(i | R) = (i | > 7= - ) =
i (U:‘

k

A B

(G | %) =3 oy o | ) = (s | ) = (3 | ) = 0.
i=0 U
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Ortogonalni projekce

Ortogonalisa&ni proces (Gram-Schmidt)

—

Kazdou bazi B = (by, ..., by,) prostoru se skaldrnim soutinem lze
prevést na bazi C = (i, ..., Cp) s nasledujicimi vlastnostmi:
@ C je ortogonalni, tj (¢j | ¢;) =0 pro i # j.
Q@ Pro kazdé k E_‘{l, ..., n} plati
span{bs, ..., bx} =span{ci,..., C}.
Dikaz.
Definujeme?

G :=b1, Cky1:= bry1— projspan{é‘l,...,é‘k}(bk+1)
rejekce vektoru i1 podprostorem span{ci,..., Ck}

Diky definici je spln&no span{El, cel Ek} = span{ci, ..., Ck}, pro
kazdé k € {1,...,n}.
Prvni podminka je splnéna z definice ortogondlni rejekce. |

?Slogan: Gram-Schmidt je posloupnost postupnych ortogonalnich rejekci.
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Ortogonalni projekce

Poznamka (ortonormalisa&ni proces)

Pokud je C = (ci, ..., Cy) ortogondlni baze? prostoru L, je seznam
51 En PN .. AP
(—=—,..., 7= ) ortonormalni baze prostoru L (tj je ortogonalni a

rstl [nll

norma kazdého prvku je 1):

G

(7=
cill

g 1
| = e (GG =05
Igll™— aill- gl =

KaZdou kone¢nou bazi B v prostoru se skaldrnim soucinem tedy lze
ortonormalisovat:

© Nejprve provedeme Gram-Schmidtliv ortogonalisa¢ni proces na
bazi B. Dostaneme ortogonalni bazi C.

@ Ortogonalni bazi C znormalisujeme vySe uvedenym postupem.

?Evidentné& pro kazdé i plati

G|l # 0, protoze C je baze.
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Ortogonalni projekce

Ptiklad (ortogonalisace vektorit — Gram-Schmidt)

1 0 0

1 1 01 . R
Vektory by = L b, = 1 abs= 1 jsou linedrné

1 1 1

nezvislé v R*. P¥islu§nou bazi (by, by, bs) podprostoru W dimense
3 oznaéime B.

Baze B neni ortogondlni vzhledem ke standardnimu skalarnimu
soutinu v R*. Bazi B nyni ortogonalisujeme. Vysledné vektory

v nové (ortogondlni) bazi ozna&ime cj, ¢z, c3. Budeme postupovat
Gram-Schmidtovou metodou.

© Prvni vektor: ¢t = by =

= s
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Ortogonalni projekce

Ptiklad (pokrat.)
@ Druhy vektor: spotteme

3
0 1 i
. 1 3 |1 z
by — prOJspan{cl}(bQ) 1] 1|~ i
i
1 1 7
UZite¢ny trik: protoZe skalarni ndsobek neméni ortogonalitu,
3
-3 -3
1 1
poloZzime cp = 4 - i =
i
I 1

Tim se zbavime pozdégjSich nepfijemnych vypoctl se zlomky.
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Ortogonalni projekce

P¥iklad (pokrat.)

© Teti vektor: spotteme

0 1 -3
. 0 1 1
b3 — projspanieic}(b3) = | [ 3| |~ | 1 | =
1 1 1
0
_2
l3
1
3
0 0
2 s
Opét se zbavime zlomki: c¢3 = 3 - 13 = 4
?
3 1

Vypolet je u konce: seznam (cy, €2, €3) je hledand ortogonalni
baze.
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Ortogonalni projekce

Ptiklad (normalisace ortogonalni baze)

1 -3
. s 1 1
Normalisace ortogonalni baze c; = e (= e
1 1
0
C3 = _1 podprostoru W v prostoru R* se standardnim
1
skalarnim soudinem je tvofena vektory
1 -3 0
@ _ L1t e 1 |1 e _ 1 |2
e 2 |1 leal  vi2 [ 1|7 s V6 | 1
1 1 1
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Ortogonalni projekce

Projekce na podprostor, u kterého nezname ortogonalni bazi

© V obecném ptipadé je vidy moZno nejprve obecnou bazi
ortogonalisovat (Gram-Schmidt) a poté pouZit vzorec pro
projekci na podprostor s ortogonalni bazi.

© V pfipadé R” Ize vyuZit znalosti metrického tensoru, viz dalsi
prednasku.
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