Zakladni geometrické myslenky teorie kodi
Generujici matice a kontrolni matice linearniho podprostoru

Uvedeni do linearnich kaodu

Odptednesenou ldtku naleznete v dodatku |
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Dnes$ni prednaska
© Zikladni geometrické myslenky teorie linedrnich kédd.
@ Generujici a kontrolni matice linedrniho podprostoru.

Dobré zdroje dalSich informaci

© Richard Wesley Hamming (1915-1998): Bellovy laboratote,
~1946, technika pro opravu chyb na dérnych Stitcich

@ J. Adamek, Foundations of coding, John Wiley & Sons, New
York, 1991

© D. J. C. MacKay, Information theory, inference and learning
algorithms, Cambridge Univ. Press, 2003

Q@ W. C. Huffman a V. Pless, Fundamentals of error-correcting
codes, Cambridge Univ. Press, 2003

P¥isti pfrednaska
© Zaklady ortogondlni geometrie v prostorech tvaru F” nad F,
kde F je obecné téleso.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Kédovani versus Sifrovani
© Koddovani: dvé strany (Alice a Bob) si vymé&fiuji zpravy. PF¥i
prenosu zprav miiZe dojit k poskozeni vyslané zpravy.
Pfedpokladejme, Ze Alice pise Bobovi. Chceme umoznit

Bobovi opravit poskozenou zpravu bez nutnosti zpétného
dotazu Alice.

MiiZeme pouzit metody linearni algebry: linedarni kody.

@ Sifrovani: dvé strany (Alice a Bob) si vym&huji zpravy. P¥i
prenosu zprav nemiize dojit k poskozeni vyslané zpravy, ale
miZe dojit k odposlechu t¥eti stranou (ta se jmenuje Eve?).

P¥edpokladejme, Ze Alice pise Bobovi. Chceme takovou
komunikaci, kterou Eve nedokdZe efektivné predist.

K d¢innému Sifrovani je tfeba pouZit sofistikovanych metod.
Viz nap¥. J. Velebil, Diskrétni matematika, Praha, 2007.

?Z anglického eavesdropper — ten, kdo tajn& nasloucha.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi
Generujici matice a kontrolni matice linearniho podprostoru

Rovina v R? jako linearni kéd

Rovina x + y — z = 0 je linedrni podprostor W dimense 2 v R3.
© Volbou usporadané biaze W lze generovat prvky W.

1 0
©® W ma usp. bizi (napt.) (g1,82), kdegi = (2], g = |1
3 1

@ Tudiz w € W iff existuji jednozna&né uréend aj, ax € R tak, ze
a1 - 81 + a2 - 82 = w. (ProtoZe baze uruje systém soutadnic.)

81 g2
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Rovina v R3 jako linearni kéd (pokrat.)

Rovina x + y — z = 0 je linedrni podprostor W dimense 2 v R3.

© Vektor 21 budeme povaZovat za vektor informacnich bitd.
2
Neboli: volbou aj, ay lze vygenerovat w € W takto:
1 0 R a
2 1 ~(al>— 2a1+a | =w
31 2 3a1+ 2

———

generujici matice G

Vektor w Alice odesle Bobovi.

Vektor w obsahuje redundantni informaci.? Tato redundantni
informace chrani plvodni informaéni bity pfed poskozenim.

“Podil délky informace a celkové délky kédového slova (tzv information rate
kédu) je tedy v nasem p¥ipadé %
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi
Generujici matice a kontrolni matice linearniho podprostoru

Rovina v R® jako linearni kéd (pokrat.)
Rovina x + y — z = 0 je linedrni podprostor W dimense 2 v R3.
© Volbou ortogonalniho dopliiku W |ze testovat, zda vektory

lezi ve W .2
@ W ma ortogonélni dopln&k. Tudiz w € W iff hT -w = o.
(Protoze ortogonalni dopln&k je ddn normalovym vektorem
1

h=|[ 1) rovinyx+y—z=0.)

?Co je ortogondlni dopln&k vysvétlime pfesn& v pFisti pfednasce. Zatim se
odvoldvdme na intuici v R%.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Rovina v R3 jako linearni kéd (pokrat.)

Vi
@ Neboli: syndrom s vektoru v = | v |, kde
vs
Vi
S:( 1 1 -1 ) Vo
—_——— v

kontrolni matice
uréuje miru pfislusnosti vektoru v do W.

Povsimnéme si: syndrom s vektoru v je hodnota standardniho
skaldrniho souginu (h |v) =hT .v v R3

Syndrom vektoru v je tedy nulovy pravé tehdy, kdyZ jsou
vektory v a h ortogonalni.?

2V pFiti pfednasce zobecnime pojem ortogonality vzhledem ke standardnimu
skaldrnimu sou&inu z prostori R" na prostory tvaru F”, kde F je obecné t&leso.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Rovina v R3 jako linearni kéd (pokrat.)

Rovina x + y — z = 0 je linedrni podprostor W dimense 2 v R3.

1 0
Generujici a kontrolni matice: G = (2 1), h’ = (1 1 —1).
3 1

3
Alice z informace <g> vygeneruje kédové slovo G - <§) = (8)
11

z prostoru W. Toto slovo odesle Bobovi.

3
Bob pfijme slovo <7 > Doslo k poskozeni? Bob spocte syndrom

11
3

h . [7]=-1
11

Syndrom je nenulovy, k chyb& do$lo. Na jaké posici k chybé doslo?
Jak ji opravit?

pfijatého slova:
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Nearest neighbour decoding

Pokud jsme nepf¥ijali kddové slovo, chceme najit kédové slovo,
které je (v n&akém smyslu) nejblize? p¥ijatému slovu. P¥ijaté slovo
pak nahradime timto nejblizs§im kédovym slovem.

?Zatim jde jen o slogan; v p¥isti pfednasce zavedeme Hammingovu
vzdalenost (kédovych) slov.

Problémy p¥i opravé v linearnich kédech nad R
@ Z3kladni problém p¥i nearest neighbour decoding nad R:
redlnych &isel je p¥ilis mnoho.
© Potfebujeme , konecné &iselné obory”, které se chovaji stejné&
jako R. Neboli: potfebujeme obecna konetna télesa.?

Davod: chceme pouzit linearni algebru.

?Potfebujeme dostate¢nou zasobu konetnych téles F. Existence nekonen&
mnoha koneénych téles souvisi s existenci nekoneéného poltu prvocisel — viz
pFisti prednasku.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

P¥iklad: kéd 10-1SBN
Deset cifer: pouzity jsou symboly z mnoZiny
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, X}. Chapeme je jako zbytky po déleni
Cislem 11.
P¥iklad:
0-141-01878—X

kde jednotlivé skupiny znamenaji:

© 0 jazyk knihy (angli¢tina)

@ 141 nakladatelstvi (Penguin Mathematics)

© 01878 &islo knihy, pridélené nakladatelstvim

Q X kontrolni bit
Obecné&: kédové slovo kédu 10-ISBN je x1.xpx3x4x5X6X7XgX9X10, kde
Z}gl ix; = 0 jako zbytek po déleni &islem 11.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Kéd 10-ISBN (pokrat.)

Kdy je Fet&zec x1xoXx3X4x5X6X7XgXox19 kédem ISBN?
Pravé tehdy, kdyz jeho syndrom

X1
X2
X3
X4
(1,2,3,4,5,6,7,8,9, X) %
X6
kontrolni matice H kédu 10-ISBN X7

X8
X9

X10

je nula (potitano jako zbytek po dé&lenf &islem 11).2

?Povéimn&me si: ISBN chapeme jako vektor v (Z11)*. Pigeme je tedy do
sloupce.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Kéd 10-ISBN (pokrat.)
Jak vytvofit kéd ISBN?
Info o knize? = 9 bitd. Jak spoditat kontrolni bit?

100000000 x1
010000000 X1 o
001000000 X2 X3
000100000 3 X
000010000 @ s
000001000 ST
000000100 X6 X7
000000GO0T10 X X
00000O0GO0GO 01 8 Xo
12345672809 o X10

generujici matice G kédu 10-ISBN
poditano jako zbytek po déleni &islem 11.

?Pov&imnéme si: informagni bity chapeme jako vektor v (Z11)°. Pigeme je

tedy do sloupce.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédi

Kéd 10-ISBN (pokrat.)

@ Koédy 10-ISBN = vektory v linedrnim podprostoru W
linedrniho prostoru (Z11)*.
Uspofadand baze B prostoru W = sloupce matice G.
Dimense W = 9.

@ Info o knize = vektor soufadnic a vektoru w ve W vzhledem
k usporadané bazi B. Plati vztah w = G - a.

@ Test p¥i pfijmu slova v = vypotet syndromu HT - v slova v.
Sloupce H = baze ortogondlniho doplitku k W.

Kéd 10-ISBN = linearni 11-kéd délky 10 a dimense 9.

Kéd 10-ISBN je schopen detekovat jednu chybu a prohozeni dvou
pozic,? viz P¥iklad 3.3.2 textu Diskrétni matematika.

“To jsou b&Zné pisafské chyby. 10-ISBN je stary kéd, zacina byt nahrazovén
kédem 13-ISBN.
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Generujici matice a kontrolni matice linearniho podprostoru

Linearni podprostory prostoru F” nad F (znovu a mirné jinak)
At W je linedrni podprostor prostoru F” nad F. Vime, e plati
0 < dim(W) < n. Pfedpokladejme, Ze dim(W) = k > 0.
© Zvolme uspofiddanou bazi (gi,...,8k) prostoru W. Oznalme
jako G : FK — F" matici se sloupcovym zapisem (g1, . ..,gx).

Podle véty o dimensi jaddra a obrazu plati rank(G) = k a
def(G) = 0. Navic plati im(G) = W.

Z toho okamZité plyne:
@ Pro jakoukoli volbu vektoru a z F¥ je G - a vektor ve W.
@ Vektor w z F" lezi ve W pravé tehdy, kdyZ soustava rovnic
(G | w) m3 pravé jedno YeSeni (oznalme je a).
Toto jediné ¥edeni a z F¥ je vektor soutadnic vektoru w
vzhledem k uspo¥adané bazi (g, ..., 8«)-
Matici G ¥ikdme generujici matice? linedrniho podprostoru W.

?Generujici matice podprostoru W neni jednozna¢n& uréena: volbou jiné
bdze podprostoru W ziskdme jinou generujici matici.
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Generujici matice a kontrolni matice linearniho podprostoru

Linearni podprostory prostoru F" nad F (pokrat.)
At W je linedrni podprostor prostoru F" nad F s uspofddanou bazi
(g1,.--,8k), k> 0.
@ Protoze W = span(gs,...,8k), existuje soustava rovnic tvaru
(HT | 0) tak, Ze fe$eni (H” | 0) je presn& W.?
Podle Frobeniovy véty plati rank(H™) = n— k a
def(HT) = k.
Vime, ¥e rozméry HT miZeme volit tak, aby platilo
HT . F" — F"k,
Matici H ¥ikdme kontrolni matice? linedrniho podprostoru W.

Diivod: vektor w le¥i ve W pravé tehdy, kdy? H” - w = o. Matici
HT tedy kontrolujeme p¥itomnost vektoru v podprostoru W.

?Slogan: H je normiéla podprostoru W. To je diivod, pro¢ pieme v soustavé
(HT | 0) matici soustavy jako transponovanou.

bKontrolni matice podprostoru W nenfi jednozna¢n& uréena: volbou jiné
soustavy rovnic ziskdme jinou kontrolni matici.
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Zakladni geometrické myslenky teorie kédu
Generujici matice a kontrolni matice linearniho podprostoru

Zakladni vztah matic G a H” pro linearni podprostor W
Plati

{wWeF"|G-a=woprong.avFl = im(G)
= W
= ker(HT)

= {(WeF"|H - w=0vF' ¥}

Fk =ty ank

Jinymi slovy: HT - G = Oy ,_x a rank(G) = def(HT).
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Generujici matice a kontrolni matice linearniho podprostoru

Co bude nasledovat v dalsi pfednasce?
© V prostorech tvaru F” zavedeme vztah ortogonality. To ndm
umozni mluvit pfesné o generujicich a kontrolnich maticich
linedrnich podprostorii prostoru F".

© V prostorech tvaru F” zavedeme pojem Hammingovy
vzdalenosti vektord. To ndm pozd&ji umozni zformulovat
presné metody detekce a opravy chyb v linedrnich kédech.

© UkaZeme, Ze existuje nekone¢né mnoho koneénych téles tvaru
Z,, kde p je prvotislo.
A co v nasledujicich pfednaskach?
Nahlédneme do teorie linedrnich kédi.
© Prostudujeme Hammingtiv (7, 4)-kéd.
© Ukdzeme, jak Hammingova vzdalenost souvisi s detekci a
opravou chyb.

© UkdZeme, jak vytvofit kontrolni matici z generujici matice (a
naopak).
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