
Základńı geometrické myšlenky teorie kód̊u
Generuj́ıćı matice a kontrolńı matice lineárńıho podprostoru

Uvedeńı do lineárńıch kód̊u

Odp̌rednesenou látku naleznete v dodatku I
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Základńı geometrické myšlenky teorie kód̊u
Generuj́ıćı matice a kontrolńı matice lineárńıho podprostoru

Dnešńı p̌rednáška

1 Základńı geometrické myšlenky teorie lineárńıch kódů.
2 Generuj́ıćı a kontrolńı matice lineárńıho podprostoru.

Dobré zdroje daľśıch informaćı

1 Richard Wesley Hamming (1915–1998): Bellovy laboratǒre,
∼1946, technika pro opravu chyb na děrných št́ıtćıch

2 J. Adámek, Foundations of coding , John Wiley & Sons, New
York, 1991

3 D. J. C. MacKay, Information theory, inference and learning
algorithms, Cambridge Univ. Press, 2003

4 W. C. Huffman a V. Pless, Fundamentals of error-correcting
codes, Cambridge Univ. Press, 2003

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Základy ortogonálńı geometrie v prostorech tvaru Fn nad F,
kde F je obecné těleso.
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Kódováńı versus šifrováńı
1 Kódováńı: dvě strany (Alice a Bob) si vyměňuj́ı zprávy. Při

p̌renosu zpráv může doj́ıt k poškozeńı vyslané zprávy.

Předpokládejme, že Alice ṕı̌se Bobovi. Chceme umožnit
Bobovi opravit poškozenou zprávu bez nutnosti zpětného
dotazu Alice.

Můžeme použ́ıt metody lineárńı algebry: lineárńı kódy.

2 Šifrováńı: dvě strany (Alice a Bob) si vyměňuj́ı zprávy. Při
p̌renosu zpráv nemůže doj́ıt k poškozeńı vyslané zprávy, ale
může doj́ıt k odposlechu ťret́ı stranou (ta se jmenuje Evea).

Předpokládejme, že Alice ṕı̌se Bobovi. Chceme takovou
komunikaci, kterou Eve nedokáže efektivně p̌reč́ıst.

K účinnému šifrováńı je ťreba použ́ıt sofistikovaných metod.
Viz nap̌r. J. Velebil, Diskrétńı matematika, Praha, 2007.

aZ anglického eavesdropper — ten, kdo tajně naslouchá.
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Rovina v R3 jako lineárńı kód

Rovina x + y − z = 0 je lineárńı podprostor W dimense 2 v R3.
1 Volbou uspǒrádané báze W lze generovat prvky W .

1 W má usp. bázi (nap̌r.) (g1, g2), kde g1 =

(
1
2
3

)
, g2 =

(
0
1
1

)
.

2 Tud́ıž w ∈W iff existuj́ı jednoznačně určená a1, a2 ∈ R tak, že
a1 · g1 + a2 · g2 = w. (Protože báze určuje systém soǔradnic.)

w

g1 g2

W
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Rovina v R3 jako lineárńı kód (pokrač.)

Rovina x + y − z = 0 je lineárńı podprostor W dimense 2 v R3.

3 Vektor

(
a1

a2

)
budeme považovat za vektor informačńıch bit̊u.

Neboli: volbou a1, a2 lze vygenerovat w ∈W takto: 1 0
2 1
3 1


︸ ︷︷ ︸

generuj́ıćı matice G

·
(
a1

a2

)
=

(
a1

2a1 + a2

3a1 + a2

)
= w

Vektor w Alice odešle Bobovi.

Vektor w obsahuje redundantńı informaci.a Tato redundantńı
informace chráńı původńı informačńı bity p̌red poškozeńım.

aPod́ıl délky informace a celkové délky kódového slova (tzv information rate
kódu) je tedy v našem p̌ŕıpadě 2

3
.
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Rovina v R3 jako lineárńı kód (pokrač.)
Rovina x + y − z = 0 je lineárńı podprostor W dimense 2 v R3.

2 Volbou ortogonálńıho doplňku W lze testovat, zda vektory
lež́ı ve W .a

1 W má ortogonálńı doplněk. Tud́ıž w ∈W iff hT ·w = o.
(Protože ortogonálńı doplněk je dán normálovým vektorem

h =

(
1
1
−1

)
roviny x + y − z = 0.)

w

g1 g2

h

W

aCo je ortogonálńı doplněk vysvětĺıme p̌resně v p̌ŕı̌st́ı p̌rednášce. Zat́ım se
odvoláváme na intuici v R3.
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Rovina v R3 jako lineárńı kód (pokrač.)

2 Neboli: syndrom s vektoru v =

(
v1

v2

v3

)
, kde

s =
(

1 1 −1
)︸ ︷︷ ︸

kontrolńı matice

·

 v1

v2

v3


určuje ḿıru p̌ŕıslušnosti vektoru v do W .

Povšimněme si: syndrom s vektoru v je hodnota standardńıho
skalárńıho součinu 〈h | v〉 = hT · v v R3.

Syndrom vektoru v je tedy nulový právě tehdy, když jsou
vektory v a h ortogonálńı.a

aV p̌ŕı̌st́ı p̌rednášce zobecńıme pojem ortogonality vzhledem ke standardńımu
skalárńımu součinu z prostor̊u Rn na prostory tvaru Fn, kde F je obecné těleso.
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Rovina v R3 jako lineárńı kód (pokrač.)

Rovina x + y − z = 0 je lineárńı podprostor W dimense 2 v R3.

Generuj́ıćı a kontrolńı matice: G =

(
1 0
2 1
3 1

)
, hT =

(
1 1 −1

)
.

Alice z informace

(
3
2

)
vygeneruje kódové slovo G ·

(
3
2

)
=

(
3
8

11

)
z prostoru W . Toto slovo odešle Bobovi.

Bob p̌rijme slovo

(
3
7

11

)
. Došlo k poškozeńı? Bob spočte syndrom

p̌rijatého slova:

hT ·

(
3
7

11

)
= −1

Syndrom je nenulový, k chybě došlo. Na jaké posici k chybě došlo?
Jak ji opravit?
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Nearest neighbour decoding
Pokud jsme nep̌rijali kódové slovo, chceme naj́ıt kódové slovo,
které je (v nějakém smyslu) nejbĺıžea p̌rijatému slovu. Přijaté slovo
pak nahrad́ıme t́ımto nejbližš́ım kódovým slovem.

aZat́ım jde jen o slogan; v p̌ŕı̌st́ı p̌rednášce zavedeme Hammingovu
vzdálenost (kódových) slov.

Problémy p̌ri opravě v lineárńıch kódech nad R
1 Základńı problém p̌ri nearest neighbour decoding nad R:

reálných č́ısel je p̌ŕılǐs mnoho.

2 Poťrebujeme
”
konečné č́ıselné obory“, které se chovaj́ı stejně

jako R. Neboli: poťrebujeme obecná konečná tělesa.a

Důvod: chceme použ́ıt lineárńı algebru.

aPoťrebujeme dostatečnou zásobu konečných těles F. Existence nekonečně
mnoha konečných těles souviśı s existenćı nekonečného počtu prvoč́ısel — viz
p̌ŕı̌st́ı p̌rednášku.
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Př́ıklad: kód 10-ISBN

Deset cifer: použity jsou symboly z množiny
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,X}. Chápeme je jako zbytky po děleńı
č́ıslem 11.
Př́ıklad:

0−141−01878−X

kde jednotlivé skupiny znamenaj́ı:

1 0 jazyk knihy (angličtina)

2 141 nakladatelstv́ı (Penguin Mathematics)

3 01878 č́ıslo knihy, p̌ridělené nakladatelstv́ım

4 X kontrolńı bit

Obecně: kódové slovo kódu 10-ISBN je x1x2x3x4x5x6x7x8x9x10, kde∑10
i=1 ixi = 0 jako zbytek po děleńı č́ıslem 11.
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Kód 10-ISBN (pokrač.)

Kdy je řetězec x1x2x3x4x5x6x7x8x9x10 kódem ISBN?
Právě tehdy, když jeho syndrom

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,X )︸ ︷︷ ︸
kontrolńı matice HT kódu 10-ISBN

·



x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10


je nula (poč́ıtáno jako zbytek po děleńı č́ıslem 11).a

aPovšimněme si: ISBN chápeme jako vektor v (Z11)10. Ṕı̌seme je tedy do
sloupce.
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Kód 10-ISBN (pokrač.)
Jak vytvǒrit kód ISBN?
Info o knizea = 9 bit̊u. Jak spoč́ıtat kontrolńı bit?

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9


︸ ︷︷ ︸

generuj́ıćı matice G kódu 10-ISBN

·



x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9


=



x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10


poč́ıtáno jako zbytek po děleńı č́ıslem 11.

aPovšimněme si: informačńı bity chápeme jako vektor v (Z11)9. Ṕı̌seme je
tedy do sloupce.
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Kód 10-ISBN (pokrač.)

1 Kódy 10-ISBN = vektory v lineárńım podprostoru W
lineárńıho prostoru (Z11)10.
Uspǒrádaná báze B prostoru W = sloupce matice G.
Dimense W = 9.

2 Info o knize = vektor soǔradnic a vektoru w ve W vzhledem
k uspǒrádané bázi B. Plat́ı vztah w = G · a.

3 Test p̌ri p̌ŕıjmu slova v = výpočet syndromu HT · v slova v.
Sloupce H = báze ortogonálńıho doplňku k W .

Kód 10-ISBN = lineárńı 11-kód délky 10 a dimense 9.

Kód 10-ISBN je schopen detekovat jednu chybu a prohozeńı dvou
pozic,a viz Př́ıklad 3.3.2 textu Diskrétńı matematika.

aTo jsou běžné ṕısǎrské chyby. 10-ISBN je starý kód, zač́ıná být nahrazován
kódem 13-ISBN.
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Lineárńı podprostory prostoru Fn nad F (znovu a ḿırně jinak)
At’ W je lineárńı podprostor prostoru Fn nad F. V́ıme, že plat́ı
0 ≤ dim(W ) ≤ n. Předpokládejme, že dim(W ) = k > 0.

1 Zvolme uspǒrádanou bázi (g1, . . . , gk) prostoru W . Označme
jako G : Fk → Fn matici se sloupcovým zápisem (g1, . . . , gk).

Podle věty o dimensi jádra a obrazu plat́ı rank(G) = k a
def(G) = 0. Nav́ıc plat́ı im(G) = W .

Z toho okamžitě plyne:
1 Pro jakoukoli volbu vektoru a z Fk je G · a vektor ve W .
2 Vektor w z Fn lež́ı ve W právě tehdy, když soustava rovnic

(G | w) má právě jedno řešeńı (označme je a).

Toto jediné řešeńı a z Fk je vektor soǔradnic vektoru w
vzhledem k uspǒrádané bázi (g1, . . . , gk).

Matici G ř́ıkáme generuj́ıćı maticea lineárńıho podprostoru W .

aGeneruj́ıćı matice podprostoru W neńı jednoznačně určena: volbou jiné
báze podprostoru W źıskáme jinou generuj́ıćı matici.
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Lineárńı podprostory prostoru Fn nad F (pokrač.)
At’ W je lineárńı podprostor prostoru Fn nad F s uspǒrádanou báźı
(g1, . . . , gk), k > 0.

2 Protože W = span(g1, . . . , gk), existuje soustava rovnic tvaru
(HT | o) tak, že řešeńı (HT | o) je p̌resně W .a

Podle Frobeniovy věty plat́ı rank(HT ) = n − k a
def(HT ) = k.
V́ıme, že rozměry HT můžeme volit tak, aby platilo
HT : Fn → Fn−k .

Matici HT ř́ıkáme kontrolńı maticeb lineárńıho podprostoru W .

Důvod: vektor w lež́ı ve W právě tehdy, když HT ·w = o. Matićı
HT tedy kontrolujeme p̌ŕıtomnost vektoru v podprostoru W .

aSlogan: H je normála podprostoru W . To je důvod, proč ṕı̌seme v soustavě
(HT | o) matici soustavy jako transponovanou.

bKontrolńı matice podprostoru W neńı jednoznačně určena: volbou jiné
soustavy rovnic źıskáme jinou kontrolńı matici.
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Základńı vztah matic G a HT pro lineárńı podprostor W

Plat́ı

{w ∈ Fn | G · a = w pro něj. a v Fk} = im(G)

= W

= ker(HT )

= {w ∈ Fn | HT ·w = o v Fn−k}

W
o

Fk Fn Fn−k

G

HT

Jinými slovy: HT · G = Ok,n−k a rank(G) = def(HT ).
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Co bude následovat v daľśı p̌rednášce?
1 V prostorech tvaru Fn zavedeme vztah ortogonality. To nám

umožńı mluvit p̌resně o generuj́ıćıch a kontrolńıch matićıch
lineárńıch podprostor̊u prostoru Fn.

2 V prostorech tvaru Fn zavedeme pojem Hammingovy
vzdálenosti vektor̊u. To nám později umožńı zformulovat
p̌resně metody detekce a opravy chyb v lineárńıch kódech.

3 Ukážeme, že existuje nekonečně mnoho konečných těles tvaru
Zp, kde p je prvoč́ıslo.

A co v následuj́ıćıch p̌rednáškách?
Nahlédneme do teorie lineárńıch kódů.

1 Prostudujeme Hammingův (7, 4)-kód.

2 Ukážeme, jak Hammingova vzdálenost souviśı s detekćı a
opravou chyb.

3 Ukážeme, jak vytvǒrit kontrolńı matici z generuj́ıćı matice (a
naopak).
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