
Konečná tělesa tvaru Zp , kde p je prvoč́ıslo
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Hammingova vzdálenost v Fn

Ortogonalita a Hammingova vzdálenost v Fn

Odp̌rednesenou látku naleznete v dodatku I
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Konečná tělesa tvaru Zp , kde p je prvoč́ıslo
Ortogonalita v Fn

Hammingova vzdálenost v Fn

Dnešńı p̌rednáška

1 Konečná tělesa tvaru Zp, kde p je prvoč́ıslo.

2 Základy ortogonálńı geometrie v Fn, kde F je obecné těleso.

3 Hammingova vzdálenost v Fn.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Základy kódováńı v prostorech (Zp)n nad Zp, kde p je
prvoč́ıslo.
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Připomenut́ı (viz druhou p̌rednášku) — definice tělesa

Množině F spolu se dvěma operacemi sč́ıtáńı + : F× F→ F,
násobeńı · : F× F→ F, ř́ıkáme těleso, pokud jsou splněny
následuj́ıćı podḿınky:

1 Axiomy pro sč́ıtáńı: sč́ıtáńı je komutativńı, asociativńı a má
neutrálńı prvek 0. Každý prvek má opačný prvek vzhledem ke
sč́ıtáńı.

2 Axiomy pro násobeńı: násobeńı je komutativńı, asociativńı a
má neutrálńı prvek 1.

3 Distributivńı zákony:a plat́ı a · (b + c) = a · b + a · c a
(b + c) · a = b · a + c · a.

4 Test invertibility: a 6= 0 právě tehdy, když existuje a−1.

aD́ıky komutativitě násobeńı stač́ı požadovat platnost pouze jednoho
z distributivńıch zákonů.
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Ortogonalita v Fn

Hammingova vzdálenost v Fn

Poč́ıtáńı modulo č́ıslo

Zvolme p̌rirozené č́ıslo m ≥ 2. Sč́ıtáńı a násobeńı definujeme na
zbytćıch po děleńı č́ıslem m. Množinu zbytk̊u označ́ıme Zm.
Nap̌ŕıklad: pro m = 4 je Z4 = {0, 1, 2, 3}. Tabulky sč́ıtáńı a
násobeńı v Z4 jsou:

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

· 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

Nap̌ŕıklad (jako zbytky): 2 + 3 = 5 = 1, 2 · 3 = 6 = 2 v Z4.

Pozor: 3−1 = 3 (protože 3 · 3 = 1), ale 2−1 neexistuje.

Tedy Z4 neńı těleso. Důvod: existuje a 6= 0, pro které neexistuje
a−1. Test invertibility je jediný z axiomů tělesa, který je v Z4

porušen.
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Věta
Zm je těleso právě tehdy, když m je prvoč́ıslo.a

aViz také Tvrzeńı 1.2.2 skript.

Důkaz.
1 Je-li m = a · b složené č́ıslo (a > 1 a b > 1), potom a · b = 0

v Zm, takže ani a ani b nemaj́ı inversi v Zm.
2 Je-li m prvoč́ıslo, ukážeme indukćı, že každé č́ıslo a z množiny
{1, . . . ,m − 1} má v Zm inversi.

1 Je-li a = 1, pak a−1 = 1.
2 At’ a splňuje 1 < a ≤ m − 1. Předpokládejme, že každé č́ıslo

z množiny {1, . . . , a− 1} má v Zm inversi.
Vydělme m č́ıslem a se zbytkem: m = q · a + a′, kde a′ < a je
zbytek po děleńı. Protože m je prvoč́ıslo, plat́ı a′ ≥ 1. Potom
plat́ı 0 = q · a + a′ v Zm.
Takže v Zm plat́ı a′ = (−q) · a. Protože a′ má podle indukčńıho
p̌redpokladu inversi, plat́ı v Zm rovnost 1 = (a′−1 · (−q))︸ ︷︷ ︸

=a−1

·a.
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Př́ıklady těles tvaru Zp, p prvoč́ıslo

1 Těleso Z2:

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

2 Těleso Z3:

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1
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Př́ıklady těles tvaru Zp, p prvoč́ıslo (pokrač.)

3 Násobeńı v tělese Z11 (vzpomeňte si na 10-ISBN):

· 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 0 2 4 6 8 10 1 3 5 7 9

3 0 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8

4 0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7

5 0 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6

6 0 6 1 7 2 8 3 9 4 10 5

7 0 7 3 10 6 2 9 5 1 8 4

8 0 8 5 2 10 7 4 1 9 6 3

9 0 9 7 5 3 1 10 8 6 4 2

10 0 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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Poznámky k existenci prvoč́ısel

1 Množina P všech prvoč́ısel je nekonečná množina. Hledáńı
velkých prvoč́ısel je ale velmi obt́ıžné.

2 The Great Internet Mersenne Prime Search.
Ke dni 9. 2. 2024 je nejvěťśım známým prvoč́ıslem č́ıslo

282 589 933 − 1 (GIMPS, 7. 12. 2018)

Má 24 862 048 cifer.a Viz nap̌ŕıklad stránky:
1 http://primes.utm.edu/primes/
2 http://www.mersenne.org/

3 O některých testech prvoč́ıselnosti se lze doč́ıst nap̌ŕıklad
v textu J. Velebil, Diskrétńı matematika, Praha, 2007.

aJak vypadá binárńı zápis tohoto prvoč́ısla? Uvědomme si, že každé č́ıslo
tvaru 2k − 1 má ve svém binárńım zápise k jedniček.
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Úplný popis konečných těles

Tělesa tvaru Zp, kde p je prvoč́ıslo, netvǒŕı úplný seznam
konečných těles.
Vytvǒreńı úplného seznamu konečných těles vyžaduje rozumět
výpočt̊um v okruhu Zp[x ] (okruh polynomů nad Zp) modulo
polynom.

V́ıce nap̌ŕıklad v textu

J. Velebil, Diskrétńı matematika, Praha, 2007.

Obecná konečná tělesa umožňuj́ı studium daľśıch aplikaćı:

1 Cyklické kódy.

2 Šifrováńı na eliptických ǩrivkách.

3 A řadu daľśıch.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG 11B–2024: Ortogonalita a Hammingova vzdálenost v Fn9/20
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Připomenut́ı skalárńıho součinu v Rn nad R

Skalárńı součin 〈− | −〉 v Rn je funkce tvaru

〈− | −〉 : Rn × Rn → R

která splňuje ťri podḿınky:

1 Pro vš. x, y z Rn plat́ı rovnost 〈x | y〉 = 〈y | x〉.
2 Pro vš. x z Rn plat́ı, že 〈x | −〉 : Rn → R je lineárńı zobrazeńı.

3 Pro vš. x z Rn plat́ı 〈x | x〉 ≥ 0. Rovnost 〈x | x〉 = 0 plat́ı
právě tehdy, když x = o.

Poznámka

Třet́ı podḿınku šlo zformulovat, protože R je uspǒrádané těleso, tj.
protože uḿıme rozpoznat nezáporná reálná č́ısla. Obecné těleso ale

”
rozumně“ uspǒrádat j́ıt nemuśı.a

aNap̌r. těleso C uspǒrádat nelze, viz Př́ıklad 1.3.8 skript. Viz také následuj́ıćı
p̌ŕıklad.
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Př́ıklad (žádné konečné těleso F neńı uspǒrádané těleso)

At’ F je konečné těleso. V množině F nelze zadat podmnožinu F+

(množinu kladných prvk̊u tělesa F), která splňuje následuj́ıćı dvě
podḿınky:

1 Plat́ı p̌resně jedna z podḿınek a = 0, a ∈ F+, −a ∈ F+.

2 Jestliže a ∈ F+ a b ∈ F+, pak a + b ∈ F+ a ab ∈ F+.

Postupujeme sporem: at’ taková množina F+ existuje.a

Protože F je konečná množina, existuje nejmenš́ı kladné p̌rirozené
č́ıslo n tak, že 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n-krát

= 0.

Z axiomů pro F+ plyne, že plat́ı a2 ∈ F+ pro vš. a 6= 0.
Protože 1 = 12, muśı platit 1 ∈ F+ a 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n-krát

∈ F+. To je spor.

aMnožina F+ s těmito vlastnostmi umožňuje definovat uspǒrádáńı: a < b iff
b − a ∈ F+.
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Tvrzeńı (vlastnosti zobrazeńı γ : (x, y) 7→ xT · y pro x, y z Fn)

At’ F je jakékoli těleso. Zobrazeńı γ : (x, y) 7→ xT · y z množiny
Fn × Fn do množiny F se chová velmi podobně jako standardńı
skalárńı součin v Rn. To jest, plat́ı následuj́ıćı:

1 Pro vš. x, y z Fn plat́ı γ(x, y) = γ(y, x).

2 Pro vš. x z Fn je zobrazeńı γ(x,−) : Fn → F lineárńı.

Podḿınka

3 Rovnost γ(x, x) = 0 plat́ı právě tehdy, když x = o.

ale obecně neplat́ı (protip̌ŕıklad lze nalézt nap̌ŕıklad v (Z2)2).

Důkaz.

1 Protože γ(x, y) = xT · y a γ(y, x) = yT · x = (xT · y)T , plat́ıa

γ(x, y) = γ(y, x).

aKaždá matice rozměr̊u 1× 1 je totiž symetrická.
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Ortogonalita v Fn

Hammingova vzdálenost v Fn

Důkaz (pokrač.).

2 Pro vš. x z Fn je zobrazeńı γ(x,−) : Fn → F lineárńı, protože
γ(x, a1 · y1 + a2 · y2) = xT · (a1 · y1 + a2 · y2) =
a1 · xT · y1 + a2 · xT · y2 = a1 · γ(x, y1) + a2 · γ(x, y2).

3 Pro x =

(
1
1

)
v (Z2)2 plat́ı γ(x, x) = xT · x = 0.

K čemu jsme použili positivńı definitnost skalárńıch součin̊u?

Použili jsme ji pouze k důkazu C-S-B nerovnosti (t́ım pádem pro
definici úhlu mezi vektory a pro definici normy a metriky vytvǒrené
skalárńım součinem).

Positivńı definitnost jsme nepoťrebovali pro definici ortogonality.

Připomenut́ı: vektory x, y v Rn jsou ortogonálńı (vzhledem ke
skalárńımu součinu 〈− | −〉), pokud plat́ı 〈x | y〉 = 0.
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Definice (ortogonalita v Fn)

Řekneme, že vektory x, y z Fn jsou ortogonálńıa (také: navzájem
na sebe kolmé), pokud plat́ı xT · y = 0.

aPřesněji: v Fn jde o ortogonalitu vzhledem k γ(x, y) = xT · y.
Slogan: ortogonalita v Fn zobecňuje ortogonalitu vzhledem ke standardńımu
skalárńımu součinu v Rn.

Definice (ortogonálńı doplněk lineárńıho podprostoru Fn)

Pro lineárńı podprostor W prostoru Fn definujeme jeho ortogonálńı
doplněk jako množinu

W⊥ = {x ∈ Fn | wT · x = 0 pro všechna w z W }

Poznámka

Protože wT · x = 0 iff xT ·w = 0, plat́ı

W⊥ = {x ∈ Fn | xT ·w = 0 pro všechna w z W }
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Věta (vlastnosti ortogonálńıho doplňku)

At’ W je lineárńı podprostor prostoru Fn. Potom plat́ı:

1 W⊥ je opět lineárńı podprostor prostoru Fn.

2 Je-li dim(W ) = k , pak dim(W⊥) = n − k .

3 Plat́ı (W⊥)⊥ = W .

Důkaz.

1 1 Pro všechna w z W plat́ı wT · o = 0. Tud́ıž o je ve W⊥.
2 Jestliže x1 a x2 jsou ve W⊥, pak

wT · (a1 · x1 + a2 · x2) = a1 ·wT · x1︸ ︷︷ ︸
=0

+a2 ·wT · x2︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

pro všechna w ve W . Ukázali jsme, že W⊥ je uzav̌ren v Fn na
tvorbu lineárńıch kombinaćı.

Takže W⊥ je lineárńı podprostora prostoru Fn.

aElegantńı důkaz téhož: W⊥ =
⋂

w∈W

ker(γ(w,−)), kde γ(w, x) = wT · x.
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Důkaz (pokrač.).

2 Označme jako (a1, . . . , ak) uspǒrádanou bázi W . Pro matici
A = (a1, . . . , ak) plat́ı: x je ve W⊥ iff AT · x = o iff x je
v ker(AT ). Neboli: W⊥ = ker(AT ).

Protože rank(AT ) = rank(A) = k a protože AT : Fn → Fk ,
je def(AT ) = n − k podle věty o dimensi jádra a obrazu.

To znamená, že dim(W⊥) = n − k .

3 Zjevně plat́ı W ⊆ (W⊥)⊥, protože každý vektor w z W je
ortogonálńı ke každému vektoru z W⊥.

Je-li dim(W ) = k , je dim((W⊥)⊥) = n − (n − k) = k .

Proto W = (W⊥)⊥.
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Př́ıklad (rovnost W = W⊥ může platit)

Pro podmnožinu W = {
(

0
0

)
,

(
1
1

)
} lineárńıho prostoru (Z2)2

plat́ı:a

1 W je lineárńı podprostor prostoru (Z2)2.

2 W = span(

(
1
1

)
), dim(W ) = 1.

3 W⊥ = {
(
x1
x2

)
|
(

0
0

)T

·
(
x1
x2

)
= 0 a současně

(
1
1

)T

·
(
x1
x2

)
= 0}

= W

aPro zájemce (nepovinné):
”
absurdńı“ rovnost W = W⊥ je způsobena

degenerovanost́ı podprostoru W prostoru (Z2)2. Všechny vektory podprostoru
W jsou totiž na sebe navzájem kolmé.
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Dualita generuj́ıćıch a kontrolńıch matic podprostoru

W
o

Fk Fn Fn−k
G

HT

im(G) = W = ker(HT )

o
W⊥

Fk Fn Fn−k

GT

H

im(H) = W⊥ = ker(GT )
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Definice (Hammingova vzdálenost v Fn)

Pro vektory x, y z Fn definujeme

dH(x, y) = počet r̊uzných položek vektor̊u x a y

Přirozenému č́ıslu dH(x, y) ř́ıkáme Hammingova vzdálenost vektor̊u
x a y.

Poznámka
Pro všechny vektory x, y z Fn plat́ı dH(x, y) ≤ n.

Tvrzeńı (Hammingova vzdálenost je metrika na Fn)

Pro všechny vektory x, y, z z Fn plat́ı:

1 dH(x, y) ≥ 0, rovnost nastává právě tehdy, když x = y.

2 dH(x, y) = dH(y, x).

3 dH(x, y) ≤ dH(x, z) + dH(z, y).

Důkaz.
Důkaz plyne okamžitě z definice dH .
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Př́ıklad (Hammingova vzdálenost v (Z2)3)

Osm vektor̊u

(
0
0
0

)
,

(
1
0
0

)
,

(
0
1
0

)
,

(
0
0
1

)
,

(
1
1
0

)
,

(
1
0
1

)
,

(
0
1
1

)
,

(
1
1
1

)
prostoru (Z2)3 si lze p̌redstavit jako vrcholy krychle (červené hrany
jsou soǔradnicové osy):

Hammingova vzdálenost dvou vektor̊u je pak délka nejkraťśı cesty
po hranách krychle z jednoho vrcholu do druhého.

Podobnou p̌redstavu lze ḿıt o Hammingově vzdálenosti vektor̊u
v prostoru (Z2)n: vektory v (Z2)n jsou vrcholy n-dimensionálńı
krychle.
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