Konetna télesa tvaru Z,, kde p je prvotislo
Ortogonalita v F”
Hammingova vzdalenost v F"

Ortogonalita a Hammingova vzdalenost v F”

Odprednesenou latku naleznete v dodatku |
skript Abstraktni’ a konkrétni linearni algebra.
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Dnesni prednaska
© Konecna télesa tvaru Z,, kde p je prvocislo.
@ Zaklady ortogondini geometrie v F", kde F je obecné téleso.

© Hammingova vzdalenost v F".

s -~

P¥isti prednaska

@ Zaklady kédovani v prostorech (Z,)" nad Z,, kde p je
prvocislo.
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Konetna télesa tvaru Z, kde p je prvotislo

Ptipomenuti (viz druhou pfednasku) — definice télesa
MnoZiné F spolu se dvéma operacemi s¢itani + : F x F — F,
nasobeni - : F x F — F, ¥ikame téleso, pokud jsou spln&ny
ndsledujici podminky:

@ Axiomy pro séitani: s¢itani je komutativni, asociativni a ma
neutralni prvek 0. KaZdy prvek ma opaény prvek vzhledem ke
séitani.

@ Axiomy pro nasobeni: nasobeni je komutativni, asociativni a
m4d neutrdlni prvek 1.

@ Distributivni zdkony:? plati a- (b+c)=a-b+a-ca
(b+c)-a=b-a+c-a.

Q Test invertibility: a # 0 pravé tehdy, kdy? existuje a=*.

?Diky komutativité ndsobeni sta&i poZzadovat platnost pouze jednoho
z distributivnich zdkond.
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Konetna télesa tvaru Z, kde p je prvotislo

Pocitani modulo ¢&islo

Zvolme p¥irozené &islo m > 2. S&itani a nasobeni definujeme na
zbytcich po délenfi &islem m. MnoZzinu zbytk( ozna¢ime Z,,.
Napftiklad: pro m =4 je Z, = {0,1,2,3}. Tabulky s¢itini a
ndsobeni v Z4 jsou:

+]o0l1[2]3 [of1]2]3
ojfoj1]2/3 of0(0|0]0
112|130 144011213
21213011 210(2(0]2
313|012 3101321
Napftiklad (jako zbytky): 2+3=5=1,2-3=6=2v Z4.

Pozor: 371 = 3 (protoze 3 -3 = 1), ale 27! neexistuje.

Tedy Z4 neni téleso. Diivod: existuje a # 0, pro které neexistuje
a—l. Test invertibility je jediny z axiomi t&lesa, ktery je v Z4

porusen.
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Konetna télesa tvaru Z, kde p je prvotislo

Véta
Z, je téleso pravé tehdy, kdyz m je prvodislo.?

?Viz také Tvrzeni 1.2.2 skript.

Dukaz.
Q Jellim=a-bslozené &islo (a>1ab>1) potoma-b=0
v Z,, takZe ani a ani b nemaji inversi v Z,,.
© Je-li m prvodislo, ukdZzeme indukci, Ze kazdé &islo a z mnoziny
{1,...,m—1} ma v Z,, inversi.
Q@ Jellia=1, pak a~t =1.
@ At aspliuje 1 < a < m — 1. Predpokladejme, Ze kazdé &islo
z mnoziny {1,...,a— 1} md v Z,, inversi.
Vydélme m &islem a se zbytkem: m=q-a+ a’, kde @ < a je
zbytek po d&leni. ProtoZe m je prvoéislo, plati a’ > 1. Potom
plati0=qg-a+a vZ,.
Takze v Z,, plati @ = (—q) - a. ProtoZe a’ ma podle induk&niho
predpokladu inversi, plati v Z,, rovnost 1 = (a1 - (—q)) -a.
1 |

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG  11B-2024: Ortogonalita a Hammingova vzdalenost v F"5/20

=a


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Konetna télesa tvaru Z, kde p je prvotislo

Pfriklady téles tvaru Z,, p prvocislo

+]o]1 o1
Q Téleso Zy: 0jl0]1 00| O0
11]0o 1001
+Jof1]2 [of1]2
§  "o0fo]1]2 o0Jolo]o
Q Teleso Zs: — 510" 1lol12
>l 2Tol1 2lo0ol2[1
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Konetna télesa tvaru Z, kde p je prvotislo

Ptiklady téles tvaru Z,, p prvotislo (pokrat.)

© Nasobeni v télese Z1; (vzpomefite si na 10-ISBN):

Jo|1]2|3]4|5]6]7]|8]9]10
offoJoJoJoJoJo[lo[o[o]oT]oO
1fol1[2]3[a4a]5]6|7[8]09]10
2ol 246810135709
3[o[3]|6[9]1][4|7]10]2]5]S38
4olal8]1]s5]9]l2]6]10]/3]7
5[o[s5 10493827176
6[[o]6 |17 ][2]8[3[9]4]10]5
7ol 7131062905 [1]8]4
gllo]s|ls5[2]1w0[7|4[1]9]6]3
offolol 7[5 ][3|1]10]/8]6]4]2
10ffol10]lo[s 7|65 [4][3|2]1
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Konetna télesa tvaru Z, kde p je prvotislo

Poznamky k existenci prvocisel

© MnoZina P vSech prvodisel je nekone¢nd mnozina. Hledani
velkych prvolisel je ale velmi obtizné.

© The Great Internet Mersenne Prime Search.
Ke dni 9. 2. 2024 je nejvétsim znamym prvocislem &islo

282589933 _ 1 (GIMPS, 7. 12. 2018)

Ma 24 862 048 cifer.? Viz napfiklad stranky:
@ http://primes.utm.edu/primes/
@ http://www.mersenne.org/

© O nékterych testech prvodiselnosti se lze do&ist nap¥iklad
v textu J. Velebil, Diskrétni matematika, Praha, 2007.

?Jak vypadd binarni zapis tohoto prvotisla? Uv&domme si, Ze kazdé &islo
tvaru 25 — 1 m4 ve svém bindrnim zépise k jednitek.
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Konetna télesa tvaru Z, kde p je prvotislo

Uplny popis kone&nych téles
T&lesa tvaru Z, kde p je prvocislo, netvofi dplny seznam
kone&nych téles.
Vytvoreni tplného seznamu konecnych téles vyZaduje rozumét
vypo&tiim v okruhu Z,[x] (okruh polynomi nad Z,) modulo
polynom.
Vice napfiklad v textu
J. Velebil, Diskrétni matematika, Praha, 2007.

Obecna konetnd télesa umoziiuji studium dalich aplikaci:

©Q Cyklické kody.

@ Sifrovani na eliptickych k¥ivkach.

© A ¥adu dalsich.
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Ortogonalita v F”

P¥ipomenuti skalarniho sou¢inu v R"” nad R
Skaldrni soutin (— | —) v R" je funkce tvaru
(—]—-):R"xR" =R

kterd spliiuje t¥i podminky:
© Pro v&. x, y z R” plati rovnost (x | y) = (y | x).
@ Pro v&. x z R” plati, Ze (x | =) : R” — R je linedrni zobrazeni.
© Pro v&. x z R” plati (x | x) > 0. Rovnost (x | x) = 0 plati

pravé tehdy, kdyZ x = o.
Poznamka

T¥eti podminku $lo zformulovat, protoZe R je uspofadané téleso, tj.
protoZe umime rozpoznat nezdporna realna &isla. Obecné téleso ale
~rozumné" uspo¥adat jit nemusi.?

“Nap¥. t&leso C usporadat nelze, viz P¥iklad 1.3.8 skript. Viz také nasledujici
ptiklad.
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Ortogonalita v F”

P¥iklad (zadné konetné téleso F neni uspofadané téleso)
At F je konetné t&leso. V mnoZin& F nelze zadat podmnoZinu F
(mnoZinu kladnych prvki t&lesa F), kterd spliiuje nasledujici dvé
podminky:

Q Plati pfesné jedna z podminek a=0, ace F,, —a € F,.

Q JestlizeacFLabeF, paka+beF aabeF,.

Postupujeme sporem: at takovd mnoZina F existuje.?
ProtoZe F je kone¢nd mnoZina, existuje nejmensi kladné p¥irozené
¢islontak, Ze14+---+1=0.
——
n-krat
Z axiomi pro F, plyne, %e plati a®> € F pro v&. a # 0.
Proto¥e 1 =12, musi platit 1€ FL al+---+1 € F,. To je spor.
——

n-krat

MnoZina F; s t&mito vlastnostmi umoZiiuje definovat uspofadani: a < b iff
b—ace F+.
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Ortogonalita v F”

Tvrzeni (vlastnosti zobrazeni v : (x,y) — x' -y pro x, y z F")

At F je jakékoli t&leso. Zobrazeni 7 : (x,y) +— x” -y z mnoZiny
F" x F" do mnoZiny F se chova velmi podobné jako standardni
skalarni soucin v R". To jest, plati nasledujici:

O Pro 8. x, y z F” plati v(x,y) = v(y, x).

@ Pro v&. x z F" je zobrazeni y(x,—) : F" — F linedrni.
Podminka

© Rovnost y(x,x) = 0 plati pravé tehdy, kdyZ x = o.

ale obecn& neplati (protip¥iklad Ize nalézt naptiklad v (Z»)?).

Diikaz.

@ Protoze y(x,y) =x" -ya~y(y,x) =y’ -x=(x"-y)7, plati
(%, y) =y, ).

?Kazda matice rozmé&rii 1 x 1 je totiZ symetricka.
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Ortogonalita v F”

Duikaz (pokrat.).
@ Pro v8. x z F” je zobrazeni y(x, —) : F” — F linedrni, protoze
Y(x,a1-y1+ax-y2) =x" -(ar-y1+a2-y2) =
ar-xy1+ax-xT ya = a1 y(x,y1) + a2 (%, y2).

@ Prox= (1) v (Z2)? plati y(x,x) = xT -x = 0.
|
K €emu jsme pouzili positivni definitnost skalarnich soucinii?

PouZili jsme ji pouze k dilkazu C-S-B nerovnosti (tim padem pro
definici Ghlu mezi vektory a pro definici normy a metriky vytvorené
skaldrnim sou&inem).

Positivni definitnost jsme nepotfebovali pro definici ortogonality.

P¥ipomenuti: vektory x, y v R" jsou ortogonalni (vzhledem ke
skaldrnimu sou&inu (— | —)), pokud plati (x | y) = 0.
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Ortogonalita v F”

Definice (ortogonalita v F")

Rekneme, %e vektory x, y z F" jsou ortogonalni® (také: navzdjem
na sebe kolmé), pokud plati x” -y = 0.

Pfesn&ji: v F" jde o ortogonalitu vzhledem k ~(x,y) = x" -y.

Slogan: ortogonalita v F" zobecfiuje ortogonalitu vzhledem ke standardnimu
skaldrnimu sou&inu v R".

Definice (ortogonalni doplnék linearniho podprostoru F")

Pro linedrni podprostor W prostoru F" definujeme jeho ortogondlni
doplnék jako mnoZinu

Wt ={xeF"|w’ x=0 pro véechna w z W}
Poznamka
Protoze w' -x =0 iff x” -w =0, plati

W+ ={xecF"|x"-w =0 pro viechna w z W}
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Ortogonalita v F”

Véta (vlastnosti ortogonalniho doplitku)

At W je linedrni podprostor prostoru F”. Potom plati:
@ W je opét linedrni podprostor prostoru F”.
Q Jeli dim(W) = k, pak dim(W+) = n — k.
© Plati (W)t = w.

Diikaz.

Q@ © Proviechnawz W plati w’” -0 = 0. Tudi? o je ve W',

@ Jestlize x; a x jsou ve W, pak
WT'(al'X1+32'X2) =a;-w' x;+a-w

——
=0 =0
pro véechna w ve W. Ukazali jsme, 2e¢ W je uzavfen v F" na
tvorbu linedrnich kombinaci.
Takze W je linedrni podprostor? prostoru F”.

?Elegantni diikaz tého¥: W+ = ﬂ ker(y(w , kde v(w,x) =w’ - x.

wew
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Ortogonalita v F”

Dikaz (pokrac.).

@ Oznalme jako (ai,...,ax) usporddanou bazi W. Pro matici
A = (a,...,a,) plati: x je ve WL iff AT . x = 0 iff x je
v ker(AT). Neboli: W+ = ker(AT).
Protoze rank(AT) = rank(A) = k a protoze AT : F" — Fk,
je def(AT) = n — k podle véty o dimensi jadra a obrazu.
To znamend, %e dim(W=) = n — k.

© Zjevné plati W C (W)t protoze kazdy vektor w z W je
ortogonalni ke kazdému vektoru z W+,
Je-li dim(W) = k, je dim((W*)Y) =n—(n— k) = k.
Proto W = (W1)*,

|
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Ortogonalita v F”

P¥iklad (rovnost W = W' mize platit)

Pro podmnoZinu W = {<g> ) <1>} linedrniho prostoru (Z»)?
plati:?

@ W je linedrni podprostor prostoru (Z)2.

o w= span(G)), dim(W) = 1.

X1 0 T xi\ . . (1 4 X1\
{<X2> ’ <O> . (X2> = 0 a soutasn& (1> : ()Q) =0}
= W
?Pro zajemce (nepovinné): ,absurdni* rovnost W = W+ je zpiisobena

degenerovanosti podprostoru W prostoru (Z2)?. Véechny vektory podprostoru
W jsou totiZ na sebe navzdjem kolmé.

o wt
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Konetna télesa tvaru Z,, kde p je prvocislo
Ortogonalita v F”
Hammingova vzdalenost v F"

Dualita generujicich a kontrolnich matic podprostoru

Fk En Fn—k

im(H) = W* = ker(G")
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Hammingova vzdélenost v F”

Definice (Hammingova vzdalenost v F")
Pro vektory x, y z F" definujeme

dy(x,y) = potet riznych polozek vektorid x a y
P¥irozenému &islu dy(x,y) ¥ikdme Hammingova vzdalenost vektor
Xay.

Poznamka
Pro vechny vektory x, y z F” plati dy(x,y) < n.
Tvrzeni (Hammingova vzdalenost je metrika na F")
Pro vSechny vektory x, y, z z F" plati:
© dy(x,y) > 0, rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x =y.
o dH(X,y) = dH(Yax)'
(s dH(X7 y) < dH(x7 Z) + dH(Z7 y)
Dikaz.

Dikaz plyne okamzité z definice dy. |
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Hammingova vzdélenost v F”

P¥iklad (Hammingova vzdélenost v (Z5)3)

0 1 0 0 1 1 0 1
Osm vektord {0, 0], (1], (0], [1], L1 1

0 0 0 1 0 1 1
prostoru (Z»)3 si Ize predstavit jako vrcholy krychle (ervené hrany

jsou soutadnicové osy):

Hammingova vzdalenost dvou vektorl je pak délka nejkratsi cesty
po hranach krychle z jednoho vrcholu do druhého.

Podobnou pfedstavu Ize mit o Hammingové vzdélenosti vektor(
v prostoru (Z2)": vektory v (Z2)" jsou vrcholy n-dimensionalni
krychle.
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