Hammingiv (7, 4)-kéd
Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Linearni kody

Odptednesenou latku naleznete v dodatku |
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Dnesni prednaska
@ Analyza Hammingova (7, 4)-kédu.
@ Linedrni kédy nad Z,,.
© Oprava a detekce chyb.

@ Syndrome decoding a nearest neighbour decoding.

Dalsi mozné dopliiujici informace
© J. Adamek, Foundations of coding, John Wiley & Sons, 1991

@ D. J. C. MacKay, Information theory, inference and learning
algorithms, Cambridge Univ. Press, 2003

© W. C. Huffman a V. Pless, Fundamentals of error-correcting
codes, Cambridge Univ. Press, 2003
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P¥ipomenuti (minulé prednasky):
Teorie linedrnich prostorti nad obecnym télesem F byla
vybudovana.

Prikladem téles jsou Z,, kde p je prvodislo.

To znamena:

© Umime uréit bazi a dimensi podprostorli W linedrniho
prostoru (Z,)".

@ Umime pracovat s maticemi nad Z, a Yesit soustavy linedrnich
rovnic nad Z,.

Navic:

© V prostoru (Z,)" rozumime relaci ortogonality a Hammingové&
vzdalenosti.

Q V prostoru (Z,)" rozumime generujicim a kontrolnim maticim
linedrnich podprostort.
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Hammingiiv (7, 4)-kéd

P¥iklad (Hamminguv (7, 4)-kéd)

V (Z5)" zvolme linedrni podprostor W dimense 4 s bazi danou

vektory

g1

I
H = OOOOHR

82 =

0

HOF OOHR

, 83 = , 84 =

O, M= OKO

Generujici matice G podprostoru W je

G =(g1,82,83,84) =
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Hammingiiv (7, 4)-kéd

P¥iklad (Hamminguv (7,4)-kéd, pokrat.)
© rank(G) = 4, tudiz mame k disposici 4 info bity.
@ Dimense ortogondlniho doplitku 7 — 4 = 3. Informace bude
chrdnéna tfemi bity (redundance).
1

© Posilani zprav: informace vytva¥i kddové slovo

1
0
1

= O
Il
— OO+ OKF KH

Pozorovani: G je v blokovém tvaru (2) 2

“Takovym kdédiim se ¥ikd systematické: jsou v nich jasn& oddé&leny informaéni
a ochranné bity.
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Hammingiiv (7, 4)-kéd

P¥iklad (Hamminguv (7,4)-kéd, pokrat.)
Kontrolni (Hammingova) matice

h/ 0001111
H'=(hJ|]=|01100 11
h] 1010101

Jde o idedIni kéd, pokud doslo nejvyse k jedné chybé:?

@ Odeslano w, pfijmeme v a predpokladdme, Ze doslo k nejvyZe
jedné chyb&. Tj. v=w + e (e je error pattern). Vime, Ze e
obsahuje nejvyse jednu jedni¢ku.

@ Spotteme syndrom s slovavis=H’v=H"e.

@ Jestlize s = o, p¥i prenosu nedoslo k chybg, tj. e = o, neboli
V=W.

@ Jestlize s je i-ty sloupec HT, je e = e;. Dolo k chyb& na i-tém
misté. Opravime ji: w =v — e;.

© Isolujeme info bity.

?Jde dokonce o ptiklad tzv perfektniho kédu pro opravu jedné chyby, viz

pristi prednasku.
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Hammingiiv (7, 4)-kéd

Ptiklad (Hamminguav (7,4)-kéd, pokrat.)
Co se stane, pokud error pattern e obsahuje dvé jedni¢ky? Tj., co
nastane, pokud pf¥i pfenosu doslo k pravé dvéma chybam?

Spotteme syndrom s slovavis =H'v=H"e.

Pokud jsou jedni¢ky v e na mistech i a j, je HT e soucet i-tého a
j-tého sloupce matice H'.
P¥ipomeiime, Ze
0001111
H'=|01100 11
1010101
Dvé chyby na prvni a druhé posici soucasné tedy nerozlis§ime od

jedné chyby na pouze t¥eti posici.
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Hammingiiv (7, 4)-kéd

Problém navrhu linearniho kédu
Jak vyvazit nasledujici pozadavky? Chceme co nejvétsi opravné
schopnosti kédu a co nejmensi poet kontrolnich bit(.

Tyto poZadavky jsou intuitivné protichlidné.

V pIné obecnosti se nyni budeme vénovat dvéma tématiim
© Zpisoby dekddovani linedrnich kéda.
@ Opravné a ochranné schopnosti linedrnich kédi.

Obg& témata maji jasnou geometrickou interpretaci.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Definice (linearni kéd)
At p je prvotislo. Linedrni p-kéd délky n a dimense k je linedrni
podprostor W prostoru (Z,)", dim(W) =k, 0 < k < n.

Terminologie:

Prvkiim (Z,)" ¥ikame také slova, prvkim W kédova slova.?

Generujici matice G : (Z,)K — (Z,)" kédu W je (jakdkoli)
generujici matice podprostoru W.

Vektoru w = G - a ¥ikdme kdédové slovo uréené vektorem
informace a ze (Z,)k.

Kontrolni matice HT : (Z,)" — (Z,)"* je (jakakoli)
kontrolni matice podprostoru W.

© ©6 0 o090

Soutinu's = HT - v ¥ikdme syndrom slova v.

?Slova a kédovi slova jsou vektory v (Z,)", piSeme je tedy do sloupce.
Poznamky ke znadeni v jiné literatufe uvedeme na p¥isti predndsce.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Geometrie error patternu a jeho syndromu
At W je linedrni p-kéd délky n a dimense k s generujici matici
G = (g1,...,gk) a kontrolni matici H'. Zvolme jakékoli slovo e ze
(Z,)" (tzv. error pattern) a oznaéme H' - e = s syndrom slova e.
Z linearni algebry okamZité plyne:?

e + W je k-dimensiondlIni plocha v (Z,)".

Tato plocha prochdzi bodem e a ma smér (gi,...,8k)-
Plati toti, 7e e + W je presné mnoZina Yedeni soustavy (HT |s).

Jiny pohled na totéz: e + W je presné mnoZzina v8ech slov v ze
(Z,)" se syndromem s =H' -e.

“P¥ipomeifite si predndsku 6B.
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Hammingiv (7, 4)-kéd
Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Geometrie error patternu a jeho syndromu (pokrat.)

k-dimensiondlni plocha e + W v (Z,)" je pfesné mnoZina viech
slov v ze (Z,)" se syndromem s.

Dekddovaci strategie: pfijmeme-li slovo v, stadi nalézt e tak, aby v
bylo v e + W. Potom bylo odeslano slovo w =v —e.

Problém této strategie: je pro v error pattern e uréen jednozna&né?
Nenil Existuje ale , pfirozend" volba: at e je ,,co nejblize” o.

=] =)
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

V tvahdach o dekddovani, opravdch a detekci chyb budou hrat roli
nasledujici pojmy:
Definice (Hammingova vaha slova a min. distance kédu)
© Hammingova vaha wy(v) = dy(v,0) slova v. Zjevné plati:
wy(v) = pocet nenulovych poloZek slova v.

@ Minimalni (Hammingova) distance kédu W
dist(W) = min{wy(w) | w je nenulové slovo ve W}.

Poznamka (jiny vzorec pro minimalni distanci kédu)

Plati: dist(W) = min{dy(w, w’) | w,w’ jsou riizna slova z W}.
Opravdu: pro riizné slova w, w' z W je w — w’ nenulové slovo
z W a plati dy(w,w’) = wy(w — w’). Obracené&, pro nenulové

slovo w z W je wy(w) = dy(w, 0) Hammingova vzdélenost dvou
riznych slov ve W.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Tvrzeni

At HT je kontrolni matice kédu W. Pro kladné p¥irozené &islo d
jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

Q Kéd W ma minimalni distanci d.
@ Kazdych d — 1 sloupcii matice H' je linedrn& nezavislych a
nékterych d sloupcti matice H” je linearné& zavislych.

Dikaz.

Kéd W obsahuje slovo w vahy w > 0 iff HT -w =0 iff w > 0
sloupcti HT je linedrn& zavislych. |
Disledek (Singletoniiv odhad)

At W je kéd délky n a dimense k. Potom dist(W) < n— k + 1.
Dikaz.

Pro kontrolni matici H™ kédu W plati rank(HT) = n — k. Tudi?
dist(W) —1<n— k. [ |
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

P¥iklad (minimalni distance Hammingova (7, 4)-kédu)

Hammingtv (7,4)-kéd ma kontrolni matici

0001111
H'=(0 1100 11
1010101

Ozname jako d minimalni distanci tohoto kédu.
Singletonilv odhad dava: d —1 <7 —4+1, &ilid <5.
Ve skute€nosti plati d = 3.

Pro¢? Naptiklad prvni t¥i sloupce matice H” jsou linedrn& zavislé,
jakakoli dvojice sloupcti matice H” je linedrn& nezavisla.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Definice (detekce a oprava chyb)
At W je linedrni kéd. Rekneme, Ze
© W detekuje t chyb, pokud pro kazdé w ve W a kazdé v
takové, ze 1 < dy(w,v) < t, plati: v neni ve W.
@ W opravuje t chyb, pokud pro kazdé w ve W a kazdé v
takové, ze 1 < dy(w,v) < t, plati: dy(w,v) < dy(w’,v) pro
vechna w’ z W rliznd od w.

Geometrie detekce a opravy chyb (slogany)

/

ow
Detekce: slova nedaleko od Oprava: slova nedaleko od kédového
kédového slova nejsou ve W. slova jsou daleko od jinych slov z W.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Tvrzeni
Kéd W detekuje t chyb prav& tehdy, kdyz dist(W) > t.

Dukaz.
@ At dist(W) < t. Zvolme kdédova slova w, w' tak, Ze
dy(w,w’) = dist(W). Potom 1 < dy(w,w’) < t.
To znamen3, Ze nelze detekovat nésledujicich t chyb: odeslano
slovo w, p¥ijato slovo w’.
Q At dist(W) > t. Zvolme w ve W a v takové, Ze plati
1 < dy(w,v) <t

Potom dy(w,v) < dist(W), takZze v nemize byt kédové
slovo.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Tvrzeni
Kéd W opravuje t chyb pravé tehdy, kdyz dist(W) > 2t.

Dukaz.
@ At dist(W) < 2t. Zvolme kédova slova w, w’ tak, Ze
du(w, w’) = dist(W) a ozna&me jako i, ..., iy indexy

poloZek, ve kterych se w a w’ ligi.
Definujme v jako slovo, které ma stejné polozky jako w, kromé&
poloZek iy, iy, ..., na kterych m3 stejné polozky jako w’.
Potom 1 < dy(w,v) < 5 <t, ale dy(w',v) < dy(w,v).
Q At dist(W) > 2t. At w je ve W a at plati 1 < dy(w,v) < t.

Pro jakékoli w' ve W plati dy(w,w’) > dist(W) > 2t.
To znamend, Ze 2t < dy(w,w’) < dy(w,v) + dy(v,w’).
Takze dy(w',v) > 2t — dy(w,v) > 2t — t =t > dy(w,v).

|
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Syndrome decoding
At W je linedrni p-kéd délky n a dimense k. Predpokladejme, Ze
odeslané kédové slovo z W bylo pfijato jako slovo v ze (Z,)".
Syndrome decoding je nasledujici dekédovaci procedura:

@ Spotteme syndrom H” - v = s slova v.

@ Nalezneme takové Feeni soustavy (H' |s) tvaru e + W, kde

Hammingova vdha wy(e) je nejmensi mozna.?

Pfedpokladdame, Ze bylo odesldno kédové slovo w = v — e.

?Pokud je takovych e vice, vybereme n&které z nich ndhodné.

Kolik riiznych syndromii existuje?

Kontrolni matice W je linedrni zobrazeni HT : (Z,)" — (Z,)" .
Slovo s je syndrom pravé kdy? s le#i v im(H ).
Protoze rank(H') = n — k, existuje celkem p"~*
syndromi.

riznych
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

P¥iklad (Hammingtiv (7,4)-kéd a syndrome decoding)

0 0 0
Existuje 8 rliznych syndroml: sp = (0 |,s; = |0],sp = 1],
0 1 0
0 1 1 1 1
S3=|1)],84=1|0])],s5=1|0],s6=1[1],s7=11
1 0 1 0 1
VyFeSenim pFislusnych soustav nalezneme 8 ,,nejmensich” error
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
paterns:eg = |0|,eg=]|0],eo=|0}],...,ez=]0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

Vidime, Ze syndrome decoding Hammingova (7, 4)-kédu je korektni
pro opravu nejvyse jedné chyby.?

?Dekddovani jiz nelze nijak vylepsit, protoZze minimdlni distance tohoto kédu
je 3.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Nearest neighbour decoding
At W je lindrni p-kéd délky n a dimense k. P¥edpoklddejme, Ze
odeslané kédové slovo z W bylo pfijato jako slovo v ze (Z,)".
Nearest neighbour decoding je nasledujici dekddovaci procedura:
© Pokud je v kédové slovo, ptedpokladame, Ze k zadné chybé
nedoslo.
Pfedpokladdame tedy, Ze bylo odeslano kédové slovo v.
@ Pokud v kédové slovo neni, nalezneme takové kédové slovo w,

pro které je Hammingova vzdélenost dy(v,w) nejmensi.?

Pfredpokladdame, Ze bylo odesldno kédové slovo w.

?Pokud je takovych kédovych w slov vice, vybereme n&které z nich ndhodné.
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Linearni kédy, detekce a opravy chyb

Tvrzeni (syndrome decoding = nearest neighbour decoding)

At W je lindrni p-kéd délky n a dimense k. P¥edpoklddejme, Ze
odeslané kédové slovo z W bylo pfijato jako slovo v ze (Z,)".
Potom mnoZziny

{w € W | Hammingova vzdalenost dy(v,w) je nejmensi}

{w € W | Hammingova vdha wy(v — w) je nejmensi}
jsou stejné.
To jest: syndrome decoding a nearest neighbour decoding jsou
totozné procedury.

Diikaz.
Podle definice Hammingovy vzddlenosti plati pro libovolné vektory
X, y rovnost dy(x,y) = dy(x —y,0) = wy(x —y). [ |
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