
Perfektńı lineárńı kódy
Hammingovy kódy

Závěrečné poznámky

Perfektńı lineárńı kódy

Odp̌rednesenou látku naleznete v dodatku I
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Perfektńı lineárńı kódy
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Závěrečné poznámky

Minulé p̌rednášky

1 Detekce a oprava chyb v lineárńıch kódech.

2 Hamming̊uv (7, 4)-kód.

Dnešńı p̌rednáška

1 Kódy perfektńı pro opravu t chyb.

2 Obecné Hammingovy kódy.

3 Jako aplikaci teorie kódů vy̌reš́ıme Hat Problem (nepovinné).

Daľśı možné doplňuj́ıćı informace

1 J. Adámek, Foundations of coding , John Wiley & Sons, 1991

2 D. J. C. MacKay, Information theory, inference and learning
algorithms, Cambridge Univ. Press, 2003
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Definice (perfektńı kód pro t chyb)

Řekneme, že lineárńı kód W délky n nad Zp je perfektńı pro t
chyb, pokud pro každé v ze (Zp)n existuje právě jedno w z W tak,
že dH(w, v) ≤ t.

Poznámky
1 Kód W je perfektńı pro t chyb právě tehdy, když plat́ı

(Zp)n =
⋃

w∈W
Ballt(w)

kde
Ballt(w) = {v ∈ (Zp)n | dH(w, v) ≤ t}

je koule v (Zp)n se sťredem ve w a poloměrem t. Toto
sjednoceńı je nav́ıc disjunktńı.a

Je-li W perfektńı pro t chyb, pak dist(W ) = 2t + 1. Takže W
opravuje t chyb.

aSlogan: kód W je perfektńı pro t chyb právě tehdy, když (Zp)n lze pokrýt
disjunktńımi koulemi se sťredy v kódových slovech a poloměrem t.
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Poznámky (pokrač.)

2 Počet prvk̊u jedné koule

Ballt(w) = {v | dH(w, v) = 0} ∪ {v | dH(w, v) = 1} ∪ . . .

· · · ∪ {v | dH(w, v) = t − 1} ∪ {v | dH(w, v) = t}

je roven součtu

t∑
i=0

(
n

i

)
︸︷︷︸

výběr
lǐśıćıch
se posic

·

výběr
lǐśıćıch
se znak̊u︷ ︸︸ ︷
(p − 1)i , kde

(
n

i

)
=

n!

i ! · (n − i)!
.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG 12B–2024: Perfektńı lineárńı kódy 4/18
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Poznámky (pokrač.)

3 Kód W je perfektńı pro t chyb právě tehdy, když plat́ı rovnost

pn = (počet slov ve W ) ·
t∑

i=0

(
n

i

)
· (p − 1)i

V́ıme-li nav́ıc, že W má dimensi k , lze tuto rovnost psát jako

pn−k =
t∑

i=0

(
n

i

)
· (p − 1)i

protože takové W obsahuje p̌resně pk slov.

4 Pro obecný lineárńı kód W dimense k opravuj́ıćı t chyb plat́ı
pouze nerovnost

pn−k ≥
t∑

i=0

(
n

i

)
· (p − 1)i

které se ř́ıká sphere-packing bound.
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Poznámky

1 Klasifikace perfektńıch kódů nad Zp existuje, jde však o těžký
a hluboký výsledek. Viz nap̌ŕıklad knihu

W. C. Huffman a V. Pless, Fundamentals of error-correcting
codes, Cambridge Univ. Press, 2003

2 Uvid́ıme p̌ŕıklad ťŕıdy kódů, perfektńıch pro 1 chybu.
Jde o ťŕıdu takzvaných Hammingových kódů.

3 Vesḿırný program NASA použ́ıvá perfektńı kódy pro p̌renos
fotografíı z družic.

Nap̌ŕıklad sondy Voyager 1 a Voyager 2 použ́ıvaly pro p̌renos
fotografíı Jupitera a Saturnu perfektńı kód (Golay (24,12,8)
code).
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Definice (Hamming̊uv kód)

Hamming̊uv kód je kód nad Z2 délky n = 2m − 1 s kontrolńı matićı
HT , která má m řádk̊u a sloupce matice HT p̌resně odpov́ıdaj́ı
binárńım zápis̊um všech č́ısel 1, . . . , 2m − 1, kde m ≥ 1 je
p̌rirozené č́ıslo.

Př́ıklady

1 Kontrolńı matice Hammingova kódu pro m = 1:

HT = (1)

Délka tohoto kódu je 1, dimense 0.a Inf. rate = 0
1 = 0.

2 Kontrolńı matice Hammingova kódu pro m = 2:

HT =

(
0 1 1
1 0 1

)
Délka tohoto kódu je 3, dimense 1. Inf. rate = 1

3 = 0.33 . . .

aJde tedy o triviálńı kód (Z2)0 = {o}, který neńı p̌ŕılǐs použitelný.
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Př́ıklady (pokrač.)

3 Kontrolńı matice Hammingova (7, 4)-kódu (zde je m = 3):

HT =

(
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

)
Délka tohoto kódu je 7, dimense 4. Inf. rate = 4

7 = 0.57 . . .

4 Kontrolńı matice Hammingova kódu pro m = 4:

HT =

 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1


Délka tohoto kódu je 15, dimense 11. Inf. rate = 11

15 = 0.73 . . .

5 Pro obecné m ≥ 1 je délka p̌ŕıslušného Hammingova kódu
2m − 1, dimense je rovna 2m − 1−m a inf. rate je roven

2m − 1−m

2m − 1
= 1− m

2m − 1
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Tvrzeńı

At’ W je Hamming̊uv kód délky n = 2m − 1, m ≥ 2. Potom W je
perfektńı pro 1 chybu.

Důkaz.

Chceme ukázat rovnost

pn−k =
t∑

i=0

(
n

i

)
· (p − 1)i

kde p = 2, t = 1, n = 2m − 1 a k = 2m − 1−m.
Opravdu, plat́ı:(

2m − 1

0

)
︸ ︷︷ ︸

=1

+

(
2m − 1

1

)
︸ ︷︷ ︸

=2m−1

= 1 + 2m − 1 = 2m = 2n−k
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The Hat Problem (Todd Ebert, 1998)

Skupina vězňů hraje následuj́ıćı hru o svobodu:

1 Každý vězeň dostane bud’ černý nebo b́ılý klobouk (klobouky
se rozdáváj́ı náhodně s pravděpodobnost́ı 1/2).

2 Každý vid́ı barvy klobouk̊u ostatńıch, barvu svého klobouku
nevid́ı nikdo.

3 Skupina hraje jako tým. Vyhraj́ı, pokud alespoň jeden uhodne
správně barvu svého klobouku a nikdo ze skupiny nehádá
špatně.

4 Před začátkem hry se vězni na strategii domlouvat mohou, po
začátku hry spolu komunikovat nesḿı.

Simple-minded strategie: hádejme náhodně, pravděpodobnost
výhry je pak 1/2.

Existuje stategie lepš́ı?
Ano: je-li m ≥ 2, pak pro skupinu n = 2m − 1 vězňů pomůže
p̌ŕıslušný Hamming̊uv kód.
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Optimálńı vyhrávaćı strategie pro Hat Problem

Označme jako W Hammingův kód délky n = 2m − 1, kde m ≥ 2.
Slova v ze (Z2)n budeme považovat za distribuci klobouk̊u:

1 0 v i-té položce slova v znamená: vězeň i má černý klobouk.

2 1 v i-té položce slova v znamená: vězeň i má b́ılý klobouk.

Pro zadanou distribuci v definujme slovo vi jako distribuci, která
má shodné položky se slovem v, kromě i-té položky, kde je 0.a

Plat́ı rovnost v = vi + aiei , kde ai ∈ Z2 je pevné.

Strategie i-tého vězně:

1 Jesliže vi + biei 6∈W pro jakékoli bi ze Z2, vězeň i mlč́ı.

2 Jesliže vi + biei ∈W pro nějaké bi ze Z2, vězeň i prohláśı, že
má klobouk barvy 1 + bi .

aSlovo vi je tedy definováno jako distribuce, kterou i-tý vězeň skutečně vid́ı
a který p̌redpokládá, že má černý klobouk.
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Závěrečné poznámky

Optimálńı vyhrávaćı strategie pro Hat Problem (pokrač.)

Strategie je dob̌re definovaná: nemůže současně platit
vi + 0 · ei ∈W a vi + 1 · ei ∈W .

Kdyby platilo vi + 0 · ei ∈W a vi + 1 · ei ∈W , pak součet
(vi + 0 · ei ) + (vi + 1 · ei ) = ei lež́ı ve W . To neńı možné, protože
syndrom ei je i-tý sloupec kontrolńı matice HT a ten je nenulový.a

1 Jestliže v neńı ve W , strategie dává v́ıtězstv́ı.

Pokud v neńı ve W , existuje jediné j tak, že v + ej je ve W .
Hamming̊uv kód je totiž perfektńı pro 1 chybu. Vězeň j tedy
správně uhodl barvu svého klobouku. Nav́ıc všichni ostatńı
vězni museli mlčet: pro i 6= j by v opačném p̌ŕıpadě muselo
platit vi + biei ∈W pro nějaké bi .

aPřipomenut́ı: kontrolńı matice Hammingova kódu má ve sloupćıch binárńı
zápisy nenulových č́ısel 1, . . . , 2m − 1.
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Optimálńı vyhrávaćı strategie pro Hat Problem (pokrač.)

Protože v + ej = vi + aiei + ej ∈W a vi + biei ∈W , plat́ı
(vi + aiei + ej) + (vi + biei ) = (ai + bi )ei + ej ∈W .

Syndrom slova (ai + bi )ei + ej je ale nenulový, to je spor.

2 Jestliže v je ve W , každý hádá špatně.

Opravdu: pro každé i plat́ı v = vi + aiei ∈W a i-tý vězeň
tedy prohláśı, že má klobouk barvy 1 + ai , ačkoli má ve
skutečnosti klobouk barvy ai .
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Optimálńı vyhrávaćı strategie pro Hat Problem (pokrač.)

To znamená, že pravděpodobnost výhry p̌ri této strategii je p̌resně

1− počet slov ve W

počet slov v (Z2)n
= 1− 22

m−1−m

22m−1
= 1− 1

2m

1 Nap̌ŕıklad pro m = 2 (tedy pro skupinu n = 22 − 1 = 3 vězňů) je
pravděpodobnost výhry 3/4 = 0.75.a

2 Pro m = 3 (tj. pro n = 23 − 1 = 7 vězňů) je pravděpodobnost výhry
7/8 = 0.875.

3 Pro m = 4 (tj. pro n = 24 − 1 = 15 vězňů) je pravděpodobnost výhry
15/16 = 0.9375.

4 Pro m = 5 (tj. pro n = 25 − 1 = 31 vězňů) je pravděpodobnost výhry
31/32 = 0.96875.

5 Atd.

To je vždy lepš́ı výsledek než simple-minded strategie (která dává
vždy pravděpodobnost 1/2).

aJe užitečným cvičeńım si optimálńı strategii pro m = 2 vyzkoušet.
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Důležité upozorněńı

V teorii lineárńıch kódů je zvykem psát vektory z Fn do řádku (na
rozd́ıl od B6B01LAG). Co t́ım ztráćıme a co t́ım źıskáváme?

1 Vycvičeni dosavadńım pr̊uběhem této p̌rednášky, ztráćıme
okamžitý geometrický p̌rehled o tom, co se p̌ri kódováńı
skutečně děje.
Pro zájemce: ve skutečnosti geometrický p̌rehled neztráćıme;
pracujeme jen s kovektory ḿısto s vektory, viz kapitolu 3.5
skript.
To znamená, že kódováńı má jasnou geometrickou interpretaci
v duálńım prostoru.

2 Źıskáváme kompatibilitu s rozsáhlou literaturou o kódováńı.

Protože nám šlo jen o velmi krátký úvod do lineárńıch kódů, psali
jsme vektory nadále do sloupc̊u. Kdo bude č́ıst jinou literaturu
z kódováńı, bude velmi pravděpodobně muset všechny matice a
maticové rovnice z teorie kódů transponovat.
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Která lineárńı algebra je tedy ta
”
správná“?

1 Psańı vektor̊u z Fn do sloupc̊u nám umožnilo chápat součin
A · x jako funkčńı hodnotu lineárńıho zobrazeńı A v bodě x.
Chápáńı součinu A · x jako funkčńı hodnoty vedlo k p̌rirozené
geometrické interpretaci maticových výpočt̊u.

To je ve shodě s t́ım, jak znač́ıme funkčńı hodnoty ve zbytku
matematiky: značku f (x) chápeme jako funkčńı hodnotu
funkce f v bodě x .

2 Při psańı vektor̊u z Fn do řádku bychom museli hodnotu
lineárńıho zobrazeńı A v bodě x značit x · A.

Tento způsob uvažováńı o maticovém součinu je ve shodě
s (menšinovým) názorem, že funkčńı hodnotu funkce f v bodě
x bychom měli značit (x)f . Takovému značeńı funkčńıch
hodnot se ř́ıká reverse Polish notation (RPN).
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Proč jsme v p̌rednášce zvolili
”
sloupcovou“ lineárńı algebru?

1 Protože na RPN nejsme zvykĺı, zvolili jsme
”
sloupcovou“

lineárńı algebru. Je totiž ve shodě s t́ım, jak uvažujeme ve
zbytku matematiky.

2

”
Řádková“ lineárńı algebra nav́ıc neńı ve svém značeńı úplně

důsledná. Docháźı tak k absurditám:a nap̌ŕıklad soustava
rovnic

(
2 −1 3
4 7 11

)
ze

”
sloupcové“ lineárńı algebry by se v

”
řádkové“ lineárńı

algeb̌re měla správně zapisovat 2 4
−1 7

3 11


ale neděje se tak.

”
Řádková“ lineárńı algebra pro soustavy

rovnic p̌reb́ırá zápis
”
sloupcové“ lineárńı algebry!

aVzpomeňte si, kolikrát se v textech z
”
řádkové“ lineárńı algebry objevuje

rčeńı:
”
. . . jednotlivé vektory nyńı naṕı̌seme do sloupc̊u matice. . .“
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Závěrečné poznámky

1 Posledńı čty̌ri p̌rednášky byly pouze nahlédnut́ım do teorie
kódů.

2 Skutečné studium teorie kódů vyžaduje zvládnut́ı daľśıch partíı
matematiky:

1 Teorie informace.
2 Teorie pravděpodobnosti.
3 Teorie grup.
4 A daľśıch. . .

V́ıce se lze dozvědět v doporučené (tj. nepovinné) literatǔre.

Jǐŕı Velebil: B6B01LAG 12B–2024: Perfektńı lineárńı kódy 18/18
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