Perfektni linearni kédy
Hammingovy kédy
Zavéretné poznamky

Perfektni linearni kody

Odptednesenou latku naleznete v dodatku |
skript Abstraktni’ a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
© Detekce a oprava chyb v linearnich kédech.
@ Hammingiv (7,4)-kéd.

Dnesni pfednaska
@ Kody perfektni pro opravu t chyb.
@ Obecné Hammingovy kédy.

© Jako aplikaci teorie kédl vyfesime Hat Problem (nepovinné).

Dalsi mozné dopliiujici informace
@ J. Adamek, Foundations of coding, John Wiley & Sons, 1991

@ D. J. C. MacKay, Information theory, inference and learning
algorithms, Cambridge Univ. Press, 2003
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Perfektni linearni kédy

Definice (perfektni kéd pro t chyb)
Rekneme, e linedrni kéd W délky n nad Z, je perfektni pro t
chyb, pokud pro kazdé v ze (Z,)" existuje pravé jedno w z W tak,
Ze dy(w,v) < t.
Poznamky

Q Koéd W je perfektni pro t chyb pravé tehdy, kdyz plati

(Z,)" = | J Bally(w)
weW
Ball(w) = {v € (Z,)" | du(w,v) < t}
je koule v (Z,)" se stfedem ve w a polomé&rem t. Toto

sjednoceni je navic disjunktni.?
Je-li W perfektni pro t chyb, pak dist(W) = 2t + 1. Takze W

opravuje t chyb.

kde

?Slogan: kéd W je perfektni pro t chyb pravé tehdy, kdyZ (Z,)" Ize pokryt
disjunktnimi koulemi se stfedy v kédovych slovech a polomé&rem t.
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Perfektni linearni kédy

Poznamky (pokrat.)
© Pocet prvki jedné koule

Ball;(w) = {v|du(w,v)=0}U{v|dy(w,v)=1}U...

o U{v | dy(w,v) =t — 1Y U {v | dy(w,v) =t}

je roven souctu
vybér
ligicich
se znaki

S ()6 ()i

~—~
vybér
lisicich
se posic
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Perfektni linearni kédy

Poznamky (pokrat.)
© Kéd W je perfektni pro t chyb pravé tehdy, kdyZ plati rovnost

p" = (potet slov ve W) zt: (7) (p—1)

i=0
Vime-li navic, Zze W ma dimensi k, Ize tuto rovnost psat jako
t n
n—k i
= (p—1
=3 (7) -1
i=0
protoZe takové W obsahuje presn& p¥ slov.

Q Pro obecny linearni kéd W dimense k opravujici t chyb plati

pouze nerovnost ;
_ n i
p" k22(,) (p—1)

i=0

které se ¥ikd sphere-packing bound.
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Perfektni linearni kédy

Poznamky

O Kilasifikace perfektnich kédii nad Z, existuje, jde v8ak o té€zky

a hluboky vysledek. Viz nap¥iklad knihu
o W. C. Huffman a V. Pless, Fundamentals of error-correcting
codes, Cambridge Univ. Press, 2003

@ Uvidime ptiklad tfidy kédi, perfektnich pro 1 chybu.
Jde o t¥idu takzvanych Hammingovych kédi.

© Vesmirny program NASA pouZiva perfektni kddy pro p¥enos
fotografii z druzic.

Napftiklad sondy Voyager 1 a Voyager 2 pouzivaly pro pfenos
fotografii Jupitera a Saturnu perfektni kéd (Golay (24,12,8)
code).
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Hammingovy kédy

Definice (Hammingiv kéd)
Hammingiv kéd je kéd nad Z, délky n = 2™ — 1 s kontrolni matici
HT, kterda ma m ¥adki a sloupce matice H presn& odpovidaji

bindarnim zapisim v8ech ¢isel 1, ..., 2" — 1, kde m>1 je
pFirozené &islo.
P¥iklady
@ Kontrolni matice Hammingova kédu pro m = 1:
HT = (1)

Délka tohoto kédu je 1, dimense 0.2 Inf. rate = % =0.

© Kontrolni matice Hammingova kédu pro m = 2:

T_ (0 1 1
H_<101>

Délka tohoto kédu je 3, dimense 1. Inf. rate = % =0.33...

?Jde tedy o trivialni kéd (Z2)° = {0}, ktery nenf p¥ili§ pouZitelny.

Ji¥i Velebil: B6BO1LAG 12B-2024: Perfektni linearni kédy 7/18



Hammingovy kédy

P¥iklady (pokrat.)

© Kontrolni matice Hammingova (7,4)-kédu (zde je m = 3):
0 001 1 11
H =0 1100 11
1 01 01 01
Délka tohoto kédu je 7, dimense 4. Inf. rate = % =0.57...
© Kontrolni matice Hammingova kédu pro m = 4:
00 0O0OO0OOOTI17 1111111
HT — 0 001111 00O0OO0T1T111
- 011001 10O0T11O0TUCO0T1T1
1 01 010101010101

Délka tohoto kédu je 15, dimense 11. Inf. rate = }—é =0.73...

© Pro obecné m > 1 je délka p¥islusného Hammingova kédu
2™ — 1, dimense je rovna 2™ — 1 — m a inf. rate je roven
2" —1-m 1 m
2m—1 7 2m—1
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Hammingovy kédy

Tvrzeni
At W je Hammingiv kéd délky n = 2™ — 1, m > 2. Potom W je
perfektni pro 1 chybu.

Dukaz.

Chceme ukdazat rovnost

pk = Zt; (7) (p—1)

kde p=2,t=1,n=2"—-1ak=2"-1—m.
Opravdu, plati:

2m—1 2m —1
( 0 >+( ) >:1+2’”1:2’”:2”—’<

~~

=1 =2m—1
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Hammingovy kédy

The Hat Problem (Todd Ebert, 1998)
Skupina v&ziili hraje nasledujici hru o svobodu:

@ Kazdy vézeli dostane bud &erny nebo bily klobouk (klobouky
se rozdavdji ndhodné s pravd&podobnosti 1/2).
© Kazdy vidi barvy kloboukl ostatnich, barvu svého klobouku
nevidi nikdo.
© Skupina hraje jako tym. Vyhraji, pokud alespoii jeden uhodne
spravné barvu svého klobouku a nikdo ze skupiny nehada
Spatné.
©Q Pted zalatkem hry se vézni na strategii domlouvat mohou, po
zac¢dtku hry spolu komunikovat nesmi.
Simple-minded strategie: hadejme nidhodné, pravdépodobnost
vyhry je pak 1/2.

Existuje stategie lepsi?
Ano: je-li m > 2, pak pro skupinu n = 2" — 1 véziii pom{ze
pFislusny Hammingiv kéd.
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Hammingovy kédy

Optimalni vyhravaci strategie pro Hat Problem
Oznalme jako W Hamminglv kéd délky n = 2™ — 1, kde m > 2.
Slova v ze (Z»)" budeme povaZovat za distribuci klobouki:

©Q 0 v /-té poloZce slova v znamend: vézeii i ma Cerny klobouk.

© 1 v j-té poloZce slova v znamena: vézeii i ma bily klobouk.
Pro zadanou distribuci v definujme slovo v; jako distribuci, ktera
ma shodné poloZky se slovem v, kromé j-té poloZky, kde je 0.7
Plati rovnost v = v; 4 aje;, kde a; € Z, je pevné.
Strategie i-tého vézné:

Q Jeslize v; + bje; & W pro jakékoli b; ze Zp, vézeii i ml&i.

©Q Jeslize v; + bje; € W pro néjaké b; ze Z,, vézeli i prohlasi, Ze
ma klobouk barvy 1+ b;.

“Slovo v; je tedy definovano jako distribuce, kterou i-ty v&zei skute¢n& vidi
a ktery predpoklada, Ze ma &erny klobouk.
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Hammingovy kédy

Optimalni vyhravaci strategie pro Hat Problem (pokrat.)

Strategie je dobfe definovana: nemiiZe soucasné platit
vi+0-e,eWav;+1-e,€ W.

Kdyby platilov; +0-e; € W av;+1-e; € W, pak soulet
(vi+0-e)+ (vi+1-e)=e;lezi ve W. To neni mozné, protoze
syndrom e; je i-ty sloupec kontrolni matice H” a ten je nenulovy.?

© Jestlize v neni ve W, strategie dava vitézstvi.

Pokud v neni ve W, existuje jediné j tak, Ze v+ e; je ve W.
Hammingiiv kéd je totiz perfektni pro 1 chybu. VE&zefi j tedy
spravné uhodl barvu svého klobouku. Navic vSichni ostatni
vézni museli ml&et: pro i # j by v opa&ném p¥ipadé muselo
platit v; + bje; € W pro néjaké b;.

?P¥ipomenuti: kontrolni matice Hammingova kédu m3 ve sloupcich binarni
zapisy nenulovych &isel 1, ..., 2™ — 1.
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Hammingovy kédy

Optimalni vyhravaci strategie pro Hat Problem (pokrat.)
Protoze v +e; =v; +aje; +e; € W av; + bje; € W, plati
(v; + aje; + ej) + (V,' + b;e,-) = (a,- + b,-)e,- +e e W.
Syndrom slova (a; + b;)e; + e; je ale nenulovy, to je spor.

©Q Jestlize v je ve W, kazdy hada Spatné.

Opravdu: pro kazdé i plati v = v; + a;e; € W a i-ty v&zeil
tedy prohlasi, Ze ma klobouk barvy 1 + a;, atkoli ma ve
skutecnosti klobouk barvy a;.
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Hammingovy kédy

Optimalni vyhravaci strategie pro Hat Problem (pokrat.)

To znamen3, Ze pravdépodobnost vyhry pFi této strategii je presné

poctet slovve W 1 22"=1=m _q 1

~ potet slov v (Z3)" 22m-1 S am
@ Naptiklad pro m = 2 (tedy pro skupinu n = 2% — 1 = 3 v&ziili) je
pravd&podobnost vyhry 3/4 = 0.75.7
@ Pro m =3 (tj. pro n =23 — 1 = 7 v&ziili) je pravdépodobnost vyhry
7/8 = 0.875.
© Pro m =4 (tj. pro n =2* — 1 = 15 v&ziiii) je pravdépodobnost vyhry
15/16 = 0.9375.

@ Pro m=5 (tj. pro n =2° — 1 = 31 v&ziiil) je pravdépodobnost vyhry
31/32 = 0.96875.

Q Atd.

To je vzdy lepsi vysledek neZ simple-minded strategie (kterd ddva
vzdy pravdépodobnost 1/2).

?Je uZitenym cvitenim si optimalni strategii pro m = 2 vyzkous3et.
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Zavéretné poznamky

Dalezité upozornéni

V teorii linedrnich kédi je zvykem psat vektory z F” do #adku (na

rozdil od B6BO1LAG). Co tim ztrdcime a co tim ziskdvame?

© Vycviceni dosavadnim priib&hem této predndsky, ztracime

okamZity geometricky ptehled o tom, co se p¥i kdédovani
skute¢né déje.
Pro zdjemce: ve skuteénosti geometricky pt¥ehled neztracime;
pracujeme jen s kovektory misto s vektory, viz kapitolu 3.5
skript.

To znamend, Ze kédovani mé jasnou geometrickou interpretaci
v dudlnim prostoru.

©Q Ziskdvame kompatibilitu s rozsahlou literaturou o kédovani.
ProtoZe nam $lo jen o velmi kratky Gvod do linedrnich kédd, psali
jsme vektory nadéle do sloupcii. Kdo bude &ist jinou literaturu
z kédovéni, bude velmi pravdépodobné& muset viechny matice a
maticové rovnice z teorie kédl transponovat.
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Zavéretné poznamky

Ktera linearni algebra je tedy ta ,,spravna“?
© Psani vektorli z F" do sloupcli ndm umoZznilo chapat soudin
A - x jako funk&ni hodnotu linedrniho zobrazeni A v bodé x.
Chapani soudinu A - x jako funkéni hodnoty vedlo k p¥irozené
geometrické interpretaci maticovych vypocta.

To je ve shodg& s tim, jak znaéime funkéni hodnoty ve zbytku
matematiky: znatku f(x) chdpeme jako funkéni hodnotu
funkce f v bod& x.

@ P¥i psani vektorli z F" do ¥adku bychom museli hodnotu
linedrniho zobrazeni A v bodé& x znadit x - A.

Tento zplisob uvazovani o maticovém soudinu je ve shodé

s (menginovym) nazorem, Ze funk&ni hodnotu funkce f v bod&
x bychom méli zna&it (x)f. Takovému zna&eni funk&nich
hodnot se ¥ika reverse Polish notation (RPN).
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Zavéretné poznamky

Prot jsme v prednasce zvolili ,;sloupcovou” linearni algebru?
© Protoze na RPN nejsme zvykli, zvolili jsme , sloupcovou”
linedrni algebru. Je totiZ ve shodé s tim, jak uvaZujeme ve
zbytku matematiky.
O ,Raidkova“ linearni algebra navic neni ve svém znaceni (plné
daslednd. Dochazi tak k absurditdm:? napfiklad soustava

rovnic 2 —-1| 3
4 7 |11

ze ,sloupcové” linedrni algebry by se v , fadkové" linedrni
algeb¥e méla spravné zapisovat

2 4
-1 7
3 11

ale nedéje se tak. ,,Radkova" linearni algebra pro soustavy
rovnic prebird zapis ,sloupcové” linedrni algebry!

?Vzpomeiite si, kolikrdt se v textech z ,¥adkové" linedrni algebry objevuje
réeni: ,,...jednotlivé vektory nyni napiseme do sloupcii matice..."
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Zavéretné poznamky

Zavéretné poznamky
© Posledni &tyfi prednasky byly pouze nahlédnutim do teorie
kédd.
@ Skutené studium teorie kédi vyzaduje zvladnuti dalsich partii
matematiky:

@ Teorie informace.

@ Teorie pravdépodobnosti.
© Teorie grup.

O A dalSich. ..

Vice se Ize dozv&dét v doporugené (tj. nepovinné) literatufte.
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