Linedrni obal
Linearni podprostor linearniho prostoru

Linearni obal a linearni podprostor

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 1.5 a 1.6 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minula pfednaska
© Definice linedrniho prostoru (nad obecnym t&lesem).
© Linearni kombinace.

Dnesni pfednaska
© Linedrni obal mnoziny vektora.

© Linedrni podprostor linedrniho prostoru.
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PFipomenuti
V linedrnim prostoru miZeme zjednoduSovat zapisy:
© Pi%eme: —X misto (—1) - X. Jde o opa&ny vektor k vektoru x
(dokédzano minule).

@ Piteme: X{ + % + - -+ + X,_1 + X, misto

(...04 + %)+ + Xp—1) + X,. Divod: asociativita s¢itani
vektord(.
Linedrni kombinace seznamu (Xi, ..., X,) s koeficienty a1, ..., ap

n
z télesa F je vektor g aj - X;.
i=1
Linedrni kombinace prazdného seznamu () je nulovy vektor.
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Konetné a nekone¢né mnoziny
P¥ipomenuti:? mnoZina p¥irozenych &isel N = {0,1,2,...}.
© MnoZina M je koneéna, kdyz ma presné n prvkd, kde n je
néjaké ptirozené &islo.
To znamend: M je kone&nd, kdy? bud
M = (mnoZina M m3 0 prvki),
nebo

M ={x1,...,x,}, kde n > 1 je p¥irozené &islo (v tom p¥ipadé
ma mnoZina M n prvki).

© MnoZina M je nekonetna, kdyZ neni konecna.

Naptiklad N, Q, R, C jsou nekone¢né mnoziny. MnoZina R[x]
je nekonedna.

“Dilezité: v této pfedndsce nula je pFirozené &islo.
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Linearni obal

Definice (linearni obal mnoziny vektori)
At M je jakakoli mnoZina vektor( linedrniho prostoru L. Linedrni
obal mnoZiny vektorii M je mnoZina span(M), definovand takto:

n
X € span(M) pravé tehdy, kdyz? x = Z aj - X
i=1

pro n&jaké n > 0, n&jakd aj,...,a, € F a n&jakad x1,...,x, € M.

?Pozor: prazdna linedrni kombinace je rovna vektoru 0.

Ujasnéni si definice span(M)

X € span(M) prévé tehdy, kdyZ existuje n&jaky seznam S vektort
z mnoziny M tak, Ze X je roven n&jaké linedrni kombinaci seznamu
S.

To jest: span(M) je mnoZina viech moznych linedrnich kombinaci,
které Ize z M utvofit.
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Linearni obal

Ptiklady (viz minulé pfednasky)

@ Pro — a1

v R? je span({a;}) p¥imka prochézejici po¢atkem se sm&rem

(a1).
Q Pro

az
\—> ai

v R3 je span({a1,a,}) rovina prochazejici potatkem se
smé&rem (a1, az).

Pozor: pro A —+ 3 a;

v R3, linedrni obal span({a1,a,}) nenf rovina! Jde opé&t
o pfimku. Jak poznat o co jde? Uvidime pfFisté.?

“Toto téma se zove linedrni zavislost a linedrni nezavislost.
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Linearni obal

Uzavérové vlastnosti linearniho obalu
Q Je-li M C N, potom span(M) C span(N).
@ Pro v8. M plati: M C span(M).
© Pro v&. M plati: span(span(M)) C span(M).

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

Vysvétleni uzavérovych vlastnosti (slogan)

Linedrnimi kombinacemi tvofime ,,rovné kusy" linedrniho prostoru
(viz minulou pfednagku).

MnoZina span(M) je tedy ,zabaleni" mnoZiny M tak, aby
vysledkem byl ,,co nejmensi rovny kus", ktery obsahuje M.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Definice (linearni podprostor)
At W je podmnozina linedrniho prostoru L. Rekneme, se W je
linedrni podprostor linedrniho prostoru L, kdyZ plati span(W) C W.

Slogan pro linearni podprostor

Podprostor je ,, dobra“ podmnoZina prostoru. Zadnou linearni
kombinaci nelze z linedrniho podprostoru ,utéct".

Tvrzeni
@ span(M) je vzdy linedrni podprostor. Jde o nejmensi
podprostor, ktery obsahuje mnoZzinu M.

© MnoZina M je linedrni podprostor pravé tehdy, kdyz
span(M) = M.

Dikaz.
P¥ednaska. [ |

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 02A-2024: Linearni obal a linearni podprostor 8/14



Linearni podprostor linedrniho prostoru

Tvrzeni

At L je linedrni prostor. Podmnozina W C L je linedrnim
podprostorem prostoru L pravé tehdy, kdyz plati:
© G je prvkem W (uzavienost W na nulovy vektor).

—

@ X+ y je prvkem W, pro kazdé X,y € W (uzavienost W na
soulet vektor().

© a-xXjeprvkem W, pro kazdé a € F a kazdé x ¢ W
(uzavfenost W na skaldrni nasobek).

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

Dalsi slogan pro linearni podprostor

Linedrni podprostor vZzdy obsahuje nulovy vektor a ,vydrzi*
operace souttu a skaldrniho nasobku.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Dilezité

At W je linedrni podprostor linedrniho prostoru L. Potom mnoZina
W sama o sobé je linedrnim prostorem, pokud s&itani vektorl ve
W a nasobeni vektoru skaldrem ve W definujeme stejné jako

v prostoru L.

Obrécené tvrzeni ale neplati: napfiklad W = {<)1(> | x € R} neni

linedrnim podprostorem R?. Ale mnoZina W spolu s operacemi

(1) ()=037) == ()= (V)

tvofi linedrni prostor nad R.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

P¥iklady
© Kazdy linedrni prostor je sam svym podprostorem.

@ Mnozina {G} je vzdy linedrnim podprostorem.?

© R3 je linedrni prostor (operace jsou definovany po slozkach).

X
O Wy ={|y| €R3| z=0} je linedrnim podprostorem R3.
z

X

@ Wo={|y| €R3|z=1} neni linedrnim podprostorem R3.

z
Pozor! Na mnoziné W, Ize definovat strukturu linedrniho
prostoru (cvieni).

“Tomuto podprostoru ¥ikdme trividlni podprostor.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

P¥iklady (pokrat.)

@ Oznalme jako R=3[x] mnoZinu viech redlnych polynomi
stupn& maximaln& 3 a jako R<13[x] mnoZinu v&ech redlnych
polynomi stupné maximalné 136.

Potom R=3[x] je linedrni podprostor linesrniho prostoru
RS130[4].
Obecngji: At F je t&leso. Oznatme jako F<"[x] mnoZinu viech
polynom( nad F stupné maximalné n, n > 0.
Jakmile n < m, je F<"[x] linedrni podprostor linedrniho
prostoru F<M[x].

@ Pro kazdé n > 0 je F="[x] linedrni podprostor linedrniho
prostoru F[x].
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Vlastnosti linearnich podprostorti
At L je linedrni prostor.

@ Priinik libovolného systému {W; | i € I} podprostorii prostoru
L je linedrnim podprostorem prostoru L.

@ Sjednoceni systému {W; | i € I} linedrnich podprostori
prostoru L obecné linedrnim podprostorem prostoru L neni.

Diikaz.

P¥ednagka. [ |

Definice (spojeni linearnich podprostorii)

At {W; | i € I} je systém linedrnich podprostorl prostoru L.
Linedrnimu podprostoru span(|J;c, W;) prostoru L ¥ikdme spojeni
podprostord W;, i € I, a znalime jej?

\ wi

iel

?V p¥ipad& dvou podprostorii pouZivdme i znaceni Wi VvV Wh.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Klasifikace linearnich podprostorii prostoru R3
Véechny podprostory R3 jsou bud

© Jednoprvkova mnoZina obsahujici pouze pocatek.
nebo

@ KaZda p¥imka prochazejici pocatkem.
nebo

© Kazda rovina prochazejici po¢atkem.
nebo

Q Celd mnozina R3.

Duikaz.

V ka?dém z uvedenych bodi je linedrni podprostor prostoru R3.

To, %e #adné jiné linearni podprostory prostoru R3 neexistuji,
ukaZeme pozdégji.?

“Budeme k tomu potfebovat pojem dimense.
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