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Lineárńı zobrazeńı

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 2.1, 2.2 a 4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Minulé p̌rednášky

1 Báze lineárńıho prostoru a soǔradnice vektoru vzhledem ke
konečné uspǒrádané bázi.

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı zobrazeńı f : L1 −→ L2 zobecňuje zobrazeńı
~x 7→ coordB(~x), dané konečnou uspǒrádanou báźı B.

2 Zavedeme pojem matice lineárńıho zobrazeńı z Fs do Fr

(vzhledem ke kanonickým báźım).

Velmi d̊uležité p̌ripomenut́ı

Vektory z prostoru Fn ṕı̌seme jako sloupce.
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Definice (lineárńı zobrazeńı)

At’ L1, L2 jsou lineárńı prostory nad F. Zobrazeńı f : L1 −→ L2, pro
které plat́ı f(~x + ~x ′) = f(~x) + f(~x ′) a f(a · ~x) = a · f(~x) pro vš. a
z F, pro vš. ~x , ~x ′ z L1, ř́ıkáme lineárńı zobrazeńı z L1 do L2.

Př́ıklady

1 At’ L má uspǒrádanou bázi B o n prvćıch. Zobrazeńı
coordB : L −→ Fn je lineárńı (minulá p̌rednáška).

2 Řada daľśıch. . .

Poznámka (princip superposice)

f : L1 −→ L2 je lineárńı právě tehdy, když plat́ı rovnost

f(
n∑

i=1

ai · ~xi ) =
n∑

i=1

ai · f(~xi )

pro vš. ai z F a vš. ~xi z L1.
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Tvrzeńı (základńı algebraické vlastnosti lineárńıch zobrazeńı)

1 Složeńı lineárńıch zobrazeńı je lineárńı. Identita je lineárńı
zobrazeńı.

2 Jsou-li f : L1 −→ L2 a g : L1 −→ L2 lineárńı zobrazeńı, pak i
zobrazeńı

1 f + g je lineárńı, kde (f + g)(~x) = f(~x) + g(~x).
2 a · f je lineárńı (a je skalár z F), kde (a · f)(~x) = a · f(~x).

Důkaz.

Přednáška.

Důsledek (lineárńı prostor lineárńıch zobrazeńı)

Pro pevné lineárńı prostory L1 a L2 nad F je množina všech
lineárńıch zobrazeńı z L1 do L2 lineárńı prostor nad F. Tento
prostor znač́ıme Lin(L1, L2).
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Věta (lineárńı zobrazeńı je určeno hodnotami na bázi)

At’ B je bázea lineárńıho prostoru L1, at’ L2 je libovolný lineárńı
prostor. Pak zadat

1 libovolné zobrazeńı h : B −→ L2,

je totéž jako zadat

2 lineárńı zobrazeńı f : L1 −→ L2.

aPřipomenut́ı (téma 3A): každý lineárńı prostor má bázi.

Důkaz.

Pro prostory konečné dimense: princip superposice.

Pro obecné prostory: ḿırně složitěǰśı.
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Př́ıklad (popis libovolného lineárńıho zobrazeńı f : Fs −→ Fr)

Připomenut́ı: Ks = (e1, . . . , es) je kanonická báze prostoru Fs .
Zadat lineárńı zobrazeńı f : Fs −→ Fr znamená zadat seznam s
(ne nutně r̊uzných) hodnot

f(e1) = a1 =


a11
a21
a31

...
ar1

 , f(e2) = a2 =


a12
a22
a32

...
ar2

 , . . . , f(es) = as =


a1s
a2s
a3s

...
ars


v lineárńım prostoru Fr .
Tomuto seznamu ř́ıkáme matice (o r řádćıch a s sloupćıch).
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Definice (matice)

Matice A nad F o r řádćıch a s sloupćıch je tabulkaa
a11 a12 . . . a1s
a21 a22 . . . a2s

...
ar1 ar2 . . . ars


aBudeme také použ́ıvat položkový zápis A = (aij)i=1,...,r,j=1,...,s nebo

sloupcový zápis A = (a1, . . . , as).
Nebudeme použ́ıvat: matice typu r × s, rozměr̊u r × s, atd., p̌ŕıpadně ještě hořśı
značeńı n ×m. (Nebo m × n?)

Poznámka
Matici A = (a1, . . . , as) o r řádćıch a s sloupćıch budeme
ztotožňovat s lineárńım zobrazeńım

A : ej 7→ aj , j = 1, . . . , s

z prostoru Fs do prostoru Fr , a budeme psát A : Fs −→ Fr .
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Př́ıklad (matice základńıch lineárńıch transformaćı v R2)

Kanonická báze K2 = (e1, e2) v R2. Matice některých lineárńıch
zobrazeńı z R2 do R2 (vzhledem ke K2) jsou:

1 Projekce na osu x je ztotožněna s matićı Px =

(
1 0
0 0

)
.

(
1
0

) 7→ (
1
0

)
(

0
1

)
7→ (

0
0

)•
Analogicky: projekce na osu y je ztotožněna s matićı

Py =

(
0 0
0 1

)
.
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Př́ıklad (matice základńıch lineárńıch transformaćı v R2,
pokrač.)

2 Rotace (o úhel α) je ztotožněna s matićı

Rα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

(
1
0

) 7→
(

cosα
sinα

) (
0
1

)
7→

(
− sinα
cosα

)

3 Změna mě̌ŕıtka (a 6= 0 a b 6= 0) je ztotožněna s matićı(
a 0
0 b

)
. Pro a = 1, b = −1 dostaneme reflexi:

(
1 0
0 −1

)
.
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Př́ıklad (matice základńıch lineárńıch transformaćı v R2,
pokrač.)

4 Zkoseńıa (také: shear) je ztotožněno s matićı

Sa,b =

(
1 b
a 1

)
kde a, b ∈ R.

aSpeciálńı typy zkoseńı (nad obecným tělesem) budou hrát důležitou roli p̌ri
řešeńı soustav rovnic.
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Co už nyńı v́ıme?

Nap̌ŕıklad diagram

R2 Rα // R2 Px // R2

znamená následuj́ıćı: nejprve otočte o úhel α, potom proved’te
projekci na osu x .

Značit se to muśı Px · Rα (jde o skládáńı lineárńıch zobrazeńı). Co
ale

”
násobeńı tabulek“ znamená? Odpověd’: jde o novou matici.

Jak novou matici naj́ıt?

ej 7→ j-tý sloupec matice Rα 7→ ???

1 Násobeńı (skládáńı) matic: p̌ŕı̌st́ı p̌rednáška (téma 4B).

2 Zbytek dnešńı p̌rednášky: jak obecná matice A : Fs −→ Fr

”
zacháźı“ s obecným vektorem z prostoru Fs?
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Tvrzeńı (výpočet hodnoty matice A v obecném vektoru x)

Pro matici A : Fs −→ Fr se sloupcovým zápisem (a1, . . . , as) a pro

vektor x =


x1
x2
...
xs

 plat́ı

A : x 7→
s∑

j=1

xj · aj

Důkaz.

Protože A : ej 7→ aj , tak A :
∑s

j=1 xj · ej 7→
∑s

j=1 xj · aj .

Značeńı (násobeńı matice vektorem)

Vektor
∑s

j=1 xj · aj znač́ıme A · x.
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Př́ıklad (rotace vektoru v R2)

Rotace (o úhel α):

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
. Potom součin

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(
x1
x2

)
= x1 ·

(
cosα
sinα

)
+ x2 ·

(
− sinα
cosα

)
=

(
x1 cosα− x2 sinα
x1 sinα + x2 cosα

)

dává výsledek otočeńı vektoru

(
x1
x2

)
o úhel α.

Nap̌ŕıklad pro α = π
4 :(√

2
2 −

√
2
2√

2
2

√
2
2

)
·
(
x1
x2

)
=

(
x1

√
2
2 − x2

√
2
2

x1
√
2
2 + x2

√
2
2

)
=

√
2

2
·
(
x1 − x2
x1 + x2

)
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Poznámka (daľśı význam zápisu A · x = b)

Zápis A · x pro x v Fs , kóduje hodnotu lineárńıho zobrazeńı
A : Fs −→ Fr v bodě x.

Zvolme pevné b v Fr . Hledejme všechna x v Fs taková, že
A · x = b. Na tento problém se lze d́ıvat dvěma způsoby:

1 Hledáme vzor bodu b p̌ri lineárńım zobrazeńı A : Fs −→ Fr .

2 Řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic.
Počet sloupc̊u matice A je počet neznámých, počet řádk̊u
matice A je počet rovnic v soustavě.

Př́ıklad

(
1 0 −3 4
2 7 6 3

)
·


x1
x2
x3
x4

 =

(
24
8

)
je

x1 − 3x3 + 4x4 = 24
2x1 + 7x2 + 6x3 + 3x4 = 8
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