Linearni prostor
Linedrni kombinace

Linearni prostory nad R

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 1.1-1.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Linearni prostor
Linedrni kombinace

Co je definice?

Co je hypotéza?

Co je (matematicka) véta? Lemma? Tvrzeni?
Co je diikaz?

Vice nap¥. v textech

© J. Velebil, Velmi jemny tivod do matematické logiky
@ J. Velebil, Shbirka problémd z linedrni algebry
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Linearni prostor

Neformalné

Linedrni prostor (nad R) je kolekce jakychkoli objekti (t&m
budeme F¥ikat vektory), které mezi sebou miizeme stitat a kazdy
z nich mdZeme vynasobit skaldrem (v nagem p¥ipadé prvkem R).
S&itani vektor( a ndsobeni skaldrem se musi Fidit jistymi
zakonitostmi.

Priklady
© Vektory v roving (fyzikalni, p¥ipadn& geometrickd intuice).
@ Redlné polynomy (znakeni: R[x]).
© n-tice redlnych &isel (znakeni: R", n > 0).2
© Komplexni &isla (znateni: C).
© Rada dal¥ich prikladd. . .

“Dilezité: Prvky R" budeme psét jako n-tice do sloupcil.
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Linearni prostor

P¥iklad (orientované usecky v roving)

Dvé operace:

0] Y

s¢itani: OC = OA+ OB
nasobeni skalarem: OY = ﬂ OX, OZ = —ﬂ- OoX
S&itani orientovanych tselek a nasobeni orientované dsecky

redlnym skaldrem spliiuji jisté axiomy.
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Linearni prostor

Definice (linearni prostor nad R)

Linedrni prostor (nad R) je mnoZina L spolu se dv&ma funkcemi

+:LxL—=L, -:RxL—>1L

pro které plati nasledujici:
© Vlastnosti s¢itani:
©® Existuje 6 € L tak, Ze provs. X € L plati: X+ 6 =0+ X=X

(existence nulového vektoru).

@ Provs. X,y,Ze€ Lplati: (X+y)+Z=X+(y+2)
(asociativita s¢itani vektori).

@ Provs. X,y € L plati: X+ y = ¥ + X (komutativita s¢itani
vektord).

O Pro vi. X € L existuje pravé jeden y € L tak, Ze X+ y =0

—

(existence opatného vektoru, znatime y = —x)
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Linearni prostor

Definice (linearni prostor nad R), pokrat.

© Vlastnosti nasobeni skaldrem:
@ Provs. X € L plati: 1- X = X (ndsobeni jednotkovym skaldrem).
® Provi. a,bcRavi. Xelplati a-(b-xX)=(a-b) X
(asociativita ndsobeni skaldrem).
© Distributivni zdkony:
® Provi. abeRavi. xXelplati: (a+b)-x=a-xX+b-
(distributivita sou¢tu skalart).
@ Provi.acRaw. x,yeclplatta-(X+y)=a-X+a-y
(distributivita sou¢tu vektora).

X1

Poznamka
Axiomy t¥i typi: chovéani operace +, chovani operace - a vzdjemny
vztah obou operaci.
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Linearni prostor

Jednoduché diisledky definice
At L je linedrni prostor. Potom:
© Nulovy vektor je jednoznacné uréen.
Q Provs. Xe Lplati: 0-X=20.
© Opatny vektor k X € L je vektor (—1) - X.
Q Provs. aeRplati: a-0=0.

Dukaz.
Q At existuji o1, 0> tak, Ze pro v&. X € L plati:
X+0i=0+X=XaxX+0=0+X=X. Pak

01 =01 + 0 = 0.

@ Pro v3. X € L plati:
X=1-X=(1+40)Xx=1-X4+0-x=x+0-X. Tudiz0- X
musi byt nulovy vektor.
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Linearni prostor

Diikaz (pokrat.)
Q Plati: X+ (-1)-x=1-X+(-1)-Xx=(1-1)
Q Platta-0=a-(0-0)=(a-0)-0=0-0=o0.

|
Velmi dilezity disledek definice
At L je linedrni prostor, a € R, X € L. Pak a- X = & pravé tehdy,
kdyZ a = 0 nebo X = 4.
Duakaz.
Diky ptedchozimu staéi dokazat pouze implikaci zleva doprava.
At a-X =0 a a#0. Potom existuje a—!. Tudi?
6=al-d=al(a-x)=(ata)x=1-X=x. |

Povsimnéme si, ¢eho vyuziva predchozi tvrzeni:
Pro v8. a € R plati: a~1 existuje, jakmile a # 0.
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Linearni prostor

Dalsi priklady a protip¥iklady
Q L = (0,+400). Operace stitani vektord: x @y := x - y.
Ndsobeni skaldarem: @ ® x := x*. Pak L je linedrni prostor.
@ L je jakdkoli jednoprvkovd mnozina. Pak L (spolu
s evidentnimi operacemi) je linedrni prostor. Rikime mu
trividIni linedrni prostor. Nutn&: L = {G}.

o2 (a c\ (a+d
© L =R-. Operace: <b>+<d> '_<b+c>'

a\ [aa

- = . Nejde o linearni prostor.
b ab) Y P
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Linearni prostor

Role redlnych skalarii

Lze R nahradit jinym ,&iselnym oborem*?

Y4 7

Se skaldry je tfeba umét nasledujici: rozumné s&itani, nasobeni.

Abstraktni pojem: skaldry musi tvofit strukturu F, které se ¥ika
téleso.

.
[

To vede k pojmu linedrni prostor nad télesem F. Vice v p¥ist
prednasce.

Pozndmka
Abstrakce v linedrni algebfe ma tedy dva stupné:

@ Linedrni prostor nad R abstrahuje (napfiklad) prostor
orientovanych uselek.

© Linearni prostor nad F abstrahuje dale: roli skalari pfevezmou
prvky télesa F.
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Linearni kombinace

Jaky nejobecnéjsi vypocet lze v linearnim prostoru vykonat?
@ Napfiklad miZeme selist &tyfi vektory: X+ yV + Z+ w.
Diky asociativité s¢itani nemusime psat zavorky.
@ Naptiklad miZzeme ndsobek vektoru opét vyndsobit: b (a- X).
Diky axiomim jde opét o ndsobek (b - a) - X.

© Obecnégji, miZeme sc¢itat kone¢né& mnoho nasobki vektord.

To znamend: je-li dan kone&ny seznam vektorl (xi,...,X,) a
kone¢ny seznam skaldri? (a1, ..., an), lze utvofit linedrni
kombinaci

- Xita-Xbtaz-X3+...+ap X,

n
znalenou i E a;j - X nebo E aj - Xi

i=1 ie{1,..,n}

Té&mto skalarim ¥ikdme koeficienty linedrni kombinace.
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Linearni kombinace

Definice

Seznam (také: skupina) vektorl je bud prazdna posloupnost ()
nebo kone&nd posloupnost (xi,...,X,).

Pozor: je rozdil mezi seznamem a mnoZinou
(X1, X2, X3) # (X3, X2, X1) V. {X1,%2, X3} = {X3, %0, X1 }

(X1, X1, %) # (X1, %) vs. {X1, X1, %} = {x1,%}

Definice (linedarni kombinace kone¢ného seznamu vektori)
Pro seznam vektor( tvaru

O () definujeme & jako jeho (jedinou moZnou) linedrni kombinaci
(s prédzdnym seznamem koeficienti).

n

Q (Xi,...,Xn) je vektor E aj - X; jeho linedrni kombinace (se
i=1

seznamem koeficientl (a1, ..., an)).
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Linearni kombinace

Zobecnéni pfedchoziho (zatim jen slogan)

Linearni kombinace seznamu (ay, ..., ax) v R" vytvateji ,rovny
kus" prostoru R".

Tento ,,rovny kus" prostoru R” prochazi po¢atkem a ma smér
(al, ey ak).

PF¥isti prednasky: témto ,,rovnym kusiim® v R" budeme ¥ikat

s ’

linedrni podprostory R".

Pochopitelnég, v pfistich pfednaskach budeme pracovat daleko
abstraktnéji nez v R".

Slogan je reklamni heslo!

Na pFednasce budeme zmifiovat ¥adu slogani. Slogany maji slouZit
k intuitivnimu pochopeni. Slogany v Z2ddném p¥ipad& nemohou
nahradit p¥esnd zné&ni definic, vé&t, atd.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa
Linearni prostor nad obecnym télesem
Linedrni kombinace

Linearni prostory nad F

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 1.1-1.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minula prednaska
Linedrni prostor nad R jako zobecn&ni (nap¥iklad) prostoru
orientovanych usecek v roviné.

Dnesni prednaska
© Téleso F jako zobecnéni redlnych &isel.

@ Linedrni prostor nad F jako zobecnéni pojmu linedrni prostor
nad R.

© Ddilezité: povdmneme si, Ze dilkazy typicky nesouvisi
s konkrétnimi operacemi; souvisi s pouze s algebraickymi
vlastnostmi téchto operaci.?

Od pFisté budeme pracovat s linedrnimi prostory nad obecnym
télesem.

“Do jisté miry je tak dnedni pfednaska , kopii* pfednasky pfedchozi. Algebra

dovoli od pFi$té takovou marnotratnost nedopustit.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Séitani a nasobeni realnych ¢isel
Mnozina redlnych &isel R je vybavena dvéma funkcemi

+:RxR—=R, -:RxR—R

pro které plati nasledujici:
@ Vlastnosti s¢itani:

O Existuje 0 € R tak, Ze provs. ac R plati: a+0=04+a=2a
(existence nuly).

@ Provs. a,b,c € Rplati: (a+ b) + c = a+ (b+ c) (asociativita
s¢itdni).

© Pro V8. a,b € R plati: a+ b = b+ a (komutativita s¢itani).

@ Pro v8. a € R existuje pravé jedno b € R tak, Ze a+ b =0
(existence opacného &isla, znakime b = —a).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Sé&itani a nasobeni realnych &isel (pokrat.)
@ Vlastnosti nasobeni:

© Existuje 1 € R tak, Ze pro v&. a € R plati: 1 - a = a (existence
jednotky).

@ Provi. a,b,c e Rplati: a-(b-c) = (a- b) - ¢ (asociativita
nasobeni).

© Provs. a,b € R plati: a- b= b- a (komutativita nasobeni).

© Provdzanost s¢itdni a ndsobeni:

® Provs. a,b,ceRplati:a-(b+c)=a-b+a-c (levy
distributivni zdkon).

® Provs. a,b,ceRplati: (b+c)-a=b-a+c-a(pravy
distributivni zakon).

Q Test invertibility: pro v&. a € R plati: a # 0 iff existuje a~!.

Poznamka

Vyse uvedené vlastnosti byly podstatné pro zavedeni pojmu linedrni
prostor nad R (viz minulou pfednasku).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Priklady: dalsi ,,standardni* s¢itani a nasobeni

© Standardni s¢itdni a nasobeni raciondlnich &isel: ob& operace
na mnoziné Q spliuji stejné vlastnosti jako standardni s¢itani
a nasobeni na mnoZiné R.

@ Standardni s¢itdni a nasobeni komplexnich &isel: ob& operace
na mnoziné C spliuji stejné vlastnosti jako standardni s¢itani
a nasobeni na mnoZiné R.

© Standardni s¢itani a nasobeni celych &isel: ob& operace na
mnoziné Z nespliiuji stejné vlastnosti jako standardni s¢itani a
nasobeni na mnoZing R. Neplati test invertibility: napfiklad
2 #£0, ale 271 v Z neexistuje!?

aTest invertibility v R byl v minulé pfednd3ce podstatny! MnoZinu Z tedy
jako mnoZinu skalari nebudeme moci pouZit.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

P¥iklad: ,,nestandardni séitani a nasobeni
© Mnozina Z; = {0,1} s operacemi:
+]ofr _-Jo]1
001 0|00
110 101

@ Mnozina Z3 = {0,1,2} s operacemi:

Operace na mnoZinidch Z a Z3 spliiuji stejné vlastnosti jako
standardni s¢itani a nasobeni na mnoZiné R.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Slogan pro téleso

Teleso F je kolekce jakychkoli objektl (t&m budeme ¥ikat prvky
télesa F), které mezi sebou miZeme stitat a nasobit. S¢itani a
nasobeni v F spliiuji stejné vlastnosti jako standardni séitani a
ndsobeni v R.

Definice (té&leso)

Téleso je mnozina F, vybavena dvéma funkcemi
+:FxF—=F -:FxF—F
pro které plati nasledujici:
@ Vlastnosti s¢itani:
O Existuje 0 € F tak, Ze provs. a€ Fplat: a+0=0+a=2a
(existence nuly).
@ ProVs. a,b,c € Fplati: (a+ b) +c = a+ (b+ c) (asociativita
s¢itdni).
© Pro V& a,b € F plati: a+ b = b+ a (komutativita s¢itani).
@ Pro v8. a € F existuje pravé jedno b € F tak, ze a+ b =0
(existence opatného &isla, znatime b = —a).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Definice télesa (pokrat.)

@ Vlastnosti ndsobeni:
@ Existuje 1 € F tak, Ze pro v&. a € F plati: 1-a = a (existence
jednotky).
@ Provs. a,b,c € Fplati: a-(b-c) = (a- b)- c (asociativita
nasobeni).
© Pro V8. a,b € F plati: a- b= b- a (komutativita nisobenf).
© Provazanost s¢itdni a ndsobenf:
@ Provs. a,b,ccFplatia-(b+c)=a-b+a-c (levy
distributivni zakon).
@ Provs. a,b,ceFplati: (b+c)-a=b-a+c-a(pravy
distributivni zdkon).

Q Test invertibility: pro v8. a € F plati: a # 0 iff existuje a~ L.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

P¥iklady
@ Mnoziny Q, R, C se standardnim s¢itanim a nasobenim jsou
télesa.

yos

@ MnozZina Z se standardnim séitdnim a nasobenim neni téleso.
© MnoZiny Z; a Z3 jsou t&lesa (s¢itdme a ndsobime jako zbytky
po déleni 2, resp. 3).

Obecngji: mnozina Z, = {0,1,...,p — 1}, kde p je prvocislo,
je téleso, pokud ¢&isla s¢itame a ndsobime jako zbytky po
déleni p.
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Definice (linearni prostor nad télesem F)

Linedrni prostor nad télesem F je mnoZina L spolu se dvéma
funkcemi
+:LxL—>L, -:FxL—1L

pro které plati nasledujici:
@ Vlastnosti séitani:
@ Existuje 6 € L tak, Ze provs. X € Lplati: X+ 0 =0+ X=X
(existence nulového vektoru).
@ ProVvi X,y,Ze€ Lplati: (X+y)+Z=X+(y+2)
(asociativita s¢itani vektora).
© Pro 3. X,y € L plati: X+ ¥ = y + X (komutativita s¢itanf
o

vektori).
Pro v&. X € L existuje pravé jeden y € L tak, 2e X+ y =0
(existence opa&ného vektoru, znatime y = —X).
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Definice (linearni prostor nad té&lesem F), pokrat.

@ Vlastnosti ndsobeni skaldrem:
® Provi. X € L plati: 1- X = X (ndsobeni jednotkovym skaldrem).
@ Provi. a,beFavi Xelplatia-(b-X)=(a-b)-X
(asociativita ndsobeni skaldrem).
© Distributivni zakony:
® Provi.a,bcFavi. Xelplati: (a+b)-X=a-X+b-
(distributivita sou¢tu skalar).
@ Provi.acFaw X,yelplatia-(X+y)=a-X+a-y
(distributivita sou¢tu vektort).

x|

Pozndmka
Axiomy t¥i typl: chovdni operace +, chovdni operace - a vzdjemny

vztah obou operaci.

Definice je formalné stejna jako pro linearni prostor nad R. Jedind

zména: téleso R je nahrazeno obecnym télesem F.
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Pt¥iklady linearnich prostorti nad obecnym télesem F

© Prostory F" nad F, n > 1. Vektory jsou uspo¥adané n-tice

prvki F, psané do sloupce. Skalary jsou prvky télesa F.
2.14

Nap¥iklad: v (Z7)? je vektor (g) v Q3 je vektor [ —21.7 |,
12

V3i

@ Prostory F[x] polynomil v neurtité x s koeficienty z télesa F.
Skaldry jsou prvky télesa F, vektory jsou jednotlivé polynomy.
S&itdni a nasobeni je definovano analogicky jako v R[x].
Naptiklad: v Z3[x] plati:

v C? je vektor (2 . 4I> atd.

(2x+2)+(x+2) = 1
(2x+2)-(x+2) = 2x>+1
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Jednoduché dasledky definice
At L je linedrni prostor. Potom:
O Nulovy vektor je jednoznacné uréen.
@ Provs. Xe Lplati: 0-X=0.
© Opacny vektor k X € L je vektor (—1) - X.
Q Provs. a€Rplati: a-6=0.

Dikaz.
Q At existuji o1, 0> tak, Ze pro v&. X € L plati:
X+0l=0+X=Xax+0=0+X=X. Pak

musi byt nulovy vektor.
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Diikaz (pokrat.)
Q Plati: X+ (-1) - x=1-X+(-1)-Xx=(1-1)
Q Platha-0=a-(0-0)=(a-0)-0=0-0=0.

|
Velmi dalezity dusledek definice
At L je linedrni prostor, a € F, X € L. Pak a- X = & pravé tehdy,
kdyZ a =0 nebo X = 0.
Diikaz.
Diky ptedchozimu staéi dokazat pouze implikaci zleva doprava.
At a-X =0 a a#0. Potom existuje a—1. Tudiz
d=al-d=atl(a-x)=(ata)-x=1-X=x [ |

Povsimnéme si:
Dikazy jsou stejné, jako v minulé pfednasce!
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Linearni kombinace

Jaky nejobecnéjsi vypocet Ize v linedrnim prostoru vykonat?
© Napriklad mizeme setist Ety¥i vektory: X+ y + Z+ w.
Diky asociativité s¢itani nemusime psat zavorky.
@ Naptiklad mizeme nasobek vektoru opét vyndsobit: b - (a - X).
Diky axiomim jde opét o nasobek (b - a) - X.

© Obecnégji, miZeme scitat kone¢né mnoho nasobki vektord.

To znamend: je-li ddn kone&ny seznam vektort (Xi,...,%,) a
kone¢ny seznam skaldrG? (a1, ..., an), lze utvofit linedrni
kombinaci

a-Xita-btaz-Xz3+...+ap X,

n

znakenou i E a; - X; nebo E aj - Xi

i=1 ie{1,..,n}

T&mto skaldrim ¥ikdme koeficienty linedrni kombinace.
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Linearni kombinace

Definice

Seznam (také: skupina) vektor(i je bud prdzdnd posloupnost ()
nebo kone&na posloupnost (xi,. .., X,).

Pozor: je rozdil mezi seznamem a mnoZinou
(X1, %2, X3) # (X3, X2, X1) V. {X1,%2,X3} = {X3, %0, X1 }
(X1, %1, %2) # (X1, %) vs. {X1,%1, %} = {X1, %}

Definice (linearni kombinace kone&ného seznamu vektorii)
Pro seznam vektor( tvaru

© () definujeme & jako jeho (jedinou moZnou) linedrni kombinaci
(s prazdnym seznamem koeficientd).

n
Q (Xi,...,Xn) je vektor g aj - X; jeho linedrni kombinace (se
i=1
seznamem koeficientd (a1, ..., ap)).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa
Linearni prostor nad obecnym télesem
Linearni kombinace

P¥iklad (geometricky vyznam linearni kombinace)

Pro seznam (a1) v R?
—

a seznam (2.5) redlnych &isel je

> » 2.5 -a;
ai

linedrni kombinace.

Véechny mo?né linedrni kombinace vektoru a; vytvareji v R?
primku prochézejici potatkem (se smé&rem aj).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa
Linearni prostor nad obecnym télesem
Linearni kombinace

P¥iklad (geometricky vyznam linearni kombinace)

Pro seznam (ay,ap) v R3
a2
\—> ai

a seznam (2.1, 1.3) redlnych &isel je

1.3 -a» 21-a1+13-a»
a2

N 2.1- ai

Vgechny mo#né linedrni kombinace seznamu (ay, ap) vytvareji v R3
rovinu prochazejici po¢atkem (se smérem (a1, az)).
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Linearni kombinace

Vyznam linedrnich kombinaci (zatim jen slogan)

At L je linedrni prostor nad F.

Linedrni kombinace seznamu (xi,...,x,) v L vytvateji ,,rovny kus"
prostoru L.

Tento ,rovny kus" prostoru L prochazi po¢itkem 6 a ma ,smér"
(Xiy .y Xn)-

PF¥isti prednaska: témto ,,rovnym kusiim” v L budeme Fikat linedrni
podprostory L.
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Linearni kombinace

P¥iklad (linearni kombinace a soustavy rovnic)

Existuji koeficienty x, y v Z7 tak, Ze v (Z7)? plati rovnost

(2 Ly 6\ (2
*\3) Y 1) " (6
Dva pohledy na tento problém:

© Hleddame prvky x, y v Z7 tak, Ze plati

2x + 6y =
3x+1ly =

To znamena: koeficienty linedrni kombinace jsou YeSenim jisté
soustavy linedrnich rovnic nad Z7.
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Linearni kombinace

P¥iklad (linearni kombinace a soustavy rovnic, pokrat.)

(5

© Pro zadané vektory

70

hleddme ,,nataZeni" Cervenych vektor(i tak, aby modry vektor
byl GhlopFickou EtyFihelnika: =

o

Pozor: vySe uvedeny obrazek je ,slogan”! Pracujeme totiz
4 2
\% ( 7) .
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Linearni kombinace

Zobecnéni pfedchoziho (zatim jen slogan)

Hleddme-li pro pevny seznam (a,...,as) a pevny vektor b v F"
redlné koeficienty xi, ..., xs tak, aby platila rovnost

x1-a1+...+xs-as=Db

pak Ize na tuto uUlohu pohliZzet dvéma zpdsoby:
© Resime soustavu r linedrnich rovnic o s neznamych.

© Hleddme ,nataZeni" vektorl aj, ..., as pomoci skalarl xi,
..., Xs tak, aby vektor b tvo¥il thlopFi¢cku rovnobé&Znosténu.

PF¥isti predndsky: druhy pohled na tuto dlohu ndm dovoli
vybudovat elegantni metodu ¥eZeni (Gaussovu eliminaci).
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Linedrni obal
Linearni podprostor linearniho prostoru

Linearni obal a linearni podprostor

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 1.5 a 1.6 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minula pfednaska
© Definice linedrniho prostoru (nad obecnym t&lesem).
© Linearni kombinace.

Dnesni pfednaska
© Linedrni obal mnoziny vektora.

© Linedrni podprostor linedrniho prostoru.
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PFipomenuti
V linedrnim prostoru miZeme zjednoduSovat zapisy:
© Pi%eme: —X misto (—1) - X. Jde o opa&ny vektor k vektoru x
(dokédzano minule).

@ Piteme: X{ + % + - -+ + X,_1 + X, misto

(...04 + %)+ + Xp—1) + X,. Divod: asociativita s¢itani
vektord(.
Linedrni kombinace seznamu (Xi, ..., X,) s koeficienty a1, ..., ap

n
z télesa F je vektor g aj - X;.
i=1
Linedrni kombinace prazdného seznamu () je nulovy vektor.
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Konetné a nekone¢né mnoziny
P¥ipomenuti:? mnoZina p¥irozenych &isel N = {0,1,2,...}.
© MnoZina M je koneéna, kdyz ma presné n prvkd, kde n je
néjaké ptirozené &islo.
To znamend: M je kone&nd, kdy? bud
M = (mnoZina M m3 0 prvki),
nebo

M ={x1,...,x,}, kde n > 1 je p¥irozené &islo (v tom p¥ipadé
ma mnoZina M n prvki).

© MnoZina M je nekonetna, kdyZ neni konecna.

Naptiklad N, Q, R, C jsou nekone¢né mnoziny. MnoZina R[x]
je nekonedna.

“Dilezité: v této pfedndsce nula je pFirozené &islo.
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Linearni obal

Definice (linearni obal mnoziny vektori)
At M je jakakoli mnoZina vektor( linedrniho prostoru L. Linedrni
obal mnoZiny vektorii M je mnoZina span(M), definovand takto:

n
X € span(M) pravé tehdy, kdyz? x = Z aj - X
i=1

pro n&jaké n > 0, n&jakd aj,...,a, € F a n&jakad x1,...,x, € M.

?Pozor: prazdna linedrni kombinace je rovna vektoru 0.

Ujasnéni si definice span(M)

X € span(M) prévé tehdy, kdyZ existuje n&jaky seznam S vektort
z mnoziny M tak, Ze X je roven n&jaké linedrni kombinaci seznamu
S.

To jest: span(M) je mnoZina viech moznych linedrnich kombinaci,
které Ize z M utvofit.
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Linearni obal

Ptiklady (viz minulé pfednasky)

@ Pro — a1

v R? je span({a;}) p¥imka prochézejici po¢atkem se sm&rem

(a1).
Q Pro

az
\—> ai

v R3 je span({a1,a,}) rovina prochazejici potatkem se
smé&rem (a1, az).

Pozor: pro A —+ 3 a;

v R3, linedrni obal span({a1,a,}) nenf rovina! Jde opé&t
o pfimku. Jak poznat o co jde? Uvidime pfFisté.?

“Toto téma se zove linedrni zavislost a linedrni nezavislost.
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Linearni obal

Uzavérové vlastnosti linearniho obalu
Q Je-li M C N, potom span(M) C span(N).
@ Pro v8. M plati: M C span(M).
© Pro v&. M plati: span(span(M)) C span(M).

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

Vysvétleni uzavérovych vlastnosti (slogan)

Linedrnimi kombinacemi tvofime ,,rovné kusy" linedrniho prostoru
(viz minulou pfednagku).

MnoZina span(M) je tedy ,zabaleni" mnoZiny M tak, aby
vysledkem byl ,,co nejmensi rovny kus", ktery obsahuje M.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Definice (linearni podprostor)
At W je podmnozina linedrniho prostoru L. Rekneme, se W je
linedrni podprostor linedrniho prostoru L, kdyZ plati span(W) C W.

Slogan pro linearni podprostor

Podprostor je ,, dobra“ podmnoZina prostoru. Zadnou linearni
kombinaci nelze z linedrniho podprostoru ,utéct".

Tvrzeni
@ span(M) je vzdy linedrni podprostor. Jde o nejmensi
podprostor, ktery obsahuje mnoZzinu M.

© MnoZina M je linedrni podprostor pravé tehdy, kdyz
span(M) = M.

Dikaz.
P¥ednaska. [ |
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Tvrzeni

At L je linedrni prostor. Podmnozina W C L je linedrnim
podprostorem prostoru L pravé tehdy, kdyz plati:
© G je prvkem W (uzavienost W na nulovy vektor).

—

@ X+ y je prvkem W, pro kazdé X,y € W (uzavienost W na
soulet vektor().

© a-xXjeprvkem W, pro kazdé a € F a kazdé x ¢ W
(uzavfenost W na skaldrni nasobek).

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

Dalsi slogan pro linearni podprostor

Linedrni podprostor vZzdy obsahuje nulovy vektor a ,vydrzi*
operace souttu a skaldrniho nasobku.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Dilezité

At W je linedrni podprostor linedrniho prostoru L. Potom mnoZina
W sama o sobé je linedrnim prostorem, pokud s&itani vektorl ve
W a nasobeni vektoru skaldrem ve W definujeme stejné jako

v prostoru L.

Obrécené tvrzeni ale neplati: napfiklad W = {<)1(> | x € R} neni

linedrnim podprostorem R?. Ale mnoZina W spolu s operacemi

(1) ()=037) == ()= (V)

tvofi linedrni prostor nad R.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

P¥iklady
© Kazdy linedrni prostor je sam svym podprostorem.

@ Mnozina {G} je vzdy linedrnim podprostorem.?

© R3 je linedrni prostor (operace jsou definovany po slozkach).

X
O Wy ={|y| €R3| z=0} je linedrnim podprostorem R3.
z

X

@ Wo={|y| €R3|z=1} neni linedrnim podprostorem R3.

z
Pozor! Na mnoziné W, Ize definovat strukturu linedrniho
prostoru (cvieni).

“Tomuto podprostoru ¥ikdme trividlni podprostor.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

P¥iklady (pokrat.)

@ Oznalme jako R=3[x] mnoZinu viech redlnych polynomi
stupn& maximaln& 3 a jako R<13[x] mnoZinu v&ech redlnych
polynomi stupné maximalné 136.

Potom R=3[x] je linedrni podprostor linesrniho prostoru
RS130[4].
Obecngji: At F je t&leso. Oznatme jako F<"[x] mnoZinu viech
polynom( nad F stupné maximalné n, n > 0.
Jakmile n < m, je F<"[x] linedrni podprostor linedrniho
prostoru F<M[x].

@ Pro kazdé n > 0 je F="[x] linedrni podprostor linedrniho
prostoru F[x].
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Vlastnosti linearnich podprostorti
At L je linedrni prostor.

@ Priinik libovolného systému {W; | i € I} podprostorii prostoru
L je linedrnim podprostorem prostoru L.

@ Sjednoceni systému {W; | i € I} linedrnich podprostori
prostoru L obecné linedrnim podprostorem prostoru L neni.

Diikaz.

P¥ednagka. [ |

Definice (spojeni linearnich podprostorii)

At {W; | i € I} je systém linedrnich podprostorl prostoru L.
Linedrnimu podprostoru span(|J;c, W;) prostoru L ¥ikdme spojeni
podprostord W;, i € I, a znalime jej?

\ wi

iel

?V p¥ipad& dvou podprostorii pouZivdme i znaceni Wi VvV Wh.
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Linearni podprostor linedrniho prostoru

Klasifikace linearnich podprostorii prostoru R3
Véechny podprostory R3 jsou bud

© Jednoprvkova mnoZina obsahujici pouze pocatek.
nebo

@ KaZda p¥imka prochazejici pocatkem.
nebo

© Kazda rovina prochazejici po¢atkem.
nebo

Q Celd mnozina R3.

Duikaz.

V ka?dém z uvedenych bodi je linedrni podprostor prostoru R3.

To, %e #adné jiné linearni podprostory prostoru R3 neexistuji,
ukaZeme pozdégji.?

“Budeme k tomu potfebovat pojem dimense.
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Trivialni a nulové linearni kombinace
Linedrni zavislost a nezévislost

Linearni zavislost a nezavislost

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitole 3.1 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minulé prednasky
@ Linedrni kombinace.
@ Definice linedrniho obalu.

© Definice linedrniho podprostoru.
Dnes$ni prednaska

© Linedrni zavislost/nezdvislost seznamu a mnoZziny vektori
v linedarnim prostoru.
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PFipomenuti
Q Pro

az
\_> ar

v R3 je span({a1,ay}) rovina prochazejici potatkem se
smérem (a1, az).

Q@ Pro Ay ¢——— a;

v R3, linedrni obal span({aj,a,}) rovina neni.

V mnozin& {a1,az} je (napf¥iklad) vektor ay ,zbyte€ny
vzhledem k tvorbé& linedrnich kombinaci*.?

Plati totiz span({a1,a2}) = span({a1}).

?Za chvili budeme ¥ikat, Ze mnoZina {a1,a>} je linedrn& zavisla.
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Trividlni a nulové linearni kombinace

Definice

Linearni kombinace a; - X1 + - - - + ap - X, je trividlni, pokud
ag=a=---=a,=0.

V opa&ném p¥ipadé je linedrni kombinace a; - X1 + - -+ + a, - X,
netrivialni.

Poznamky

© Trivialni linedrni kombinace je vZdy rovna nulovému vektoru:

rovnost 0 - X1 + --- + 0. X, = 0 plati, protoZze 0- X = &, pro
jakykoli vektor X (dokdzano minule).

O | netrividlni linedrni kombinace miZe byt rovna nulovému
vektoru: napfiklad X — X = 0, pro jakykoli vektor X.

© Linearni kombinaci, ktera ddva nulovy vektor, také fikdme
nulova kombinace.?

?Pozor: trividlni kombinace je vzdy nulovd. Nulovd kombinace nemusi byt
trivialni.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Definice (linearni nezavislost seznamu vektorii)
Rekneme, ¥e seznam S vektorii je linedrné nezavisly, pokud plati
jedna z podminek:

Q@ Seznam S je prazdny.

@ Seznam S je tvaru (X, ..., X,) a plati: kdykoli

al-Xi+---+a,-xX,=0,pakar=a=---=a,=0.

Rekneme, 7e seznam S je linedrn& zavisly, pokud nenf linedrn&
nezavisly.

Priklady
© Prazdny seznam () je vzdy linedrn& nezavisly.
@ Seznam (0) je vzdy linedrné zavisly.

© Seznam, ve kterém se opakuje vektor, je vZdy linedrné zavisly.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

P¥iklad
Nulova linedrni kombinace x; -a1 +...xs-as = o v F", kde
ail ais
ai azs
a; = sy as =
arl ars

kéduje soustavu r linedrnich rovnic

x1a11 +x0a12+ -+ xs91s = 0
X1a21 + xpaxn + -+ xsas = 0
x1ar1 +Xx2ap2+ -+ Xxsas = 0

0 s neznamych nad F.
Seznam (ay,...,as) je linedrn& nezavisly pravé tehdy, kdyZ tato
soustava ma pouze trividlni ¥eSeni x; = xp = --- = xg = 0.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Definice (linearni nezavislost mnoziny vektorii)
At M je mnoZina vektor(i v linedrnim prostoru L. Rekneme, se M
je linedrné nezavisla, pokud plati jedna z nasledujicich podminek:
© MnoZina M je prazdna.
Q@ M= {x1,...,%,} je neprazdna kone&nd mnoZina a navic plati:
kdykoli a1 - x4 +---+a,-X, =0, pakay=a=---=a, =0.
© M je nekonednd mnozina a kazda jeji kone¢na podmnozina je
linedrné nezavisla.
Rekneme, 7e mnozina M je linedrné zavisla, pokud nenfi linedrné
nezavisla.
Prakticky test linearni nezavislosti neprazdné mnoziny M
Musi platit nasledujici implikace:
At a;- X +-+-+an - X, = 0, kde n > 0 je p¥irozené &islo,
vektory Xj, ..., X, jsou z M a skaldry a1, ..., a, jsou z F.
Potomai=a,=---=a,=0.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Priklady
© {07} je linedrn& zavisla mnoZina v jakémkoli linedrnim prostoru
L.
Obecngji: at 6 € M, potom M je linedrn& zavisld mnoZina.
1 0 0
@ Mnozina {[0],[1],([0]} jelinedrn& nezavislda mnoZina
0 0 1
v R3.
Obecnéji: definujte pro i = 1,..., n, vektor e; € R" jako n-tici
majici na i-té posici 1 a viude jinde 0. Potom {ei,...,e,} je
linedrné nezavisla mnoZina v R".
© Nekonetnd mnozina {1, x, x2, x3 . } je linedrn& nezavisla

mnoZina v prostoru ponnomu R[x].
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Linedrni zavislost a nezdvislost

P¥iklady (pokrat.)

1 -1 1
©Q Mnozina {[—-7],[ 2 |,| 8 |} jelinedrn& zavisla
3 1 -9
mnoZina v R3.
Davod:
1 -1 1 0
2- -7 +3-[ 2 |+1 8 1=10
3 1 -9 0
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Tvrzeni

At M je linedrn& nezdvisld mnoZina vektoril v linedrnim prostoru L.
Jakmile N C M, je i N linedrné nezavislda mnoZina vektor(.

Duakaz.
Predndska. |

Slogan

Ubereme-li z linedrné nezavislé mnoziny vektori néjaké vektory, je
vyslednd mnoZina opét linedrné nezdvisla.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Tvrzeni

At M je linedrn& zavisld mnoZina vektor(i v linedrnim prostoru L.
Jakmile N je mnoZina vektor(i z L a plati M C N, je i N linedrné
zavislda mnozina vektord.

Dikaz.
Prednaska. [ |

Slogan
Ptiddme-li do linedrné zavislé mnoziny vektord néjaké vektory, je
vyslednd mnoZina opét linedrné zavisla.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Véta (charakterisace linearné nezavislych mnozin)

Pro mnoZinu M vektori z linedrniho prostoru L jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

@ MnozZina M je linedrné nezavisla.
@ Pro kazdy vektor X & span(M) je mnoZina M U {x} linedrn&
nezavisla.
Diikaz.
Ptednaska. |

llustraéni obrazek

X
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Véta (charakterisace linedarné zavislych mnozin)

Pro mnoZinu M vektord z linedrniho prostoru L jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

© MnoZina M je linedrn& zavisla.
@ Existuje V € M tak, Ze span(M \ {V}) = span(M).

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

llustraéni obrazek
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Generujici mnoziny a baze
Dimense
Baze obecnych prostort

Baze a dimense

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 3.1-3.3 a 3.6
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minulé pfednasky
© Linedrni kombinace, linedrni zavislost/nezavislost.

@ Linedrni obal seznamu/mnoZiny vektord.
Dnesni prednaska
© Baze linedrniho (pod)prostoru.

Intuitivni vyznam: baze je vybér systému soufadnicovych os.

@ Dimense linedrniho (pod)prostroru.

Intuitivni vyznam: dimense je pocet soufadnicovych os.
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Generujici mnoziny a baze

P¥ipomenuti

MnoZina M je konetnd, pokud bud M = () nebo M = {x1,...,x,}
pro n&jaké prirozené &islo n > 1. MnoZina M je nekonetna, kdyz
neni kone¢na.

Definice (mnoZzina generatori)

At W je linedrni podprostor prostoru L. Rekneme, Ze mno¥ina G
generuje W, kdyZ plati span(G) = W. (Rikdme také: G je
mnoZina generator( podprostoru W.)

Definice (kone&né generovany podprostor)

Rekneme, e linedrni podprostor W prostoru L je konetné
generovany, kdyZ existuje kone€nd mnoZzina jeho generdtori. (To
jest, kdyZ plati span(G) = W pro n&jakou kone&nou mnozinu G.)
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Generujici mnoziny a baze

Priklady
© Pro kazdy prostor L plati: L je mnoZina generator( prostoru L.

MnoZina generatorti L prostoru L obecné neni konetna a je
vZdy linedrn& zavisla (nap¥iklad: R? je nekonetnd linedrné
zavisld mnoZina generatorii prostoru R?).

@ Jak ), tak {&} jsou kone&né mnoZiny generdtori trividlniho
prostoru {G}. Divody: span(()) = {8} (minulé pfednasky) a
span({o}) = {0}

Vsimnéme si:
® 0 je linedrn& nezavisld mnozina generdtorl prostoru {&}.
@ {3J} je linedrn& zdvisla mnozina generatorl prostoru {J7}.

"y » -1 1 . ,
© Konetnd mnoZina G = {(_1> , (1>} generuje ,,osu prvniho
a t¥etiho kvadrantu® prostoru R%. MnoZ¥ina G je linedrné

zavisla.
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Generujici mnoziny a baze

Definice (baze)
Linedrn& nezavislé mnoZiné B, kterd generuje prostor L,

fikam
baze prostoru L. Je-li B konetnd, pak seznamu prvkd B ¥ikdme
usporadand baze.

Slogan pro bazi

Baze prostoru je ,,nejlispornéjsi” mnoZina generatord.
Priklady
O 0 je baze trividlniho prostoru {o7}.

@ Kazds z mnozin {@ , < _34>}, {((1)) , (2)} tvoH bazi

prostoru R2.

© Mnozina {1,x,x%,x3,...} tvo¥i bazi prostoru R[x] véech
redlnych ponnomu.
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Generujici mnoziny a baze

P¥iklad (kanonicka baze prostoru F", n > 1)
At F je jakékoli t&leso. Oznatme jako K, = (e1,...,e,) nasledujici
seznam vektort v F", n > 1:

e; ma jedni¢ku na i-té posici, vSude jinde nuly.

Potom Kj, je usporadana baze prostoru F".

Této usporadané bazi K, fikdme kanonickd baze prostoru F”.
(Také: standardni béze.)

P¥iklad: kanonicka baze K3 v R3.

1 0 0
ee=1(0 eo=1(1 e3s=10
0 0 1
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Generujici mnoziny a baze

P¥iklad: Fourierova baze pro n = 4 (varianta této baze je
pouzivana v JPEG)

2mi

Pro w =€+ =1, je seznam (1%, fi,f, 1?3:) kde

w0 1 w0 1

0 1 :

- w 1 = w i
fo= wl |l T 1] = w2 | | =1
w? 1 w3 —i

w0 1 w? 1
2 3 .
- w -1 = w —1i
h= wrl T 1) s wl | | =1
wb -1 w? i

uspotradana baze linedrniho prostoru C* nad télesem C.
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Dimense

Tvrzeni (Existence baze pro kone&né& generované prostory)

Kazdy kone¢né generovany prostor L ma koneénou bazi.
Navic: vSechny mozZné baze prostoru L maji stejny polet prvki.

Myslenka dikazu

Prvni tvrzeni: vime, Ze span(G) = L, kde G je koneZna. Lze
postupovat dvéma zpiisoby:

(1) ,Pridavat” do prazdné mnoziny ,duilezité" vektory z G.
(1) ,Ubirat" z G ,zbyte&né" vektory.
Detaily: pfednéska.

Druhé tvrzeni: Exchange Lemma (viz skripta, Lemma 3.2.10 a
cviceni).
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Dimense

Definice (prostor kone&né dimense)

Linearni prostor L ma dimensi n (zna&ime: dim(L) = n), kdyz
existuje baze B prostoru L, kterd ma n prvki,? kde n je p¥irozené
&islo.

?A tudiz, podle ptedchoziho, viechny baze prostoru L maji n prvki.

Priklady
Q Plati: dim(R") =n, n > 0.
@ Obecngji: pro jakékoli t&leso F plati dim(F") =n, n > 0.
© Plati: dim({o}) = 0.
© Prostor R[x] v8ech redlnych polynomii nema kone&nou
dimensi.

©

Podprostor R=3[x] (polynomy stupn& nejvyZe 3) prostoru R[x]
ma dimensi 4. UspoFadana baze je napt. (x3,x%, x, 1).
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Dimense

Poznamka
At dim(L) = n a at M je podmnoZina L, kterd ma m prvki.
Q Je-li M linedrné nezavisla, pak m < n.
@ At m = n. M je linedrn& nezdvisla pravé tehdy, kdy? plati
span(M) = L.
Diisledek (klasifikace linedrnich podprostorii R3)

Linedrni podprostory prostoru R® jsou pfesné tvaru span(M), kde

M (zamé&¥eni podprostoru) je linedrn& nezavisla podmnozina R3:
@ Potétek {3} (kdyz M m3a nula prvki).
@ P¥imky prochazejici potdtkem (kdyz M ma jeden prvek).
@ Roviny prochdazejici potitkem (kdyz M md dva prvky).
@ Celé R® (kdy?z M ma t¥i prvky).

Zobecnéni: klasifikace? linedrnich podprostor(i prostoru R"
(dokonce na linedrni podprostory prostoru F").

?To je ndro&né&j3i na predstavu, ale geometricky vyznam je podobny jako pro
linedrni podprostory prostoru R>.
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Dimense

Ptipomenuti (Téma 2A)

Podprostoru span(W; U W) ¥ikdme spojeni podprostori Wy a Wh.
Znaceni: Wi Vv Wh.

Véta (rovnost dvou linearnich podprostorii)

At Wi, Ws jsou linedrni podprostory prostoru L kone&né dimense.
Potom Wi = W, pravé tehdy, kdyz plati rovnost
dim(Wl) = dil’n(W2) = dlm( Wi v W2).a

?Diikaz: domdci cvi€eni. Postupujte nasledovné:
O At Wi = Wsh. Potom Wi vV Wsh = Wi, Tudi# plati rovnost
dim( W1) = dim( Wz) = dim(W1 \Y WQ).
Q At dim(W;) = dim(Ws) = dim(W; V Wh). Protoze Wi C WiV Ws a oba
podprostory maji stejnou dimensi, plati Wi = Wy vV Wh.
Rovnost W, = Wi vV Ws se dokaZe analogicky.
Celkové: Wy = Wy v Wo = Wh, hotovo.
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Dimense

Disledek (dulezity pro Frobeniovu vétu, téma 6A)

At W je linedrni podprostor prostoru L kone&né dimense. Pro
vektor V jsou nasledujici podminky ekvivalentni:?

Q@ veWw
Q@ dim(W) = dim(W V span(V))

?Diikaz: domdcfi cviteni. Postupujte nasledovng:
© Dokazte: V € W iff span(vV) C W iff W = W V span(V).

@ Poutzijte v&tu z predchozi strdnky: W = W V span(V) iff
dim(W) = dim(W V span(V)) = dim(W Vv (W V span(V))).

=W Vspan(V)
Mé&l by pomoci obrézek situace, kdy vV ¢ W:

—

v
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Generujici mnoziny a baze
Dimense
Baze obecnych prostorii

P¥ipomenuti (princip inkluse a exkluse)

At A a B jsou kone¢né mnoZiny.

A B

Oznadime-li polet prvki mnozin A, B, AN B a AU B jako
card(A), card(B), card(AN B) a card(AU B), potom plati rovnost

card(AU B) + card(AN B) = card(A) + card(B)
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Dimense

Véta (o dimensi spojeni a priiniku)

At je L linedrni prostor kone¢né dimense. Potom, pro libovolné
linedrni podprostory Wi, Wh, plati rovnost
dim( Wi v Wz) + dim( Win W2) = dim( Wl) + dim( WQ).

Diukaz.
P¥ednaska.

Slogan pro vétu o dimensi spojeni a praniku
Jde o ,princip inkluse a exkluse® pro linearni prostory koneéné
dimense. Dimense hraje roli po¢tu prvki.?

?Znovu upozoriiujeme: slogan je reklamni heslo, nikoli skute¢nost.
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Baze obecnych prostori

Véta (za pfedpokladu (AC))
Kazdy linearni prostor L ma bazi.
Diikaz.

Naroény: nebudeme dokazovat. |

Poznamka

PY¥edpoklad (AC). Zkratka (AC) znamend Axiom of Choice, &esky:
axiom vybéru.

Jedn3d se o tvrzeni: kartézsky soucin libovolného systému
neprazdnych mnoZin je neprdzdnd mnozina.?

Tvrzeni (AC) je nezavislé na zadkladnich axiomech teorie mnoZzin.
Srovnejte s axiomem o rovnobézkach z geometrie.

“Ve skriptech je pouZita ekvivalentni formulace (AC), tzv. Zornovo Lemma.
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Generujici mnoziny a baze
Dimense
Baze obecnych prostori

Pozor: stejny prostor nad rliznymi télesy ma rizné vlastnosti

© Mnozina C v8ech komplexnich &isel je

@ linedrni prostor dimense 1 nad télesem C,
@ linearni prostor dimense 2 nad télesem R.

© Mnozina R v8ech redlnych Cisel je
@ linedrni prostor dimense 1 nad télesem R,
@ linearni prostor nekonetné dimense nad télesem Q.?

“Nepovinné: takzvand Hamelova baze redlnych &isel, viz P¥iklad 3.6.5 skript.

Dasledek: méli bychom vzdy psat, nad jakym télesem
o linedrnim prostoru mluvime!
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Soufadnice vzhledem k uspofadané bazi
Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Souradnice vzhledem k uspofadané bazi a
komutativni diagramy

Odpt¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 3.1-3.3 a 2.2
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Soufadnice vzhledem k uspofadané bazi
Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Minula prednaska
© Baze linedrniho (pod)prostoru.
Intuitivni vyznam: baze je vybér systému soufadnicovych os.
@ Dimense linedrniho (pod)prostroru.
Intuitivni vyznam: dimense je pocet soufadnicovych os.
Dnesni prednaska
@ Soutadnice vektoru vzhledem k usporadané bazi.

Intuitivni vyznam: soufadnice vektoru udavaji , Gseky" vektoru
na jednotlivych soufadnicovych osach.

@ UkaZeme velmi uZitetny pohled na zobrazeni (funkce):
kalkulus komutativnich diagramd.
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Soufadnice vzhledem k uspotadané bazi

Véta (existence soufadnic vzhledem k uspofadané bazi)

—

At seznam B = (by, ..., b,) tvo¥ bazi linedrniho prostoru L. Pro
kazdy vektor X v L existuje jediny seznam (a1, ..., a,) prvki F tak,
e X=a1-b1+---+a,- by

Diukaz.
P¥ednaska. [ |

Definice (soufadnice vzhledem k uspofadané bazi)

Seznamu (a1, ..., an) z pfedchozi véty ¥ikdme soufadnice vektoru X
vzhledem k uspotadané bizi B = (El, A 5,,) Znaceni:?

ai
coordg(X) =

dn

?Tj, soufadnice vektoru X chdpeme jako dal3i vektor: vektor soutadnic v F".
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Soufadnice vzhledem k uspotadané bazi

P¥iklad (soutadnice stejného vektoru k riiznym bazim)

Seznamy Kp = (<(1)> , ((1)>) B = (<i> ) <§)) jsou usporadané

baze prostoru R?. (Seznam K3 je kanonickd baze prostoru R2.)

e ()-()  eome(3)-()
B0 600
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Soufadnice vzhledem k uspotadané bazi

Dulezita vlastnost kanonické baze

P¥ipomenuti: prostor F" nad F ma kanonickou bazi
K, = (e1,...,ep), kde

1 0 0
0 1 0
€ = €& =1.1:---y ©n=

0 0 1

X1 X1

At x = | : | je vektor v F". Potom coordg,(x) =
Xn Xn
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Soufadnice vzhledem k uspotadané bazi

P¥iklad (soufadnice stejného vektoru k riiznym bazim)
Seznamy
B; = (1,x,x%) By = (x°,x,1)

jsou usporadané baze linedrniho prostoru R<2[x] redlnych
polynomi stupné nejvyse 2.

Plati:
4 3
coordp, (3x°—2x+4) = | -2 coordp,(3x°—2x+4) = | -2
3 4

3x22x+4 = 4-14(—2)-x+3-x%,  3x*—2x+4 = 3-x°(—2)-x+4-1
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Soufadnice vzhledem k uspotadané bazi

Tvrzeni (linearita vypoctu soufadnic)
At B je (jakdkoli) kone&nd uspotadand baze linedrniho prostoru L.
Potom pro zobrazeni X — coordg(X) plati:®

© coordg(X + ¥) = coordp(x) + coordg(y).

—

@ coordg(a- X) = a- coordg(X)

?Tyto dv& vlastnosti jsou velmi dileZité. P¥i$t& je budeme studovat
abstraktn& (vedou k pojmu linedrniho zobrazen).

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Soufadnice vzhledem k uspotadané bazi

Dusledek: diilezita vlastnost kazdé uspofadané baze

—

At B = (b, ..., by) je jakdkoli uspo¥adana baze prostoru L.
Potom plati:

1 0 0
S - 1 . 0
coordg(b1) = | . |, coordg(b2) = | . | ,..., coordg(b,) =
0 0 1
Obecné plati:
ai
n N n . a
coordB(Z ai- b)) = Z aj - coordg(b;) = 2
i=1 i=1
dn
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Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Neékolik pfipomenuti

© Zadat zobrazeni (také: funkci) f : X — Y znamena: pro kazdé
x € X zadat pravé jedno y € Y. Toto y znalime f(x)
(funk&ni hodnota v x).
Pideme? i x — f(x), f : x — f(x).

© Prozobrazenif: X =Y, g: Y —>Zznalimeg-f . X > Z
sloZzené zobrazeni x — g(f(x)).

“Dilezité je rozlisovat: Sipka f : X — Y versus $ipka s patkou x — f(x).

Poznamky
@ Slova funkce a zobrazeni znamenaji totéz.

@ Skladani zobrazeni znatime stejné jako ndsobeni (tj. tekou).
Uvidime pozdégji, Ze sklddani zobrazeni skute¢né je jisty druh
nasobeni.
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Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Neékolik pfipomenuti (pokrat.)
© PYesna definice zobrazeni f : A — B zni:

Zobrazeni f : A — B je podmnoZina A x B takova, Ze pro
viechna a € A existuje pravé jedno b € B tak, ze (a,b) € f.

Potom lze dokazat:
@ Pro libovolnou mnoZinu B existuje pravé jedno zobrazenf{

f:0— B.
@ Pro libovolnou mnoZinu A existuje pravé jedno zobrazeni

f:A— {b}.
© Je-li A neprdzdnd mnoZina, pak neexistuje zobrazeni f : A — 0.
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Soufadnice vzhledem k uspofadané bazi
Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Neékolik pfipomenuti (pokrat.)

© Komutativni trojihelnik:
X—F sy

oA

znamend h= g - f, tj. h(x) = g(f(x)) pro viechna x € X.

@ Komutativni ¢tverec:

A8
|
X — Y
znamend h-f = k- g, tj. h(f(x)) = k(g(x)) pro viechna
x € A.
T
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Soufadnice vzhledem k uspofadané bazi
Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Neékolik pfipomenuti (pokrat.)

Q@ .Slepovani” komutativnich diagrama:?

AT .pB B—£.¢C
jestlize al lb a bl ¢ jsou komutativnf,

g-f
.\
A .5,

pak je i al b
X —— —
- 7

yx

Aa

¢ komutativni.

——W@
«

<
N

“Dalezité: projdéte si podrobn& P¥iklady 2.2.1-2.2.3 skript.
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Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Neékolik pfipomenuti (pokrat.)

@ ., Trhani" komutativnich diagram:?
gf

. N

f g
——B—
b

0

¢ komutativni,

— W
<_

A
JestliZe je al
X

<
N

— Y —

x y '3

B
pak ani al lb ani bl
Y

X——Y

komutativni byt nemusi.

“Dilezité: projdéte si podrobn& P¥iklady 2.2.1-2.2.3 skript.
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Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Neékolik pfipomenuti (pokrat.)
© Zobrazeni f : X — Y je prosté (také: injektivni nebo injekce),
kdyZ z rovnosti f(x1) = f(x2) plyne x; = xo.
© Zobrazeni f : X — Y je na (také: surjektivni nebo surjekce),
kdyZ pro kazdé y € Y existuje x tak, Ze f(x) = y.

@ Zobrazeni f : X — Y je bijekce (také: vzajemné jednoznainé),
kdyZ f je injekce a surjekce soulasné.
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Odbotka — zobrazeni (funkce) a komutativni diagramy

Znama fakta

O Identita na X, tj. idx : X — X, kde idx : x — x, je bijekce.

@ Platih-(g-f)=(h-g)-faidy-f=f=f-idx, kdykoli je
skladani definovano.

© SloZeni injekei je injekce, sloZeni surjekci je surjekce, sloZeni
bijekci je bijekce.

Q 7 : X =Y je bijekce pravé tehdy, kdyZ existuje jednoznatné
urené® g : Y — X tak, 2e g - f =idx a f - g = idy.

Tomuto jednozna&n& uréenému zobrazenfi se ¥ika inverse zobrazeni f a zna&f
se také FL.
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Linedrni zobrazeni
Linearni zobrazeni z F° do F'

Linearni zobrazeni

Odp¥ednesenou ldtku naleznete v kapitoldch 2.1, 2.2 a 4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
© Baze linedrniho prostoru a soufadnice vektoru vzhledem ke
konetné uspofadané bazi.
Dnesni pfednaska
© Linearni zobrazeni f : L; — L, zobecriuje zobrazeni
X+ coordpg(x), dané kone&nou uspofadanou bazi B.

© Zavedeme pojem matice linedrniho zobrazeni z F° do F*
(vzhledem ke kanonickym bazim).

Velmi dialezité pripomenuti

Vektory z prostoru F" piSeme jako sloupce.
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Linearni zobrazeni

Definice (linearni zobrazeni)

At Ly, L, jsou linedrni prostory nad F. Zobrazeni f: L; — L, pro
které plati f(x + x') = f(X) + f(X') a f(a- X) = a- f(X) pro v&. a

z F, pro V8. X, X' z Ly, ¥ikdme linedrni zobrazeni z L1 do L».
Priklady

@ At L m3 uspotadanou bazi B o n prvcich. Zobrazeni
coordg : L — F" je linedrni (minuld predndska).
@ Rada dalsich. ..

Poznamka (princip superposice)

f: Ly — Ly je linedrni pravé tehdy, kdyZ plati rovnost

f(i 3 %) = ia; f(%)
i=1 i=1

provs. a; zF avs. X z L.
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Linearni zobrazeni

Tvrzeni (zakladni algebraické vlastnosti linearnich zobrazeni)

© SloZeni linedrnich zobrazenf je linedrni. ldentita je linedrni
zobrazeni.

Q Jsou-lif: Ly — Lrag: Ly — Ly linedrni zobrazeni, pak i
zobrazeni

Dikaz.
P¥ednagka. [ |

Dasledek (linearni prostor linearnich zobrazeni)

Pro pevné linedrni prostory L1 a Ly nad F je mnoZina vSech
linedrnich zobrazeni z Ly do Ly linedrni prostor nad F. Tento
prostor zna&ime Lin(Ly, Lo).
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Linearni zobrazeni

Véta (linearni zobrazeni je uréeno hodnotami na bazi)

At B je baze? linedrniho prostoru Ly, at Ly je libovolny linedrni
prostor. Pak zadat

© libovolné zobrazeni h: B — Ly,
je totéz jako zadat

@ linedrni zobrazeni f : L1 — L.

?P¥ipomenuti (téma 3A): kaZzdy linedrni prostor ma bazi.

Dikaz.
Pro prostory kone¢né dimense: princip superposice.

Pro obecné prostory: mirné sloZitéjsi.
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Linearni zobrazeni z F° do F"

P¥iklad (popis libovolného linearniho zobrazeni f : F° — F')

P¥ipomenuti: Ks = (e1,...,es) je kanonicka baze prostoru F°.
Zadat linearni zobrazeni f : F° — F" znamena zadat seznam s
(ne nutné riznych) hodnot

an a2 ais
ani a2 azs
- - ) - - ety s) — 9s —
f(e1) =a;=| 31| ,f(ex) =ay= | 932 f(es) =as = | 93s
arl ar2 drs

v linedrnim prostoru F'.
Tomuto seznamu Fikdme matice (o r ¥adcich a s sloupcich).
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Definice (matice)

Matice A nad F o r Fadcich a s sloupcich je tabulka?

a11 a2 ... dls
ajr1 daz2 ... dos
drl dr2 ... drs

“Budeme také pouZivat polozkovy zapis A = (&jj)i=1,...,r,j=1,...,s Nnebo
sloupcovy zépis A = (a1, ...,as).
Nebudeme pouZivat: matice typu r X s, rozméril r X s, atd., pfipadné jesté horsi
zna&eni n x m. (Nebo m x n?) G

Poznamka
Matici A = (a1,...,as) o r Fadcich a s sloupcich budeme
ztotoznovat s linedrnim zobrazenim
A:ej+—>aj, j=1,...,s
z prostoru F° do prostoru F", a budeme psat A : F° — F".
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Priklad (matice zékladnich linedrnich transformaci v R?)

Kanonicka bize K, = (e, ez) v R?. Matice n&kterych linedrnich
zobrazeni z R? do R? (vzhledem ke K>) jsou:

© Projekce na osu x je ztotoznéna s matici P, = <1 0
1 1
0 0

Analogicky: projekce na osu y je ztotoZnéna s matici

00
P~ (5 3)
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Ptiklad (matice zakladnich linearnich transformaci v R?,
pokrat.)

@ Rotace (o thel «) je ztotozn&na s matici

cosa —sina
R.=1".
sina  cos«

. <T»a> O - (o)
(o)

© Zména méfitka (a # 0 a b # 0) je ztotozn&na s matici

a 0 . (1 0
(0 b)' Pro a=1, b = —1 dostaneme reflexi: <0 _1>.
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Linearni zobrazeni z F° do F"

P¥iklad (matice zakladnich linedrnich transformaci v R?,
pokrat.)

Q Zkoseni? (také: shear) je ztotoZn&no s matici
1 b
Sab = <a 1)

“Specidlni typy zkoseni (nad obecnym té&lesem) budou hrat daleZitou roli pfi
FeSeni soustav rovnic.

kde a,b € R.
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Co uz nyni vime?
Nap¥iklad diagram

Ra

R2_Re g2 Px g2

znamena nasledujici: nejprve ototte o thel o, potom proved'te
projekci na osu x.

Znatit se to musi Py - R, (jde o sklddani linedrnich zobrazenf). Co
ale ,ndsobeni tabulek” znamend? Odpovéd: jde o novou matici.

Jak novou matici najit?
e; — j-ty sloupec matice R, — 777
© Nadsobeni (skladani) matic: pFisti prednaska (téma 4B).
© Zbytek dnesni prednasky: jak obecna matice A: F° — F"
,zachazi" s obecnym vektorem z prostoru F°7
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Tvrzeni (vypotet hodnoty matice A v obecném vektoru x)

Pro matici A : F* — F" se sloupcovym zapisem (ai,...,as) a pro
X1
X2

vektor x = | . | plati
Xs

s
A:x»—>2xj-aj
j=1
Diikaz.
Y . . . - s .. . s .. .
ProtoZe A:ej—aj, tak A: Y70 X € > > 0 1 x-a). |

Znateni (nasobeni matice vektorem)
S v/
Vektor } ©_; x; - a; znatime A - x.
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Linearni zobrazeni z F° do F"

P¥iklad (rotace vektoru v R?)

cosa —sinwo
sinx cosa

cosa —sino X1 Cos « —sinw
sina  cos X0 sin o cos o
X1 COS ¥ — Xp Sin «
X1 SIn & + X» COS &

Rotace (o thel a): < > Potom soutin

P v X .
dava vysledek otoceni vektoru < 1> o thel a.
X2

Napfiklad pro a = 7:
-2\ <X1> _ (P V2 (Xl—xz)

g X2 Xl\é»_FXz\/» _7 X1+ X2

SN

2
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Poznamka (daldi vyznam zapisu A - x = b)
Zapis A - x pro x v F*, kéduje hodnotu linedrniho zobrazenf
A:F° — F v bodé x.
Zvolme pevné b v F". Hledejme viechna x v F* takova, Ze
A - x = b. Na tento problém se lze divat dvéma zpisoby:
© Hledame vzor bodu b pfFi linedrnim zobrazeni A : F°* — F'.

© Resime soustavu linedrnich rovnic.
Pocet sloupcli matice A je polet neznamych, pocet Fadki
matice A je polet rovnic v soustavé.

Pviklad

X1

10 -34 BRI 24 o X1 —3x3+4x, =24
276 3) |xs| T \8) € o0q+70+6x3+3x= 8
X4
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Sé&itani matic a skalarni nasobek matic
Soutin matic

Algebra matic

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 2.1, 2.2 a 4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 04B-2024: Algebra matic 1/16


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Sé&itani matic a skalarni nasobek matic
Soutin matic

Minula prednaska
© Pojem linedrniho zobrazeni z F* do F" a jeho maticovy zapis
(vzhledem ke kanonickym bazim).

Dnesni prednaska
© Zavedeme zadkladni algebraické operace s maticemi.

@ V pfisti pfednasce vse zobecnime pro prostory koneénych
dimensi; zavedeme pojem matice linedrniho zobrazenfi
(vzhledem k pevné zvolenym bazim).

Velmi dulezité pfipomenuti
Vektory z prostoru F" piseme jako sloupce.
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S&itani matic a skalarni nasobek matic

Jiz vime: Lin(F°,F") je linearni prostor nad F.

Jak se operace v Lin(F°, F") projevi na ,manipulaci s tabulkami*?
Pouzijeme sloupcovy zédpis matic.

Pro A= (ai,...,as) aB = (by,...,bs) askaldr az F je:

QO A+ B:F — F" matice se sloupcovym zapisem
(a1 +by,...,as+bs). Zapis A+ B ¢teme soucet matic A a B.

Q a-A:F° — F je matice se sloupcovym zipisem
(a-a1,...,a-as). Zapis a- A Eeme soutin skaldru a a matice
A.

Nulovy vektor? v linedrnim prostoru Lin(F°,F") je matice
Os, = (0,...,0), kde o je nulovy vektor v F".
———

s-krat

?Rikame také: nulova matice.
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S&itani matic a skalarni nasobek matic

P¥iklad: vypoéty v Lin(R3,R?)
@ Priklad souttu:

5 36\ (25 -2\ (78 4
-1 0 7 14 3) 10 4 10

@ Pviklad skalarniho nasobku:

S P S

© Nulovy vektor v v Lin(R3 R?) je:
000
O32 = (o 0 o>
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S&itani matic a skalarni nasobek matic

Poznamky k souétu matic a ke skalarnimu nasobku matic

S¢&itani matic a skaldrni nasobeni skaldrem jsou operace v linearnim
prostoru Lin(F*, F"). P¥irozend &isla s a r jsou pevna. Proto:

@ Scitat miZzeme pouze matice stejnych rozmérli. Pro matice
riznych rozméri neni s¢itani definovano.

Sloupcovy zépis souttu
(al,...,a5)+(b1,...,bs) = (al+b1,...,as+b5)

davd okamzité , polozkovy ndvod": chcete-li setist dvé matice
stejnych rozmérii, settéte poloZzky na odpovidajicich posicich.

@ Sloupcovy zapis skalarniho nasobku
a-(a,...,as)=(a-ay,...,a-as)
dava okamzité , poloZzkovy ndavod”: chcete-li matici vynasobit

skalarem, vyndsobte timto skaldrem kazdou polozku matice.
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S&itani matic a skalarni nasobek matic

Vlastnosti sou¢tu matic a skaldrniho nasobku matic
Protoze Lin(F*,F") je linedrni prostor nad F, plati:
Q@ A+0,,=0,,+A=A provs AzLin(F°,F).
Q@ A+B=B+A, provs. A BzLin(F°,F).
©@ A+(B+C)=(A+B)+C, provs. A, B, CzLin(F5,F").
Q Pro kazdé A z Lin(F*,F") existuje pravé jedno? B
z Lin(F*,F") tak, 2e A+ B = Oq,,.
Q@ 1-A=Aprovi AzLin(FF).
Q@ a-(b-A)=(a-b)-Aprovs. a bzFavs AzlLin(F,F).
Q@ a2 (A+B)=a-A+a-Bprovi.azFaprovi A B
z Lin(F*,F").
QO (a+b)-A=a-A+b-Aprovs. a, bzFaprovs A
z Lin(F®,F").

Tomuto jednozna&né uréenému B ¥ikdme opa&na matice k matici A a
zna&ime ji —A.
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Soutin matic

Pfipomenuti znateni (téma 4A)

Matice A se sloupcovym zdpisem A = (ay,...,as) je linedrni
zobrazeni z F° do F", dané predpisem

€; — aj, j=1...,s

Princip superposice dava
S S
E :Xj'ej*_> E :Xj'aj
=1 j=1

— s .. . it s .. P .
Pro x = ijlxj ej znatime } ;_; X; - a; jako A - x.

Proto
A:x—A-x
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Soutin matic

Definice (soutin matic)

Pro situaci?

AL, B
€; E— aj ——B- aj
je B - A matice,” jeji? j-ty sloupec je B - a;, kde a; je j-ty sloupec

matice A. Ve sloupcovém zapisu tedy plati
B-A=(B-aj,...,B-a,).

Matici B - A ¥ikdme soudin matic B a A.

“Diagram okamZzit& dava rozmérovou zkousku pro soudin matic B - A: polet
radkd matice A musi byt roven poctu sloupcl matice B. Jindy soudin matic
nedefinujeme, protoze by skladani neddvalo smysl.

bPolozkovy zapis soutinu B - A: pro A = (ak)k=1,....pj=1,
B = (bi)i=1,...,r,k=1,...,p j& B - A matice s polozkami (c¢j)i=1,

P
cj = E bix - akj
k=1

...,s a
worij=1,...,s, kde
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Soutin matic

Priklad (matice sloZenych linearnich transformaci v R?)

cosa  —sin a>

_ 10 . _
Projekce na osu x: (0 0>, rotace (o thel a): <sin o cosa

Sou&in matic

10 cosae —sina)  [(cosa —sina
00 sina cosa /] \ 0 0
je matice linedrniho zobrazeni ,nejprve otolte o thel «, potom

spoltéte projekci na osu x".
Soudin matic

cosa —sina 1 0\ [cosa O
sina cosa 0 0/ \sina O
je matice linedrniho zobrazeni ,nejprve spoctéte projekci na osu x,

potom otolte o ihel a".
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Soutin matic

P¥iklad (reflexe podle osy, ktera svira uhel a s osou x)

Jde o sloZené zobrazeni: nejd¥ive rotace o hel —a, potom reflexe,
nakonec rotace o uhel «.

cosa —sina) (1 0\ (cos(—a) —sin(—a)) _
sina  cosw 0 -1 sin(—a) cos(—a) )
cos2a  sin2a
sin2a  —cos 2«

Poznamka

Analogicky lze vytvofit matice zdkladnich linedrnich transformaci
v R”, n > 3. Aplikace: matematicka analyza, fyzika, grafika.?

“Dalezité: projdéte si podrobn& P¥iklady 4.1.6 a 4.2.9 skript.
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Soutin matic

Vlastnosti operaci s maticemi

@ Pro soutin plati asociativni zékon C- (B-A) = (C-B) - A,
kdykoli jsou jednotlivé souciny definovany.

@ Obecné neplati komutativni zdkon B - A = A - B (i kdyZ jsou
oba soutiny definovany).

© Pro kazdé n definujeme jednotkovou matici? E, : F? — F”
takto: E, = (e1,...,e,), kde ey, ..., e, jsou vektory
kanonické baze F".

Potom pro kaZdou matici A : F* — F’ plati:
E, A=—A=A-E..

?Matice E, je matici identického linedrniho zobrazeni id : F" — F".

Dikaz.

Okamzité z vlastnosti linedrnich zobrazeni. [ |
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Soutin matic

P¥iklad (popis obrazu projekce na osu x v R?)

At P, : R> — R? je projekce na osu x, ztotoZn&na s matici
P _ 10
*\o o)
Zajima nds, zda vektor b = <;) je projekci né&jakého vektoru
X1 . .
X = <x ) To lze zjistit algebrou matic:
2
o 1 0 X1 o X1 1 o
ex=o o) (2) - () £ () -»

Z3dny vektor x, jehoZ projekce na osu x je vektor b, neexistuje.

To ale znamena: soustava rovnic Py - x = b nema ¥esenil
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Soutin matic

P¥iklad (popis vzoru projekce na osu x v R?)

At P, : R? — R? je projekce na osu x, ztotozn&nd s matici

10
P~ (5 o)

Pro vektor b = 3) nds zajimaji v8echny vektory x = <§1) které
2

se na b projekci zobrazi. To Ize zjistit algebrou matic:

(1 0 x1\ _ (x\ _ (3) _
Pex=(o o) () = (5) = (0) -+
Regenim soustavy rovnic Py - x = b je mnoZzina vSech vektor(i x

3 - TR
tvaru (x , kde x> je libovolné realné &islo.?
2

?Re¥en’ Ize napsat i ve tvaru ((3)) + span( <(1))) Jak uvidime, tento druhy

zplsob zdpisu Feseni bude mit mnohé vyhody.
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Soutin matic

P¥iklad (projekce na osu x v R? neni invertibilni)

At P, : R> — R? je projekce na osu x, ztotoZnéna s matici

10
P (5 o)

Existuji matice A : R2 —s R? a B : R2 —» R? takové, %e

R2_A R2_ P g2 a R2_P~,R2_B ,R2
k—_/\ k—j
E2 E2

Intuice: Zaddné takové matice neexistuji, protoZe matice jsou
linedrni zobrazend.

Jak intuici dokdzat? Algebrou matic!
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Soutin matic

P¥iklad (projekce na osu x v R? neni invertibilni, pokrag.)

) L . aj; a bi1 b
Ptame se, zda existuji matice A = ( 1 12), B = < 1 12

a1 ax b1 b
1 0 . ai a2\ 1 0
0 0 dp1 adoo o 01

(bn b12>'<1 0)
by b22) \O O
Takové matice neexistuji, protoze

10 ) a11 412\ _ (411 4a12 7& 10
00 do1 a2 o 0 0 01
(e oa) o a)=(on o) # o 3)
bo1 b2 b1 01
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Soutin matic

Dusledek
Nenulovost Etvercové matice A typu n X n nezaruluje existenci
matic X a Y, které by ¥eSily rovnice A-X=E,aY- -A=E,.

Prot nas to zajima?

Otézka YeSitelnosti obecnych maticovych rovnic A- X =B a
Y - A = C je dilezitd. Pro¢?

Jde o zobecnéni ¥eSeni soustav linedrnich rovnic.
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Specidlni vlastnosti linearnich zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni
Priklady

Linearni zobrazeni, ¢ast 2

Odprednesenou latku naleznete v kapitolach 2.3, 3.4 a 9.1
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05A-2024: Linearni zobrazeni, €ast 2 1/21


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Minula prednaska
© Matice A = (a3, ...,as) (sloupcovy zapis matice, kazdy
sloupec aj je vektor z F") je ztotoZnéna s linedrnim
zobrazenim A: F°* — F', e; — a;.
Operace s maticemi odpovidaji operacim s linedrnimi
zobrazenimi.
Dnesni prednaska
© Pojmy jadro, obraz, defekt a hodnost linedrniho zobrazeni.
Tyto pojmy umozni jemné&jsi klasifikaci linedrnich zobrazeni.
© Pojem matice obecného linedrniho zobrazeni f: L1 — Ly

vzhledem k obecnym uspofddanym bazim. Prostory L a L;
musi mit kone¢nou dimensi.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Pfipomenuti (témata 4A a 3B)
© At Ly, L, jsou linedrni prostory nad F. Zobrazeni f: Ly — L»,
pro které plati f(X + X') = f(X) + f(x") a f(a- X) = a- f(X) pro
vé. azFavi X, X' z Ly, ¥ilkdme linedrni zobrazeni z L do L.
Q@ Zdpis A: F°* — F" znamena? A : e; — j-ty sloupec A.
Tudiz plati x — A - x, pro vSechna x z F°.
© Trojahelnik

g

e

?V terminologii dnesni prednasky: A : F* — F’ je matici zobrazenf{
A : ej — j-ty sloupec A vzhledem ke kanonické bazi. Ale nepfedbihejme @

je komutativni.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Definice (specialni vlastnosti linearnich zobrazeni)
Linedrnimu zobrazeni f : [{ — L, Fikame:
© monomorfismus, je-li f injektivni (také: prosté) zobrazeni.
@ epimorfismus, je-li f surjektivni (také: na) zobrazeni.

© isomorfismus, je-li f bijektivni (také: prosté a na) zobrazeni.?

?Ekvivalentn&: k zobrazeni f existuje inversni zobrazeni ! a toto inversni
zobrazeni je opét linearni.

Tvrzeni

SloZeni monomorfismii/epimorfismii /isomorfismi je
monomorfismus/epimorfismus/isomorfismus. Identita je
isomorfismus.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05A-2024: Linearni zobrazeni, &ast 2 4/21



Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni
Priklady

Definice (obraz a jadro)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni. MnoZin&
ker(f) = {x' | f(X) = o} ¥ikdme jadro f, mnoZin&
im(f) = {f(x) | X z Ly} ¥ikdme obraz f.

L1 L2

0

Slogany (tj. reklamni hesla, nikoli skutenost)

Jadro f ¥ika, jak moc je f monomorfismus.
Obraz f ¥ika, jak moc je f epimorfismus.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni

At f: Ly — L je linedrni zobrazeni. Pak ker(f) je podprostor Ly,
im(f) je podprostor L;.?

“Obecngji: {f(w) | w € W} je podprostor L, pro jakykoli podprostor W
prostoru Lj.

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

Definice (defekt a hodnost linearniho zobrazeni)

At f: Ly — L, je linedrni zobrazeni, at prostor L; ma kone¢nou
dimensi. Cislu def(f) = dim(ker(f)) ¥ikdme defekt linedrniho
zobrazeni f a &islu rank(f) = dim(im(f)) ¥ikdme hodnost (také:
rank) linedrniho zobrazeni f.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni
Priklady

Tvrzeni (Véta o dimensi jadra a obrazu)

At f: L1 — Ly je linedrni zobrazeni, at prostor L; ma kone&nou
dimensi. Pak def(f) + rank(f) = dim(L;).

Diikaz.
Bez dikazu (dikaz je napfiklad ve skriptech, Véta 3.3.6).
Ly Ly

def(f) = dim(ker(f)) rank(f) = dim(im(f))
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni (charakterisace monomorfismii)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at prostor L1 ma kone&nou
dimensi. Pak je ekvivalentni:

© f je monomorfismus.

Q def(f) =0.

© f respektuje linedrni nezdvislost (tj. obraz linedrn& nezivislé
mnoZiny je op&t linedrn& nezavisld mnoZina).

Dikaz.
P¥ednaska. [ |

Dasledek (monomorfismy a soustavy rovnic)

A :F° — F" je monomorfismus pravé tehdy, kdyZ soustava
A - x = 0 m3a pouze trividlni YeSeni.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni (charakterisace isomorfismii)

At f: Ly — L, je linedrni zobrazeni, at prostor L; ma kone¢nou
dimensi. Pak je ekvivalentni:

O f je isomorfismus.

O f je monomorfismus a epimorfismus soucasné.

@ def(f) = 0 a im(f) = L, soulasné&.

Q def(f) = 0 a dim(L;) = dim(Ly).

@ f respektuje linedrni nezdvislost (tj. obraz linedrn& nezavislé

mnoZiny je opét linedrn& nezdvisld mnoZina) a kazd4 rovnice
f(X) = b ma alespoii jedno Fegeni.

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05A-2024: Linearni zobrazeni, €ast 2 9/21



Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Dusledek (isomorfismy a soustavy rovnic)

A : F° — F" je isomorfismus pravé tehdy, kdyZ s = r a kazda

soustava A - x = b ma prdvé jedno feseni.

Definice (regularni a singularni matice)

Matice A : F" — F" typu je regularni (také: invertibilni, také:

isomorfismus), pokud existuje jednozna&né uréena matice A~!
takova, Ze plati rovnosti A~ - A = E, = A - A~l. Matici A~!
Fikdme inverse matice A.

Matice A : F" — F" je singuldrni, pokud neni regularni.

P¥iklad (rotace o thel o v R? je isomorfismus)
cosa —sina
Ra B < [ >
sina cosa

je reguldrni (invertibilni) matice.?

?Inversnim zobrazenim rotace o Ghel « je rotace o thel —a.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Dasledek (isomorfismy prostorii konetné dimense)
At dim(L;) = dim(Lp) = n. Potom je, pro linedrni zobrazeni
f:L; — Ly, ekvivalentni:

© f je monomorfismus.

@ f je epimorfismus.

© f je isomorfismus.
P¥iklad (dilezité a uZitetné: Lagrangeova interpolace)

At ai, ..., a, jsou navzajem riizna redlnd &isla. Linedrni zobrazeni

je monomorfismus, tudiZ isomorfismus.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 05A-2024: Linearni zobrazeni, &ast 2

11/21



Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

P¥iklad (Lagrangeova interpolace, pokratc.)
b
€V(a,,..,a,) J€& isomorfismus: pro kaZzdou n-tici | @ | v R" existuje
b,
jediny polynom? pp, . .)(x) v prostoru R="1[x] tak, Ze plati
P(by,....bn)(@i) = bi pro vechna i =1,... n.

1 3
-1 2 2
1 /’\—%X2+%X+%

X

?Rikd se mu Lagrangeilv interpola&ni polynom, viz skripta, P¥iklad 3.3.9.
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Specialni vlastnosti linedrnich zobrazeni

Tvrzeni (dalezité)

—

At B = (El, ..., by) je usporddand baze prostoru L. Potom
vypocet soutadnic v bazi B

coordg : L -+ F", X+ coordg(X)
je isomorfismus.

Dukaz.
P¥ednaska. [ |

Poznamka (dulezita)

Protoze isomorfni linedrni prostory se z abstraktniho hlediska nijak
nelisi, vidime: aZ na isomorfismus neexistuji jiné kone&né
dimensionalni linedrni prostory nad F neZ prostory tvaru F".
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Matice linedrniho zobrazeni

Definice (matice linearniho zobrazeni)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at B = (by, ..., bs) a
C=(d,...,C) jsou uspofddané baze prostori Lj a Lp. Matice
zobrazeni f (vzhledem k B a C) je takova matice Ag, pro kterou
plati Es x> Ag-x Er
coordBT Tcoordc
_

Ly - L

neboli:

coordg(x) ——— As - coordg(x) = coord(f(X)

I

X f(x)

~—

pro kazdy vektor X.
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Matice linedrniho zobrazeni

Tvrzeni (vypotet matice linearniho zobrazeni)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at B = (51, o Es) a
C=(c,...,C) jsou usporddané baze prostori L; a L. Potom
matice Af ma r ¥adkd a s sloupci. Navic j-ty sloupec matice Af je
tvoren soufadnicemi coordc(f(l;j)), zapsanymi do sloupce.

Dukaz.ej > j-ty sloupec Af = coordc(f(l;j))

x—Ag-x

FS 3 FI’

coord BT Tcoordc

LlﬁLg

)

I
ST

bj f f(
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Matice linedrniho zobrazeni

Véta (matice slozeného zobrazeni)

At Ly, Ly, L3 maji usporadané baze B = (by, ..., bs),
C=(&,...,&)aD=(dy,...,d,). Atf: Ly —~lrag:Lly— L3
jsou linedrni zobrazeni s maticemi A¢ (vzhledem k B a C) a Ag
(vzhledem k C a D). Potom g - f : L1 — L3 ma matici Ag - Af

(vzhledem k B a D).

Diikaz. x—Ag-Ag-x
FS xr—)Af-x Fp X}—)Ag.x Fr
coord BT Tcoord c Tcoord D
le s —— JLA3
gf
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Matice linedrniho zobrazeni

Véta (matice isomorfismu) . .

At Ly, L maji usporadané bize B = (by,..., by),

C =(c,...,Cn). At linedrni zobrazeni f : L; — L je isomorfismus
s matici zobrazeni A¢ (vzhledem k B a C). Potom existuje
jednoznaéné uréenad matice Af_1 splfiujici rovnosti

A;l -Af=E, =A¢- A;l. Matice A;l je matice A¢-1 inversniho
zobrazeni f~1 (vzhledem k C a B).?

“Tj. reguldrni (invertibilni) matice jsou pfesn& matice isomorfismi.

Duakaz. - XX ~
En x—Ag-X En x—(Af—1)x n
coordBT Tcoordc Tcoordg
le . Lo - j{
id
Proto A;' - Af = E,.. Druh4 rovnost analogicky. u
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Priklady

P¥iklad (vypocet matice pro derivovani)

F=3[x] je prostor polynomii stupné < 3 nad télesem F. Béze
B = (x3,x?,x',1). Zobrazen{

der : F=3[x] — F=3[x],
(asx3 + axx? 4+ ayx + ag) — (3a3x? + 2axx + a1)

je linedrni a ma ndsledujici matici vzhledem k B:

Ader =

O O wo
O N O O
= O O O
o O O O

Matice pro druhou derivaci: spoéitdme soudin Ager - Ader, atd.
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Priklady

P¥iklad (matice zobrazeni vzhledem k nekanonické bazi)

Linedrni zobrazeni f : R> — R? je ddno hodnotami

()= () + oG-t

Zobrazeni f tedy:
© . ProdluZuje" 2x mé¥Fitko v ose druhého a ¢tvrtého kvadrantu.

© . Zkracuje” 3x méfitko v ose prvniho a tfetiho kvadrantu.

-1

2 0
“f‘(o ;,>

Jak spoditat matici Bf zobrazeni f vzhledem ke kanonické bazi K57

Vzhledem k nekanonické bazi B = (( 1 ) , (1)) ma tedy f matici
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Priklady

Ptiklad (pokrat.)

Myslenka ¥eSeni: hledand matice B musi spliiovat rovnici
Bf:S'Af'T, kde

x—Bg-x

R2 x—T-x R2 x—>Ag-x R2 x—S-x R2

id

Jak najit matice S a T? Jednoduse: jsou to matice identického
zobrazeni, navic evidentné plati T = S1
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Priklady

P¥iklad (pokrat.)

Plati (diky tomu, co jsme jiz dokazali)

11 i1
— — [ 2 2
s=(h1) ()
a tedy
B (11 2 0 AN
o-saet= (4 4) (0 3)- (1 1) -

P¥isti prednaska (téma 5B)

N~

ol;

[eNEN] |
ol

\_/

Konceptudlni hledani (analogii) matic T a S: takzvané matice
transformace soufadnic.
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Matice transformace soufradnic

Transformace soufadnic

Odpt¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 9.2 a 9.3 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minuld prednaska
@ Linedrni zobrazeni.
@ Vypolet soufadnic vzhledem k bazi je linedrni zobrazeni.

© Matice libovolného linearniho zobrazeni mezi linedrnimi
prostory kone&né dimense vzhledem k pevné zvolenym bazim.

Dnesni prednaska
@ Matice transformace soufadnic v jedné bazi na soufadnice ve
druhé bazi. Jde opét o matici jistého linedrniho zobrazeni.

@ Uvidime, Ze pro stéle vice problémi je tfeba se naudit Fesit
maticové soustavy.?

?Radu p¥ikladil tedy v této prednaice nedopotitdme a# do konce.

P¥isti pfednaska
© Koncepéné Cisty a geometricky jasny zplsob ¥eSeni soustav
linedrnich rovnic, maticovych rovnic, atd.
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Matice transformace soufadnic

Pfipomenuti (vypo&et matice linearniho zobrazeni)

At f: Ly — Ly je linedrni zobrazeni, at B = (by, ..., bs) a
C=(a,...,C) jsou usporddané baze prostori L; a L. Potom
matice Af ma r ¥adkl a s sloupci a j-ty sloupec matice As je
tvofen soufadnicemi coordc(f(EJ-)), zapsanymi do sloupce.

—

ej —— j-ty sloupec A = coord(f(b;))

= x—Ag-x Er
coordBT Tcoordc
L———— L
by f(bj)
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Matice transformace soufadnic

Definice (matice transformace sou¥adnic)
At B = (by,...,by) a C=(&,...,¢&,) jsou usporddané bize
prostoru L. Matici? T, ¢, kterd spliiuje

ej—— j-ty sloupec Tg,,c = coordc (b))

x—Tpg . cX En

=]
coord BT Tcoord c
[—mM8M |

bj

fikame matice transformace soutadnic z baze B do baze C (také:
matice transformace soufadnic v bazi B na sou¥adnice v bazi C).

?V&imnéte si znaZeni: v dolnim indexu Tg.c je Sipka s patkou (bazi B

»posildme” na bézi C).
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Matice transformace soufadnic

Poznamky (zakladni vlastnosti matice transformace
soufadnic)

Q Plati T ¢ - coordg(x) = coord(x), pro kazdy vektor X v L.
To plyne p¥imo z definice matice Tg._.c:

Xl—)TB,_)(_‘-X

@ Matice Tp.,c je vzdy reguldrni. Plati (Tgc)™! = Tcos.
To plyne z toho, Ze id : L — L je isomorfismus.
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Matice transformace soufadnic

Poznamky (zakladni vlastnosti matice transformace, pokrac.)
© Plati Tg_g = E,. To je trividlni:

Q Plati Tg.p = Tcp - Te_c. To plyne z vlastnosti matice
sloZeného zobrazeni:

-

x—=Tcp Teocx

= x—Tgcx En x—TcpX En
coord BT Tcoordc Tcoord D
L - L - L
k id id j\
id
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (pfepotet soufadnic vzhledem k jiné bazi)

V prostoru R<3[x] nad R mdme uspotadané baze B = (x3,x?, x,1)
aC=((x—13(x-12x-1,1).

Pro polynom p(x) = —3x? + 6x + 3 z R<3[x] hleddme
coord(p(x)). Vime, Ze coordc(p(x)) = T c - coordg(p(x)).

0
ProtoZe coordg(p(x)) = _63 , stadi tedy znat? matici Tgc.
3
1 0 0 o0\ "
Teoc=(Tcop) t= _33 _12 (1) 8
-1 1 -1 1

?Uvidime pozdé&ji, Ze pro nalezeni matice (TCHB)_1 Ize vyuZit blokovy tvar
Gaussovy eliminace:
(Teos |En) ~ -~ (En | (Teoss) ™)
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (pFfepotet soufadnic vzhledem k jiné bazi)

Jsou dany t¥i kone€né baze B, C a D prostoru L. Spottéte
coordg(4 - X+ 12y + 3 Z), pokud znate coordg(x), coordc(y)

—

a coordp(Z)
coordg(4-x+12-y+3-2) =
4 - coordg(X) + 12 - coordg(y) + 3 - coordp(2) =

=

4. coordg(X) +12- T¢,p - coordc(¥) + 3 - Tpo, s - coordp(Z2)
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Matice transformace soufadnic

Poznamka (konceptualni vypocet Tg, ¢ v prostoru F")

At B = (by,...,b,)a C=(cy,...,c,) jsou libovolné bize
prostoru F".
P¥ipomenuti: kanonicka (také: standardni) bize K, = (e1,...,e,)
prostoru F".
©Q Je snadné nalézt matice Tpk, a Tcok,-
@ Do j-tého sloupce Tpg.,k, napiSeme soutfadnice b; v kanonické
bazi K.
@ Do j-tého sloupce T¢.,k, napiSeme soutadnice c; v kanonické
bazi K,,.
Q@ Tac=Tkc Took, = (Tesk,) b Task,-
Stadi tedy vyfesit? maticovou rovnici Tk, - X = Tk, -

?Uvidime pozdé&ji, Ze pro nalezeni matice (TCHKN)_1 - Tek, lze vyuZzit
blokovy tvar Gaussovy eliminace:

(Teok, | Tesk,) ~ -~ (En | (TcHKnr1 - Teok,)
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (nalezeni baze, zname-li matici transformace)

1 -2 2
B=(|1],| 1 ],|—1]) jebaze linedrniho prostoru R3. Tedy
2 -2 1
1 -2 2
Tesk; =1 1 —1], kde K3 je kanonicka baze R3.
2 -2 1
11 C12 c13
Naleznéte bazi C = (| co1 |, | c22 |, | c23 |) linedrniho prostoru
G31 €32 C33
-4 3 1
R3 tak, aby platila rovnost Tg.,c = [ 11 4 1
2 10 1
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (pokrat.)

Protoze C je bdze a protoze K3

€11 C12
€1 €22
€3 €32

ProtoZe plati Tcsk, = Tak;
dosadime a spotitdme

11 €12 C13 1
01 o 3] =|1
31 32 €33 2

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

je kanonicka baze, vime, Ze plati:

€13
€23
33

= TCF—)K3

Tee =Taok,  (Tesc)™h

-2 2 —4 3 1\ *
1 -1 11 4 1
2 1 2 10 1
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Matice transformace soufadnic

Véta (zména matice zobrazeni p¥i zméné bazi)

At f: Ly — L je linedrni zobrazeni, dim(Ly) = n, dim(Lp) = m.
At B a B’ jsou baze prostoru L1 a at C a C’ jsou baze prostoru Ls.
Jestlize As je matice f vzhledem k B a C, pak soucin

Tcoc - Af- Tpip je matice f vzhledem k B’ a C'.

Dikaz.
XHTC»—»C"Af'TB’»—»B'X
an XHTB’HB'X F” x|—>Af-x Fm XHTCHC"X }m
coord g/ T coord BT Tcoord c Tcoord c’
L L L L
i id ! f 2 id j
f
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Matice transformace soufadnic

Vypodcet matice linedrniho zobrazeni f : L; — L, vzhledem
k libovolnym bazim

At B = (by,...,b,) je béze Ly a C = (&,..
L.

P¥edpokladejme, Ze matice Af zobrazeni f: L; — L2 vzhledem
k jistym bazim easy, = (di, ..., d,) a easy,, = (ki, ..., km)
prostorii L1 a Ly se snadno urdi.

., Cm) je baze prostoru

@ Matice transformaci soufadnic Tp seasy, @ Tciseasy,, Se také
uréi snadno:

@ Do j-tého sloupce matice Tpg.eas,, NapiSeme soutadnice
vektoru EJ vzhledem k bazi easy .
@ Do j-tého sloupce matice T, easy, NapiSeme soutadnice
vektoru ¢; vzhledem k bazi easy,,,.
Q Plati: Teasym»—>C = (TCHeasym)_l-

© Soutin matic Teasy ¢ - Af - Tposeasy, j& matice zobrazeni f
vzhledem k bdzim B a C.
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Matice transformace soufadnic

P¥iklad (matice zobrazeni vzhledem k nestandardni bazi)
Nalezn&te matici A zobrazeni der : R<3[x] — R=3[x] vzhledem

k bdzi C = (x3 4 3x2,3x% 4 4x — 23, x — 1,42).

Vime, e der m4 nasledujici matici vzhledem k B = (x3,x2, x, 1):

0 00O
N
0010
Plati:
1 0 0 O
sy 1008
0 —23 -1 42

Tedy: A=Tgc Ader Tcss = (Tcg) L - Ader - Tcss.
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Matice transformace soufadnic

Zavéretné poznamky k transformaci soufadnic

© Jakoukoli &vercovou regularni matici T typu n x n nad F Ize
povaZovat za matici transformace soufadnic Tpgk,, kde K,

je kanonicka baze prostoru F” a baze B je tvotena sloupci
matice T.

©Q Je-li Af matice zobrazeni f : L;{ — L> vzhledem k bdzim B a
C, pak matice zobrazeni f vzhledem k n&akym bdzim B’ a C’
ma tvar S - Ag - T, pro n&jaké regularni matice Sa T.

Specidlni p¥ipad: Ly = L, B= C a B’ = C’. Pak matice Af
prejde na matici tvaru T~1. Af- T, pro n&jakou regularni
matici T.
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Matice transformace soufadnic

Poznamky (pokrat.)

© Rekneme, e dv& matice A a B typu n x n nad F jsou si
podobné (znaleni: A =~ B), pokud plati rovnost
B=T"!.-A-T, pro n&akou reguldrni matici T.

Podobné matice jsou tedy ty, které popisuji stejné linedrni

zobrazeni, kazdd matice jej vyjadfuje v jiné bazi. To vyuZijeme

pFi hledani vlastnich hodnot linedrnich zobrazeni (pozd&ji).
P¥iklad (Pf¥ipomenuti p¥ikladu z minulé prednasky)

Linearni zobrazeni f : R> — R? je dano hodnotami

(== (4) - -3 )

Zobrazeni f tedy:
© . ProdluZuje" 2x mé¥Fitko v ose druhého a ¢tvrtého kvadrantu.

© . Zkracuje” 3x méfitko v ose prvniho a tfetiho kvadrantu.
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Matice transformace soufadnic

Ptiklad (pokrat.)

Vzhledem k nekanonické bazi B = (( 11> , (1)) linedrniho

prostoru R? ma zobrazeni f matici

2 0
"f—(o Q

Vzhledem ke kanonické bazi K» linedrniho prostoru R? ma
zobrazeni f matici?

Plati: Af ~ Bs.

su

Matice Af je ,prehledngjsi” neZ matice Bf (matice Af vypovida
okamZit& o geometrické povaze zobrazeni f).

“Minula ptedndska.
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Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM
Frobeniova véta

GEM a soustavy linearnich rovnic, ¢ast 1

Odprednesenou latku naleznete v kapitole 6 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 06A-2024: GEM a soustavy, ¢ast 1 1/22


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Minulé prednasky
@ Matice jako (specidlni) linedrni zobrazeni. Obecnd linedrni
zobrazeni |ze representovat matici (vzhledem k zadanym
bazim).
@ Algebra matic (s¢itdni matic, ndsobeni matic skaldrem,
nasobeni matic mezi sebou).

© Zipis A - x = b kdéduje soustavu linearnich rovnic.

Dnes$ni prednaska
@ Gaussova elimina&ni metoda (GEM) jako universdlni a
systematickd metoda YeSeni soustav linedrnich rovnic (nad F).

P¥isti prednaska
@ Maticové rovnice.

© Hledani soustav, které maji zadané ¥eseni.
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Soustavy linearnich rovnic — uvod

P¥ipomenuti (maticovy zapis soustavy linearnich rovnic)

Zapis A-x =Db, kde A je maticetypu r x snad F, xjevF* ab je
v F", kéduje soustavu linedrnich rovnic nad F.

Terminologie: A je matice soustavy, b je prava strana rovnice, x je
vektor nezndmych. Matice (A | b) (také: (a1,...,as | b)) je
rozsifend matice soustavy.

Napftiklad
X1
2 4 4\ 12
2 0 1 2= s

X3

Jje zapis soustavy

2x1 — dxo + 4dx3 = 12
2x1 + x3 = —42

nad R.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 06A-2024: GEM a soustavy, ¢ast 1 3/22



Soustavy linearnich rovnic — uvod

P¥ipomenuti (dva pohledy na ¥eseni soustav)
1 -1/4
2 115

© Prisedik dvou p¥imek: x —y =4 a2x +y =b5:

Pro soustavu

nad R je FeSeni

y
y=x—4
X
y=-2x+5
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Soustavy linearnich rovnic — uvod

P¥ipomenuti (dva pohledy na FeSeni soustav, pokrat.)

© Prava strana je linedrni kombinaci sloupcli matice soustavy

1 -114
2 1|5

Reseni jsou koeficienty této linedrni kombinace.
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Soustavy linearnich rovnic — dvod
GEM
Frobeniova véta

Vyhoda druhého pohledu na ¥eSeni soustav

(%)
Ize prevést iso- -3

morfismem na

Koeficienty linedrni kombinace situace napravo se najdou snadno.

Gaussova eliminaéni metoda je pFesné postupné prevadéni
vhodnymi isomorfismy do pfijemné polohy!
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GEM

Ve zbytku ptednasky

v

O Nejprve se zaméFime na problém YeSeni soustav tvaru
A-x=b.
Konvence: Nebude-li fe€eno jinak, je soustava A -x = b ve
zbytku pFfednasky soustavou r rovnic o s neznamych nad F.
Soustavy budeme vétinou zapisovat rozsitenou matici (A | b)
nebo (a,...,as | b).
Zformulujeme a dokaZeme dilezZity vysledek: Frobeniovu vétu
o FeSitelnosti soustav linedrnich rovnic.

© Poté vyresime obecny problém maticovych rovnic A - X = B.

© Jako technicky prostfedek pouZijeme Gaussovu eliminaéni
metodu (zkrdcen&: GEM). GEM p¥evadi matice (a tim i
soustavy) na ,pFijemny* tvar.
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GEM

Definice (horni blokovy tvar matice)

Matice M je v hornim blokovém tvaru, jsou-li splnény nasledujici

dvé podminky:?

O Kazdy nenulovy ¥adek matice M je nad jakymkoli ¥adkem

samych nul.

@ Kazdy pivot (tj. nenulovd polozka prvni zleva) jakéhokoli

nenulového ¥adku matice M je vZdy vice napravo neZ pivot

pfedchoziho ¥adku.

?Pozorovéni: M je v hornim blokovém tvaru iff (M | 0) je v hornim blokovém

tvaru.

Priklad
3 -1 4 6 1 5 32
0 0 6 2 3 —4 -1
0 0 0 12 2 8 14
0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 O

Je v hornim blokovém tvaru.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

31 10 14 16 -2
0 0 23 2 3
0 0 42 12 2
0 0 0 O 0

3

15
—4
8
0

32
-1
14
15

Neni v hornim blokovém tvaru.

06A-2024: GEM a soustavy, &ast 1

8/22



GEM

Véta (Gaussova eliminaéni metoda (GEM) nad F)

Jakoukoli matici M nad F Ize kone¢nym poctem tzv. fadkovych

elementdrnich Uprav pfevést na horni blokovy tvar.

Radkové elementarni dpravy jsou t¥ typi:

(1) P¥i¢teni skaldrniho nasobku ¥adku matice k jinému ¥adku
matice.

(1) Prohozeni dvou ¥adki v matici.

(1) Vynasobeni ¥adku matice nenulovym skaldrem.

Diikaz.
Nebudeme dé&lat (viz skripta, Véta 6.3.10.). [ |

Poznamky

GEM: pouZiti Fadkovych elementdrnich tprav dané matice s cilem
zapsat danou matici v hornim blokovém tvaru. P¥i dosaZeni tohoto
tvaru ¥ikame, 2e GEM skondila.
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Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM

Frobeniova véta

Ptiklad (P¥itteni skalarniho nasobku fadku k ¥adku)

2 3 5 8 1 00
AtM= 1|4 1 7 3|aatP=[0 1 0
5 2 6 4 3 01
Plati
100 2358 2 35 8\ R
PM=|(010]|-(4173|=(4 17 3 R
301 5264 11112128/ R3+3R;

Tudiz: ptic¢teni skaldrniho nasobku fadku k danému Fadku je dano
isomorfismem P : R3 — R3, aplikovanym na &tvefici vektorii
M = (ml,m27m3,m4) z R3.
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Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM

Frobeniova véta

Ptiklad (prohozeni dvou ¥adkia v matici)

2 3 5 8 0 01
AAM= 1|4 1 7 3|aatP=[0 1 0
5 2 6 4 1 00
Plati
001 2358 5264\ R3
PM=|[010]|-14173|=(|4173| R,
100 5264 2358/ R

Tudiz: prohozeni dvou ¥adkii je dano isomorfismem P : R3 — R3,
aplikovanym na &tvefici vektori M = (my, my, m3,my) z R3.
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Soustavy linedrnich rovnic — dvod
GEM

Frobeniova véta

Ptiklad (Vynasobeni fadku matice nenulovym skaldrem)

2 3 5 8 1 0 O
AAM= 1|4 1 7 3]aatP=[0 -5 0
5 2 6 4 0 0 1
Plati
100 2358 2 3 5 8 Ry
P-M=|0-50)-14173)]=1|-20 -5 -35—-15] —5Ry
001/ \5264 5 2 6 4 ) R

Tudiz: vyndsobeni ¥ddku matice nenulovym skaldrem je ddno
isomorfismem P : R3 — R3, aplikovanym na &tvefici vektorii
M = (ml,m27m3,m4) z R3.
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GEM

Definice (ekvivalentni soustavy)

Rekneme, e soustavy (A | b) a (A’ | b’) r rovnic o s nezndmych
jsou ekvivalentni® (znaZeni: (A | b) ~ (A" | b)), kdyZ pro kaZzdy
vektor x z F* plati: A-x = b prav& tehdy, kdyz A’ - x = b’.

?Slogan: Ekvivalentni soustavy stejnych rozmé&rli maji stejnd ¥eseni.
Tvrzeni (zakladni vlastnosti ekvivalence soustav)
Plati:
@ (A|b)~(A|b).
@ Jestlize (A |b) ~ (A’ | b’), pak (A" | b') ~ (A | b).
© Jestlize (A|b) ~ (A’ |b’)a (A" |b)~ (A" |b"), pak
(A[b)~ (A" [b").
At P : F" — F’ je jakykoli isomorfismus. Potom plati
© (A|b)~(P-A|P-b).
@ rank((A | b)) = rank((P-A | P -b)).

Dikaz.
P¥ednaska. [ |
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GEM

Shrnuti
At M je jakakoli nad F o r ¥adcich. Potom plati:

© Kazda elementdrni dprava matice M je dana soutinem P - M
pro vhodny ,elementarni* isomorfismus P : F* — F".
@ Je-li matice M’ hornim blokovym tvarem?® matice M, pak
@ Existuje isomorfismus P : F* — F" tak, 2e M’ =P -M a
P=Py-... Py, kde k je néjaké pFirozené &islo a Py, ..., Pk
jsou ,.elementdrni” isomorfismy.
@ Plati rank(M) = rank(M’) a def(M) = def(M’).
Specialn&: pro M ve tvaru (A | b) Ize elementarnimi Gpravami
prevést kaZdou soustavu na horni blokovy tvar (A’ | b’). Navic plati
(A]b) ~ (A"|b).

?Dilezité: nikdy jsme nefikali, Ze p¥i elementarnich dpravéch lze vyskrtavat
nulové ¥adky. Vyskrtavat nulové ¥adky p¥i GEM nebudeme; matice M a M’ musi
mit stejné rozméry!
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GEM

Dasledky
@ Pro kazdou matici M plati rank(M) = rank(MT), kde M7 je
transponovand matice? k matici M.
© Hodnost matice M je rovna po&tu nenulovych ¥adki v hornim
blokovém tvaru po skon&eni GEM.

© Defekt matice M je roven po&tu sloupcli matice M minus
hodnost matice M.

?Matice M m3 jako své sloupce pivodni ¥adky matice M zapsané ve
stejném potadi. Nap¥iklad pro

2 4 -1
=031 7)

2
M= | 4
-1

je

~N = W
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Frobeniova véta

Véta (Frobenius)

© Soustava (A | b) ma YeSeni pravé tehdy, kdyZ plati rovnost
rank(A) = rank(A | b).
@ Pokud (A | b) m3 ¥eZeni, potom lze ¥ici nasledujici:?
Zvolme jakékoli p, spliiujici rovnost A - p = b.
Potom A - xg = b plati pravé tehdy, kdyz xo = p + x pro
n&jaké x, z ker(A).

?Budeme pouzivat i zkrdceny a prehledny zapis: mnoZinu viech ¥eSeni Ize
napsat jako p + ker(A) = {p + x» | x» € ker(A)}, kde A-p = b.

Diikaz.
© (A | b) m3 YeZeni pravé tehdy, kdyZ b je v im(A). To nastane
pravé tehdy, kdyz rank(A) = rank(A | b). Viz str 12,
téma 3A.
@ Trivialni.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 06A-2024: GEM a soustavy, ¢ast 1 16/22



Frobeniova véta

Zakladni myslenky feseni soustavy (A | b)

Q ker(A) = {x | A-x = o} je linedrni podprostor prostoru F*.
TudiZ pro vyFeSeni A - x = o stadi najit bazi ker(A). Tato baze
ma ptesn& def(A) prvki.

Jakékoli bazi prostoru ker(A) budeme Fikat fundamentaini
systém soustavy s matici A.

@ Soustavé (A | 0) budeme Fikat homogenni soustava p¥islu¥na
k matici A.

Jakékoli YeSeni homogenni soustavy je tedy linedrni kombinaci
prvkl fundamentalniho systému.

© Jakékoli ¥eSeni soustavy lze vyjadfit ve tvaru p + xj, kde xy, je
v ker(A) a p je jakékoli feSeni pivodni soustavy (takzvané
partikularni ¥edenf).
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Frobeniova véta

Jak vyFesit homogenni soustavu (A | o)
Q@ GEM: (A|o) ~ (A’ |0).
@ Vime: rank(A) = rank(A’) a matice A’ je v hornim blokovém
tvaru. Tudiz zndme defekt matice A:
d = def(A) = s — rank(A) = s — rank(A’).
© Baze prostoru ker(A) musi mit d prvki. TudiZz d hodnot
v kazdém ¥eeni Ize zvolit (jde o posice, na kterych nejsou
pivoty matice A’). Touto volbou zajistime linedrni nezavislost.
Dal3ich s — d hodnot Ize spoéist z nenulovych rovnic
v soustavé (A’ | 0) zp&tnym dosazenim.
Jak nalézt partikularni feSeni soustavy (A | b)
Q@ GEM: (A|b) ~ (A" | D).
@ d hodnot v partikuldrnim ¥eSeni Ize zvolit (jde o posice, na
kterych nejsou pivoty matice A').
© Zpétné dopotteni z nenulovych rovnic soustavy (A’ | b).
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Frobeniova véta

Ptiklad (ukazka systematického FeSeni soustavy nad R)

Nad R vy¥ete: 2x; + 3xo — 4x3 = 2 (maticové: (2 3 —4 ‘ 2)).
Pro matici soustavy A = (2 3 —4) plati rovnosti rank(A) =1 a
def(A) = 2. Pivot je na prvni posici: volit budeme vzdy druhou a
t¥eti polozku, prvni polozku dopoéteme.

© P¥islusna homogenni rovnice: ( 2 3 —4 ‘ 0 )

3
—3 2
2
Fundamentalni systém: 11,10
0 1
1
@ Partikularni ¥eSeni pro ( 2 3 —4 ‘ 2 ): 0
0
1 -3 4
© Celkové Ffeseni: [ 0| +span{| 1 |,|0]}.
0 0 1
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Frobeniova véta

P¥iklad (geometricky vyznam postupu FeSeni soustavy)

Rovnice 2x; + 3xo — 4x3 = 2 v R3 popisuje rovinu p V prostoru R3.
Tato rovina p je v obecné poloze (rovina p neprochdzi potatkem,
protoZe 2 # 0).
© Homogenni rovnice 2x; 4+ 3x, — 4x3 = 0 je paralelni posunuti
roviny p tak, aby vysledna rovina pp prochdzela pocatkem.
Fundamentalni systém xj, x2 je systém soutadnic v roviné py,.
@ Partikularni ¥eSeni rovnice 2x; + 3xp — 4x3 = 2 je libovolny
bod p v piivodni roviné p.
© Zapis p + span{xy, x2} obecného Fe¥eni vyjadfuje opétovné
paralelni posunuti roviny p, zpét do roviny p.

Poznamka

Stejnou geometrickou prfedstavu je tfeba mit pro ¥eSeni obecné
soustavy (A | b) nad F.
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Frobeniova véta

P¥iklad (systematické FeSeni komplikovanéjsi soustavy nad R)

132 0|3 1 3 2 0[3\ R
111 -1|5 0 2 -1 -1|2 | R—R
285 37 7 (o 2 1 3|1 R-2R
396 2|12 0 0 0 23/ R-3R
132 0] 3\ R

o113 31| -12R
000 2 3| RR+R

0002 3/ R

13 20| 3\ R

01 3 3|-1] R

T looo 1] 2| 1/2R
000 0 0/ Ri—Rs

Dilezité: povS§imnéme si znaeni ¥adkovych Gprav; lUpravy budeme
vzdy takto vyznalovat.
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Frobeniova véta

P¥iklad (pokrat.)

1 3 2 0

) 0131

Po skon&eni GEM 00 0 1
0 0 0O

druhé a prvni posici. Tyto polozky v feSeni budeme dopoditdvat,

tieti polozku ¥eSeni budeme volit.

33 _1
3 2
. _7 _1
Regeni je: 04 +a- 12
3
5 0
33
4
_7
Zkraceny zapis: 04 + span(
3
2

ReSenim soustavy je pfimka v R*.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

jsou pivoty na &tvrté,

ONIW = W

, kde a € R.

NN =

1)'
0
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Linedrni maticové rovnice
Hledani soustav, které maji zadané feseni
Z3avéretné poznamky ke GEM

GEM a soustavy linearnich rovnic, ¢ast 2

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 6 a 7.1
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minula pfednaska
© Gaussova eliminaéni metoda (GEM) jako universalni a
systematicka metoda Fedeni soustav linedrnich rovnic (nad F).

Dnesni pfednaska
@ Linedrni maticové rovnice.

© Hledani soustav, které maji zadané ¥eseni.
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad
Nalezné&te vsechny matice X, které spliiuji rovnost?
R, X = X-R,, kde R, : RZ = R? je matice rotace o thel o,

a € [0; 2m).
Rozmérova zkougka: musi platit X : R> — R?.
ReSenimi jsou napfiklad matice E>, 025 a R,.

Jak nalézt viechna ¥eeni? P¥edvedeme universalni metodu.

. X X
Q@ Oznatme X = 11712 potom
X21 X22

R..X — COS( - X711 —SINQ - Xp1 COSQY* X12 — SiN Q¢+ X272
a7 \sina - x11 4+ cosa - xo1 sina-x12+cosoz-x22> d
X.R. — CosSo - Xx11 +sSina - xyp —sina - xy1 + CoS o - x12

e <cosa-xz1+sinoz-x22 —sina-X21+cosa-x22>'

?Geometricky vyznam: hleddme v&echny transformace X roviny, které jsou

zaménné s rotaci o thel a.
Ji¥i Velebil: Linearni algebra
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

© Rovnost R, - X = X - R, je ekvivalentni rovnosti
R, - X —X-R, = 02,. Stadi tedy vytesit soustavu Etyt rovnic

—sina - Xo1
sinq - X11
sina - x11
sinq - X21

—sina - X12
—sinw * X22
—sina - X7
+sina - x12

o O O o

V maticovém zapisu (po skon&eni GEM) mdme ¥eSit soustavu

sin 0 0 —sina |0
0 sina sina 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

v zavislosti na parametru « € [0; 27).

Ji¥i Velebil: Linearni algebra
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Linearni maticové rovnice

Ptiklad (pokrat.)

© Pro sina = 0 ma soustava tvar

0 00O0|O0
0 0O0O0|O0
0 00O0|O0
0 00O0|0

X11  X12

X21  X22
X jsou libovolna redlnd &isla.

a tudiz YeSeni je tvaru X = ) kde x11, X21, X12 a

Zavér: s rotaci o Uhel 0 nebo 7 je zaménna libovolna
transformace roviny.
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

@ Pro sina # 0 ma soustava tvar

1 00 —-110

011 010

000 01O

000 01O
0 1
vy s — 0

a feSeni span( 1 1o ).

0 1

Zavér: s rotaci R, o thel o ¢ {0, 7} jsou zdmé&nné

: 0 1 10
transformace roviny tvaru X = a- (_1 0) +b- (0 1>,
kde a, b jsou libovolna redlnd &isla.
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Linedrni maticové rovnice

Poznamky

@ Ptedchozi metoda (rozmé&rova zkouska pro hledanou matici X
a ndsledné fedeni velké soustavy rovnic) je universalni
metodou pro ¥eSeni maticovych rovnic, kde nezndma matice X
vystupuje pouze v prvni mocniné.

Jak uz to u universdlnich metod byva: v nékterych p¥ipadech
je takova metoda zbyte¢né zdlouhava.

© Ptedvedeme specidlni metodu ¥eSeni maticovych rovnic tvaru?
A -X=B.

?Proto¥e rovnost X - A = B je ekvivalentni rovnosti AT - X7 = BT, ziskdme

tak i metodu pro FeSeni rovnic tvaru X - A = B. Musime oviem obezfetn&
zachdzet s transposicemi matic.
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Linearni maticové rovnice

P¥evod maticové rovnice na vice soustav linearnich rovnic
Maticovou rovnici A - X = B, kde matice A : F* — F', a matice
B : FP — F", pfevedeme na p soustav

A-x=b;, ..., A-x=b,

kde B = (bl b2 bp)

© KaZdou takovou soustavu A - x = b; vyFeSime p¥edeslymi
postupy.?

@ Redeni A - X = B existuje pravé tehdy, kdy? kazd4 soustava
A - x = b; ma Yeeni.

© Pokud m3a kaZda soustava A - x = b; Yeseni, pak ,sesazenim*
vech ¥eSeni x1, ...Xs jednotlivych soustav dostaneme ¥eSeni
pivodni maticové rovnice: X = (x1 X2 ... Xp).

?Jak uvidime, lze takovy systém soustav Fedit simultanng.
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Linearni maticové rovnice

Ptiklad

oy .. (1 2 1 (21
Nad R vyteste rovnici <1 3 2>~X<1 2>.

Protoze X : R2 — R3, mame ¥etit dv& soustavy:

05 2)0) G520

Ob& soustavy maji stejnou matici soustavy, Ize je tedy ¥esit
simultanné:
© Simultanni GEM:

1 2 1|21 1 2 1|12 1 R
1 -3 2|1 2 0 -5 1|-11 R, — Ry

Podle Frobeniovy v&ty maji obé soustavy Feseni.
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

- 1 2 1|12 1
e’Zap's<0 5 1|-1 1
(v poradi soustav zleva doprava):

> kéduje dvé soustavy s FeSenimi

3 -7 0 —7
0 | +span(|{ 1 |) 0] +span({ 1 |)
-1 5 1 5

© ,Sesazeni fegeni dohromady": celkové ¥eeni je tvaru

3—7a —7b
X = a b
—1+5a 1+5b

kde a, b jsou libovolna redlnd &isla.
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Linearni maticové rovnice

Poznamka
Vime, Ze pro regularni matici A : F” — F” md soustava A- X =B
jediné ¥eeni, a sice X = A~!.B.

Toto jediné FeSeni lze nalézt postupem, kterému se nékdy ¥ika
Gaussova-Jordanova eliminace: eleminace ¥adkovymi Gpravami
nekondi po dosaZeni horni trojihelnikové matice, ale pokralujuje
nulovanim i nad hlavni diagonilou.

Ziskavame tak postup
(A|B)~ - ~(E,|A™"-B)
Specialné: pro reguldrni A : F" — F" Ize nalézt A~ postupem
(A | En)N"'N(En | Ail)

Vice viz cviéeni a skripta, P¥iklad 6.4.12.
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Priklad
Nad R nalezn&te (jakoukoli) soustavu tvaru A - x = b, kterd ma
feSen{
3 1 2
2] +span({2],(0]))
6 0 4
Myslenky postupu:

3
@ Zadané ¥eeni tvo¥i rovinu v R3, kterd prochazi bodem [ 2] a
6

1 2
ma ,,smér" urleny vektory {2 | , | O
0 4

@ TudiZ: hledanou soustavu otekdvdme ve tvaru (a1 a2 a3 | b),
neboli a;x + asy + azz = b.
Jak najit soustavu (a1 az a3 | b) systematicky?
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Priklad, pokrac.

Podle Frobeniovy véty je
3 1 2
2| +span({2],10])
6 0 4

feSenim soustavy A - x = b, kde

1 2
© Vektory [ 2|, [ 0| jsou linedrn& nezavislé; tvoFi tudiz
0 4

fundamentalni systém soustavy A - x = o, kde def(A) =2a A
ma t¥i sloupce. To umoZni nalézt A = (a; a» a3).

3
© Vektor | 2| je partikularni YeSeni soustavy A - x = b, neboli
6
3
A - (2] =b. Matici A zndme, miZeme dopocitat b = (b).
6
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Ptiklad, pokrac.

© Nalezeni A: 2
©® ProtoZe ma platit (a1 a2 a3) - | 0 | =0, musi platit
ai 4
204)- |2 | =0.
as 1
® ProtoZe ma platit (a; a2 a3)- | 2| =0,
0

ai
musi platit (120)- [a2 | =0

al a3
Tudiz a2> je fundamentalni systém soustavy
as

al 2
( i (2) g‘ 8 ) , neboli (nap¥.) (:) = (—1) a

A=(2 —1 —1).
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Ptiklad, pokrac.
3

© Nalezeni b. Protoze A=(2 —1 —1)aA-[2] =b, je
6

b= -2
© Zavér: hledana soustava je (nap¥iklad) (2 —1 — 1| —2).

Poznamky

@ Predchozi pfiklad nalezl obecnou rovnici roviny z jejiho
parametrického zadani. Postup vyuZival platnosti Frobeniovy
véty a zakladnich vlastnosti matic.

@ Olekdvame: podobny postup bude fungovat pro nalezeni
soustavy A - x = b nad télesem F, kterd ma Feseni

p + span(xi,...,Xq)
kde vektory x1, ..., X4 jsou linedrn& nezavislé.
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Linedrni maticové rovnice
Hledani soustav, které maji zadané feSeni
Zavéretné poznamky ke GEM

Definice

Zapisu p + span(xy,...,Xq) v F*, kde vektory x1, ..., X4 jsou
linedrné nezavislé, fikdme afinni podprostor dimense d v prostoru
F°.? Seznamu (X1, ..., Xq) Fikdme smé&r (také: zaméfeni) tohoto
podprostoru.

?Také: d-dimensionalni plocha v F°.

llustraéni obrazek

na
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Tvrzeni
Ke kazdému d-dimensionalnimu afinnimu podprostoru
p + span(xi,...,Xq) v F° existuje alespofi jedna soustava tvaru
A - x = b, kterd ma p + span(xi,...,Xy) jako mnoZinu ¥eSeni.
Dukaz.
Podrobné& na predndsce; hlavni myslenky jsou:

O Musiplatit A-x;=oproi=1,...,daA-p=b.

@ Oznatme X = (x1,...,Xq). ProtoZze seznam (x1,...,Xq) je

linedrn& nezavisly, plati d = rank(X) = rank(X").

Soustava® X' -a = 0 ma s — d prvkii ve svém fundamentélnim

systému. Ozname tento systém jako (a1, ...,as_q).
© Zndme A = (ay,...,as_g)" a dopotteme b z rovnice
A-p=bhb.

?Pozor: matici X' zndme, nezndm3 je oznatena jako a.
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Priklad
Nad R nalezn&te (jakoukoli) soustavu tvaru A - x = b, kterd ma
feSen{

1 2 1 -1
1 1 2 2
=2 +span(| 1,0, 0])
0 0 1 0
2 0 0 1
2 1 -1
1 2 2 2 1100
@ OznatmeX=|1 0 0 |,potomX"=( 1 2 0 1 0].Platf
01 0 -1 2 0 0 1
0 0 1

3 = rank(X) = rank(XT).

© Matice A m3 jako ¥adky fundamentaini systém soustavy X -a = o.
Proto¥e rank(X") = 3, bude mit matice A dva linedrn& nezavislé ¥adky.
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

P¥iklad (pokrat.)

© Fundamentélni systém soustavy X' - a = o, neboli homogenni{ soustavy

~1/2 1/2
2 110 0]0 —1/4| | -1/4
1 2 0 1 0|0 |,jenaptiklad | 5/4 |, | —3/4
-1 2 0 0 1]0 1 0
0 1
“1/2 2 1/2 2
—1/4 -1 ~1/4 -1
Uzitetny trik:? protojei4-| 5/4 | =| 5 |, 4-|-3/4]| =] -3
1 4 0 0
0 0 1 4

fundamentalni systém soustavy X' - a = o.

. P et 5 4 0
MuaZeme tedy psat.A—(2 1 -3 0 4>'

?Fundamentdlni systém tvofi bdzi jddra matice soustavy. A nenulové skaldrni
nasobky prvki{ jakékoli baze opét tvoFi bazi.
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

P¥iklad (pokrat.)

1
1
@ Dopotteme b z rovnice A- | —2 | = b.
0
2
1
1

wpn_ (=2 -1 5 4 0\ [ J_/-13
TUdIZb—<2 1 3 0 4>~ 2 _<15>.

Odpovéd': 3-dimensionalni afinni podprostor v R®

1 2 1

1 1 2 2
—2 | +span(|1f,]0 0
0 0 1 0
2 0 0 1

je FeSenim soustavy ( 2 -1 5 4 0]-13 > nad R.
2 -1 -3 0 4] 15
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Zavéretné poznamky ke GEM
Zavéretné poznamky

© GEM je sice universdlni metodou ¥eSeni soustav linedrnich
rovnic, nad R (nebo C) je v8ak numericky nestabilni.

V praxi je pro fedeni (zvlasté velkych) soustav linedrnich
rovnic nad R (nebo C) nutno pouZit jiné metody (nap¥iklad
iteralni Gaussovu-Seidelovu metodu,? a jiné). Tyto metody
jsou mimo sylabus standardni pfednasky z linedrni algebry.
@ Jak Yesit soustavy s parametrem? GEM je universaln{
metodou! P¥i YeSeni soustav s parametrem pomoci GEM
musime byt velmi opatrni na provadéni elementarnich lprav.

Pro soustavy se ¢tvercovou matici vyvineme pozdé&ji dalsi
metodu Fedeni (kombinaci GEM a Cramerovy véty).

© Nepovinné: Nad R Ize mit i dalsi geometricky pohled na GEM
(tzv. Householderovy reflexe).

?Viz Pozndmku 6.4.7 skript.
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Permutace
Determinant

Determinant: &éast 1

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 8.1 a 8.2
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé pfednasky
O GEM.

© Regularita a singularita &tvercovych matic.

Dnesni pfednaska
© Determinant ¢tvercové matice: test regularity matice.
Determinant ma ale predevsim geometricky vyznam.

© Bude nutné pfipomenout zakladni fakta o permutacich.
PouZijeme grafickou notaci pro permutace: strunové diagramy.

© Zakladni metody vypoltu determinantu: z definice a pomocfi
GEM.

P¥isti pfednaska
© Hlubsi poznatky o determinantech.

© Aplikace determinantu na ¥eSeni ¢tvercovych soustav
linedrnich rovnic.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 07A-2024: Determinant, ¢ast 1 2/19



Permutace

Definice (permutace)

Permutace mnoziny {1,2,...,n} je jakdkoli bijekce
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Zapisy permutaci
Q Vyétem:7wm: 1—2 2—3 3—4 4~1
1 2 3 4 ]

2 3 41
b

@ Tabulkou:® ™ = [

© Strunovym diagramem:
1 2 3 4

1 2 3 4

Strunovy diagram ¢teme odshora dold.

?Upozornéni: tato tabulka neni matice ve smyslu nadeho predmétu.
bRezené p¥iklady na strunové diagramy naleznete v kapitole 8.1 skript.
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Permutace

Grafické skladani permutaci
Napftiklad:

1 2 3 4 12 3 4
e e
12 3 4 12 3 4

Spotteme nejdiive m a potom o (sm&rem shora doli):
1 2 3 4 1 2 3 4

=1 2 3 4

g-T
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Permutace

Definice (symetricka grupa permutaci)

MnoZin& v8ech permutaci mnoziny {1,2,..., n}, spolu s vy3e
uvedenou operaci sklddani -, fikdme symetrickd grupa permutaci
n-prvkové mnoziny. Zna&eni: S,,.

Tvrzeni (vlastnosti skladani permutaci)

Skladéni - v S, je asociativni, ma neutraini prvek (¥ikdme mu
jednotkovd (také: trividlni) permutace, zna&ime id,), kazda
permutace ma inversi vzhledem ke sklddani - (znaceni a
terminologie: 771 je inversni permutace k permutaci 7).

Diikaz.
Plyne okamzit& z vlastnosti bijekci. |
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Permutace

Definice (znaménko permutace)
At 7 je permutace mnoZiny {1,...,n}. Znaménko permutace 7 je
¢islo sign 7, které je definovano takto:

(+1, pokud strunovy diagram 7
obsahuje sudy pocet prekFizeni strun
(v tomto p¥ipad& ¥ikame, Ze 7 je sudd permutace),

signm =
—1, pokud strunovy diagram 7w
obsahuje lichy polet p¥ek¥iZeni strun
(v tomto p¥ipadg ¥ikdme, Ze 7 je lichd permutace).
Priklad
Pro permutace
1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4

plati: signm = —1 = sign(7~1).
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Permutace

Tvrzeni (znaménka specialnich permutaci)
@ Pro identickou permutaci id, v S, plati sign(id,) = 1.
@ Pro libovolné permutace o a w v S, plati
sign(o - ) = (signo) - (sign 7).
© At 7 je permutace v S,,. Pak plati sign 7 = sign(7~1).
O At 7 je permutace v S,. Oznatte jako o permutaci v S,
vzniklou z m prohozenim dvou hodnot. Potom

signo = —sign .
Diikaz.
P¥ednaska (strunové diagramy). [ |
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Determinant

Definice (determinant ¢tvercové matice)

Pro matici A typu n x n nad F definujeme determinant jako skalar

det(A) = Z SIgN T - ar(1)1 " @r(2),2 " -+ " An(n);n
TESy
Casto se pige i |A| misto det(A).
~Sachovy vyznam* soutinu ar(1),1 " An(2)2 " - -+ dn(n)n
Q At 7 je permutace v S,,.
Pokud na politka ar(1),1, ar(2)2: - - -+ ax(n),n rozestavime véze,
pak se navzajem neohroZuji.?
@ Obracen&: n navzdjem se neohroZujicich véZi na ,8achovnici”
(aij) urtuje permutaci 7w v S, a tim i jeden soutin
An(1),1 * 9x(2),2 * -+ " 9n(n),n-

?Pt¥ipomenuti: PoloZka a.(j); matice A je polozka v j-tém sloupci na
7 (f)-tém ¥adku.
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Determinant

P¥iklad (Sarrusovo pravidlo pro matice 3 x 3)

Na mnozin& {1,2,3} existuje presné& Zest nasledujicich permutaci:

1 23 1 23 1 23
=l || m=>xX =K
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 23 1 23 1 23
m=X 1 m=l X =K
1 23 1 23 1 23
Tudiz:
ailr a2 a3
a1 ax» as = a11-a2-a33+ax -a- a3+ as - an-axs

d31 432 as3
—d21°4d12 433 — ad11 +d32 4823 — a31 a2 - a3
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Determinant

Geometricky vyznam determinantu matice 2 x 2 nad R

Determinant ‘ Zl gl je velikost P(a,b) orientované plochy
2 b2
a+ b
<b1> a>+ by
bo

()

kde a = <31> ab= <b1>.
an b2
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Determinant

Geometrie determinantu (pokrat.)
Vlastnosti velikosti P(a,b) orientované plochy jsou:

© P(e1,e) = 1. Tato rovnost zavadi jednotku plochy a
orientaci prostoru R?: p¥i pohybu kolem potatku jsme zvolili
smér proti smé&ru hodinovych ruli¢ek — prvni je vektor ej,

vektor ey je druhy.
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Determinant

Geometrie determinantu (pokrat.)

@ P(a,b) = —P(b,a). Tato rovnost vystihuje, jak chdpeme
orientaci velikosti plochy: zménou poradi vektorl a, b
zménime znaménko velikosti plochy.

P(a,b) = —P(b,a)
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Determinant

Geometrie determinantu (pokrac.)

© Vypocet hodnoty P(a,b) je linedrni v kazdé poloZce, tj. pro
libovolna redlnd &isla aj, ap, b1, by a libovolné vektory a, b,
ai, ap, by, by plati rovnosti

P(a;-a; +ax-ax,b) = a;-P(a1,b)+ ax- P(az,b)
P(a,by -by + by -by) = by P(a,by) + by - P(a,by)
Dalezity disledek: plati rovnosti P(a,b) = P(a,b+ a-a) a

P(a,b) = P(a+ b-b,b) pro a, b realna.
Napftiklad:

= P(a,b — 2a)
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Determinant

Zobecnéni (geometricky vyznam determinantu)

Determinant det(A) matice A = (ai1,...,a,) typu n X n nad F je
velikost V/(ai,...,a,) orientovaného objemu rovnob&znost&nu

v prostoru F". Rovnobé&Znostén je uréen vektory aj, ..., a,

(v tomto potadi).

Plati:

O V(er,...,ep) =1
o V(al, cee ,a,,) = signw : V(aﬂ(l), ey aﬂ(n)), kde 7 je
libovolnd permutace v S,,.

© V(ay,...,a,) je linedrni v kazdé soutadnici zvI4st.

Vyge uvedené t¥i vlastnosti funkce
V:F'"x..-xF' = F
~—_——
n-krat

uréuji pojem determinantu jednoznaéné.
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Determinant

Tvrzeni (determinant transponované matice)

Plati: det(A) = det(AT).

Diikaz.

det(A) = Z SIgNT - ar(1),1 " ar(2)2 " - -+ * An(n),n
TESy

= Z sign a b, a1 7-1(1) " 27-1(2) " - -+ Anm—1(n)

n—1les,

= D SIENT a1y Ba(2) - Ana(n)
7T€5n

= det(AT)

VyuZili jsme jednoduchého faktu: plati rovnosti
{r|lreSt=S={r1|neS,} [ |
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Determinant

Disledky (vypotet determinantu a GEM)
@ Prohozeni dvou ¥adki méni znaménko determinantu.

© Vyniasobeni jednoho ¥adku nenulovym skaldrem a zméni
determinant a-krét.

© P¥itteni linedarni kombinace ostatnich ¥adka k ¥adku nezméni
hodnotu determinantu.

Tvrzeni (determinant horni trojihelnikové matice)

At A je horni trojdhelnikovd matice. Potom det(A) = soudin prvki
na hlavni diagondle matice.

Dasledek (opatrny vypolet determinantu pomoci GEM)

det(A) Ize potitat pomoci GEM: je nutné si oviem poznamenat
typy Uprav (a tudiZ i pfipadné zmény hodnoty determinantu).
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Determinant

P¥iklad (vypotet determinantu pomoci GEM)

2 3 1| R
6 -2 —8| —2R, =
—2 16 3| Rs
2 3 1] R
= —2|0 7 -5| Re+3R =
019 4| Ry+Ry

3 1| R

7 5| R =
—133 =28 | —7R3
3 1| R
7 5| R =
0 —-123 | R34+ 19R;

N W N
—_

S = W
w =
I
|
[

2
0
0
2
0
0

2.7-(—123)
2.7 3
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Determinant

Véta (invertibilita matice pomoci determinantu)

Pro matici A typu n x n nad F plati: A je regularni pravé tehdy,
kdyz det(A) # 0.

Diikaz.
Bez diikazu (viz nap¥. Disledek 8.4.4 skript). |

Poznamky k vypoctu det(A)
© Vypoclet z definice: ¢asové ndroény. Je zapottebi se vyznat
v S, (ma n! prvki).
@ Vypotet pomoci GEM: mén& naroény (fadové n krokii).
Pozor! Nad R a C je GEM numericky nestabilni. Navic (pfi
ru¢nim vypottu) je zapotfebi GEM provadét opatrné.

© Jiny zpiisob vypo&tu? Ano: rozvoj podle ¥adku nebo sloupce
(rekursivni vypolet). PFisté.
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Determinant

Jiny zpisob zavedeni determinantu (nepovinné)

Determinant lze zavést pomoci vnéjsi mocniny? linedrniho
prostoru, viz kapitolu 5 skript.

Vyhody tohoto pFistupu:
@ Okamzity geometricky vhled do pojmu determinant a snadné
dikazy vlastnosti determinantu.
© Determinant je mozno poditat pro libovolna linedrni zobrazenti,
ne jen pro matice.

© Pojem vné&jsi mocniny vede rychle ke geometrické algebte,
kterd umoZiiuje elegantni a rychlé vypolty v po&itatové
grafice, viz napfiklad knihu
L. Dorst, D. Fontijne, S. Mann, Geometric algebra for
Computer Science, Elsevier, 2007

?Na prvni pohled my%lenka vné&j$i mocniny vypada velmi divoce. Tato
my%lenka je ale velmi pfirozena a je stejné& stard jako linedrni algebra: v roce
1844 s ni p¥isel Hermann Grassmann (1808-1887).
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubsi poznatky o determinantu
Soustavy rovnic s reguldrni &tvercovou matici

Determinant, ¢éast 2

Odprednesenou latku naleznete v kapitolach 8.3 a 8.4
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minula pfednaska

© Definice determinantu &tvercové matice (s pouZitim
permutaci).

© Zikladni metody vypoltu determinantu:
@ Z definice: nutnost znalosti S,,.
@ Pomoci GEM: nutnost opatrného provadéni GEM.

© Ctvercova matice A je reguldrni prav& tehdy, kdy? det(A) # 0.
Dnesni pfednaska

© Véta o rozvoji determinantu podle sloupce.?

@ HIubsi poznatky o determinantu.

© Aplikace determinantu na ¥eSeni &tvercovych soustav

linedrnich rovnic (Cramerova véta). UkdZeme geometricky
vyznam Cramerovy véty.

?Vime: det(AT) = det(A). TakZe determinant piijde rozvijet i podle ¥adku.
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

P¥ipomenuti

Determinant det(A) &tvercové matice A = (ay,...,a,) je linedrni
v kazdém sloupci. Specidln&: protoze a; = Y7, aj; - €; (kde a; je
J-ty sloupec matice A), plati rovnost:?

n
det(A) = Z ajj det(al, s, @j-1,€1,@j41, .- ,a,,)
i=1

Znaleni: Aj;.

Naptiklad (zvolili jsme j = 2, tj. rozvijime podle druhého sloupce):

-2 4 5 -2 1 5 -2 0 5 -2 0 b
3 6 7|=4 3 0 7|46 3 1 7|-2| 3 0 7
7 -2 5 7 0 5 7 0 5 7 1 5

A1 A A3

?Této rovnosti se ¥ikd (Laplaceliv) rozvoj determinantu podle j-tého sloupce.
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Definice

Determinantu Aj; = det(ay,...,aj_1,€/,aj41,...,a,) fikime
algebraicky doplné&k posice (/,/) v matici A = (a1, ...,a,).

Véta (prakticky vypotet algebraického dopliiku)

At A je matice typu n x n nad F, n > 2. Oznalme jako Aj matici
typu (n — 1) x (n — 1) vzniklou z matice A vynechanim i-tého
fadku a j-tého sloupce. Potom? Aj; = (—1)t/ - det(Aj).

?Pozor: nezapomeiite na znaménko posice (i, j): Aj = (—1) - det(A;).

Dikaz.
Bez diikazu (viz nap¥. Lemma 8.3.4 ve skriptech). |

Pozorovani

Rozvoj determinantu podle sloupce umoZiiuje rekursivni vypocet
determinantu! Divod: pro A typu n X n jsou algebraické dopliiky
jedotlivych posic determinanty matic typu (n —1) x (n— 1).
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

P¥iklad (determinant rozvojem podle t¥etiho sloupce)

1 20 1
2 7 6 3 s |23
= 0-(-1)'". |5 2 3
5 2 0 3 3 0 1
3 2 5 1
A3
1 21
+6-(-1)*3.|5 2 3
3 21
A3
1 21
+0-(-1)*3. 12 7 3
3 21
Az
1 21
+5- (1)1 2 7 3
5 2 3
As3

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 07B-2024: Determinant, ¢ast 2 5/16



(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Poznamky k vypoctu determinantu rozvojem podle sloupce
@ ProtoZe det(A) = det(AT), Ize determinant potitat i
rozvojem podle Fadku.

@ Rekursivni vypolet determinantu (tj. vypotet rozvojem podle
sloupce nebo ¥adku) ma sloZitost n! — je tudiZ obecng
vypo&etné pomaly.

© Vypolet determinantu rozvojem je vhodny pro Fidké matice
(matice, obsahujici hodn& nul).

Definice (adjungovana matice)
Pro matici A typu n x n je jeji adjungovand matice adj(A)
transponovana matice algebraickych dopliikii posic v matici A.

Priklad (nad R)

2 T\ . . 3 -7
ProA—<5 3> JeadJ(A)—<_5 2).
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Véta (inverse matice pomoci algebraickych dopliikii)

At A je matice typu n x n nad F, n > 2. Potom plati rovnosti:
A - adj(A) =det(A)-E, =adj(A)-A
Pro regularni A tedy plati A=! = det(A)~! - adj(A).

Dukaz.

© Kazdy prvek na hlavni diagondle matice A - adj(A) ma
hodnotu det(A). To plyne z rozvoje determinantu podle
sloupce.

@ Kazdy prvek mimo hlavni diagondlu matice A - adj(A) ma
hodnotu 0. To plyne z rozvoje determinantu, aplikovaného na
matici se dvéma stejnymi Fadky.

Tudiz A - adj(A) = det(A) - E,. Druha rovnost se dokaze
analogicky. |
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

P¥iklad (inverse pomoci adjungované matice)

1 2 3
ProA= |2 4 7] nad R je det(A) = 6. Vime, Ze inverse
4 2 1
matice A existuje. 10 26 12
© Matice algebraickych dopliikii posic v matici A je 4 —-11 6
2 -1 0
-10 26 -12\' /-10 4 2
Proto adj(A)=| 4 -11 6 =(2 -11 -1
2 -1 0 —12 6 0
—10 4 2
Q Celkovdt A™'=6"1.| 26 -11 -1
—12 6 0

Doporuéeni (sanity check)

P¥i vypoctu adj(A) je moznd rozumné nejprve spo&itat matici
algebraickych dopliikdi a potom ji transponovat.
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce

Vyhodnost a vhodnost vypo&tu A~ pomoci adj(A)

o

2]

o

Pro obecné (velké) matice je vypolet nevyhodny. VyZzaduje
spoditat velké mnoZstvi determinanti.

Pro velké a ¥idké matice (tj. pro matice obsahujici velké
mnoZstvi nulovych poloZek) muZe jit o vyhodny vypolet.
Vypoclet je vyhodny pro matice typu 2 x 2.

At A = <i Z) je reguldrni (tj., at det(A) = ad — bc # 0).

Potom

Al = (ad—bc)~L- (_db _C> i (ad—bc)1-< d _b>.

a —c a
Poznamka: n&které aplikace (naptiklad v kryptografii) vyzaduji
praci s maticemi nad jeSt& obecnéjsi strukturou nez je téleso.
Pak je vypotet A~! pomoci adj(A) &asto jedind moznost.
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Hlubsi poznatky o determinantu

Véta (zakladni strukturalni vlastnosti determinantu)
Funkce det : F" x ...F" — F ma nasledujici vlastnosti:
N———

n-krat
Q det(E,) =1.
@ det(B - A) = det(B) - det(A).
© Pro reguldrni A je det(A~1) = (det(A))~L.
O det(a-A) = a" - det(A), kde a je libovolny skaldr.?

?Pozor: rovnost det(A + B) = det(A) + det(B) obecn& neplati.
Dukaz.
© Vime z minulé pfednasky.
@ Bez diikazu (viz nap¥. Tvrzeni 8.2.19 ve skriptech).
© Pro reguldrni A plati rovnosti
1 = det(E,) = det(A - A~1) = det(A) - det(A1).
Takze det(A~1) = (det(A))~L.
©Q Plyne z toho, Ze determinant je v kaZdém sloupci linearni.
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

Definice (soustava se &tvercovou matici)

Rovnici A - x = b, kde A je matice typu n x n nad F, ¥ikdame
soustava se ¢tvercovou matici.

Tvrzeni (¥eSeni &tvercové soustavy s regularni matici)

At A - x = b je soustava se &tvercovou matici. Tato soustava ma
jediné feseni pravé tehdy, kdyz A je regularni matice. V tomto
pFipad¥ je toto jediné Yedeni tvaru A~1 - b.

Dikaz.

Regularita matice A znamend presné to, Zze A: F" — F" je
isomorfismus. To znamena pFesné to, Ze pro kazdé b existuje pravé
jedno x takové, ze A : x — b, neboli A-x =b. |
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

Cramerova véta (také: Cramerovo pravidlo)

At A - x = b je soustava se &tvercovou reguldrni matici nad F.
Potom j-t4 poloZka jediného ¥egeni x = A1 - b je tvaru

x; = det(A)~! - det(ay,...,aj_1,b,a;41,...,an)

Diikaz.
Vime: x = A~! - b = det(A) ™! - adj(A) - b. Takze

det(A)-x = adj(A) - b
Proto det(A) - x; je soutin j-tého ¥adku matice adj(A) se sloupcem

b.
Ten soutin je roven det(ay,...,aj_1,b,aj41,...,a,). |
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

P¥iklad (pouziti Cramerovy véty)

2 411 2 4
Prosoustavu<_3 5 6>nadRpIat|‘ 35 ‘—227&0. Lze

tedy pouzit Cramerovu vétu: 1 4
© Pruni pologka iediného Feteni ie: ‘6 5‘ _—19
rvni poloZka jediného ¥eenf je: s a1 o
-3 5
2 1
@ Druhs polozka jediného Felen jer | > 0| = 19
ruhd polozka jediného ¥eSeni je: 5 21~ 2
—19 -3 5
22
Jediné YeSeni:
15
22
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(Laplaceiv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubsi poznatky o determinantu
Soustavy rovnic s regularni Etvercovou matici

Geometrie Cramerovy véty pro soustavy 2 x 2 nad R

Pro regularni soustavu (a1, az | b) plati podle Cramerovy véty
det(b,az) det(al,b) _ (2a
det(aray) A1 + det(aray) A2 = b. Co to opravdu znamen3~

y-a b
a2
X - a1
ai
Ale x - det(a,ap) = det(x - a1, a2) = det(b, ay), takze plati
__ det(b,az) .
— det(ag,a2)” b

as

Podobnou tvahu Ize provést pro y = %.

?Analogicky lze postupovat pro reguldrni soustavy vé&tSich rozméri a nad
libovolnym t&lesem (musime ovdem kreslit rovnob&znostény).
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

P¥iklad (vyFeste nad R, p € R je parametr)
2 —p -1 3
(A|b)= 1 =7 =5| 0 |, det(A)=(p—2)-(p—17).
-1 3 pl-1
© det(A) # 0 pravé tehdy, kdyz p ¢ {2,17}.
V tomto pfipadé existuje jediné YeSeni. Toto jediné feSeni lze
nalézt pomoci GEM nebo pomoci Cramerovy véty.
26
17—p

3
17—p

. p ¢ {2.17}.

1
17—p
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Soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici

P¥iklad (pokraé.) _2 -1 3
@ p = 2. Re¥ime soustavu -5 0
2| -1
2 1
Regeni: | 0 —|—span( 3 ), pro p = 2.
1
3

2 —-1r -1] 3
© p = 17. Redime soustavu 1 -7 -5 0
-1 3 17| -1
Regeni pro p = 17 neexistuje (Frobeniova v&ta).
Doporuceni
Pro &tvercové soustavy s parametrem doporucujeme pouZit
kombinaci Cramerovy véty a GEM. Vypoclet pak ma dvé faze:
@ Cramerova v&ta pro ty parametry, pro které je matice soustavy reguldrni.

@ GEM pro ty parametry, pro které je matice soustavy singuldrni.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 07B-2024: Determinant, ¢ast 2 16/16



Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni
Diagonalisace matic

Vlastni hodnoty a vlastni vektory

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktni’a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky

© Matice linedrnich zobrazeni mezi prostory koneénych dimensi.

@ Matice transformace soufadnic.
Dnesni pfednaska

© Budeme studovat obecna linearni zobrazeni f : L — L, kde L

ma kone¢nou dimensi.

Zjistime, pro které vektory X plati f(X) = A - X (tzv homotetie

— to je to nejjednodussi linedrni zobrazeni z L do L).

© Budeme se snaZit zménit bazi L tak, aby ve smérech vektorii

nové baze bylo zobrazeni f : L — L homotetii (obecn& pro
kazdy smé&r riiznou). Ne vZdy to pdjde.
P¥isti pfednaska
© Diagonalisace matic nad R a nad C.

© Dvé aplikace diagonalisace: ¥eSeni rekurentnich rovnic a
funkce matic.?

“Tyto dvé& aplikace nebudou zkougeny!
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesii)

0.3 0.7
0.8 0.2
vektor q tak, aby platila rovnost® A - q = q.

. ., (0.3 0.7 1y (1 Ty . ”
To je snadné: <0.8 02) . <1) = <1> protoZe Fadkové soulty

matice A jsou 1. Tudiz q = G)

Pro matici A = ( > naleznéte alespoii jeden nenulovy

“Stejnou (ale komplikovangji zadanou) tlohu ¥e¥i algoritmus PageRank, viz
naptiklad K. Bryan a A. Leise, The $ 25,000,000,000 eigenvector: The linear
algebra behind Google, SIAM Rev. 48.3 (2006), 569-581, nebo Dodatek F
skript.

Co délat pro obecnou matici A?

A

MEli jsme Sté&sti (,,hezky" tvar matice A, takovym maticim se ¥ika
fadkové stochastické). Jak ale postupovat pro obecnou matici A?
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesii, znovu a jinak)

. 0.3 0.7
Pro matici A = (0.8 0.2
vsech soustav tvaru A - x = X -x, kde A € R je neznamé.

nalezneme vSechna nenulova ¥eSeni

P¥epsanim soustavy A-x = X-xna (A — X: Ez) - x = o zjistime,
co je tfeba udélat:
© Matice A — X\ - E; musi byt singularni. Jediné tehdy bude mit
rovnice (A — X - E2) - x = o nenulové fedeni.
To jest: hleddme v3echna A\ takovd, aby det(A — A\ - Ey) = 0.

To znamend vyfesit rovnici det(A — x - Ez) = 0.

@ Pro konkrétni hodnoty A\ nalezneme nenulové ¥eSeni soustavy
(A —X-E3)-x =0 pomoci GEM.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrat.)

0.3 —x 0.7
0.8 0.2 —x

=x2-05x—-05=(x—1)-(x+05)=0.

det(A—x-Ep) = ‘ = (0.3—x)-(0.2—x)—0.56 =

Soustava (A — x - E3) - x =0 pro

L 07 07 |0\ .. . 1
©Q x =1 ma tvar < 08 -08l0 > a fedeni span(<1>).

1

0 v b -7
0 ) a fedeni span(( 8 ))

To znamend: A -x = —0.5 - x pro v8echna x ze span(<_87>)_

To znamend: A - x = x pro viechna x ze span( <1> ).

0.8 0.7

Q@ x = —-0.5 ma tvar < 08 0.7

?To jsme jiz v&déli.
5To je nova informace.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesii, pokrak.)

Co jsme se vlastné& dozvédéli a k ¢emu je to dobré?

© V soufadnicovém systému B = (G) , <_87>) se matice A

stane diagondlni matici D(1; —0.5) = (1 0 >

0 —-05
Opravdu:
1 -7\ (1 0\ _ (1 35\ (03 07\ (1 -7
1 8 0 -05) \1 —4) \08 0.2 1 8
Taok, D(1;—0.5) A Taok,
tudiz
10\ _ (1 -7\ (03 07\ (1 -7
0 -05/ \1 8 0.8 0.2 1 8
D(1:0.5) TryB A Tek,
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrat.)
@ Diky pfedchozimu vidime, Ze zaddme-li rekurentni proces
xo libovolny vektor z R?, A -xj, = x41, k >0,
pak se posloupnost vektorll xg, X1, X2, ...chova nasledovné:

. o 1 .
@ Je-li xg na p¥imce span( 1 ), jde o posloupnost xg, Xg, Xo, - - -
8
—0.5- X0, (*0.5)2 + X0, (70.5)3 * X0y -
. 1 -7 Ly ,
O Jelixg=a- 1 +b- g | tedy jestlize plati rovnost

coordg(xg) = <Z> potom coordg(x,) = <(—O.§)” _ b)'

Diagonalisaci matice A tedy ziskdvame o rekurentnim procesu
tplny prehled.

. , —7 .
@ Je-li xg na p¥imce span(( )) jde o posloupnost xg,
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span(( ' ))
(¥ o (1)
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span(<_ig7>)"'-“““'~. , .
Span(G))
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni
Diagonalisace matic

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span((_87>)."‘"”"~. , .
Span(G))
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni
Diagonalisace matic

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span((_87>)."‘"”"~. , .
Span(G))
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Shrnuti dosavadnich avah

© Pokud pro obecnou matici A : F" — F" najdeme bazi B, ve
které A je diagonalni matici, ziskdme v nové bazi tplny
prehled o maticich tvaru AX, kde k > 0.

To je dilezité nap¥iklad v nasledujicich oblastech:

Teorie dynamickych systém.

Ekonomie (nap¥iklad tzv. Leontiefiiv input-output model).
SloZitost rekursivnich algoritmii (YeZeni rekurentnich rovnic, viz
p¥isti prednasku).

Geometrie kvadratickych Gtvar(, viz kapitolu 14.1 skript.
Funkce matic, viz pFisti pfednasku.

Atd.

Hledani diagonalni matice k matici A se Fika diagonalisace
matice A. Ne vZdy zadanou matici diagonalisovat pijde.

00 0006

@ Problém diagonalisace Ize zformulovat (a ¥e3it) pro obecnd
linedrni zobrazeni f : L — L, kde L ma kone¢nou dimensi.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Definice

Pro linedrni zobrazeni f : L — L je A\ v F vlastni hodnotou (také:
vlastnim &islem), pokud existuje nenulovy vektor X, spliiujici
rovnost f(x) = X\ - X.

Kazdému takovému nenulovému vektoru X ¥ikdme vlastni vektor
pFislusny hodnoté .

Pozorovani
At f: L — L je linedrni zobrazeni.
© Pro libovolné A v F plati: {x | f(X) = X - X} = ker(f — X - id).
Tudiz vlastni vektory pFislusné hodnoté A\ tvofi podprostor L.?

@ ) je vlastni hodnota f pravé tehdy, kdyz eigen(A, f) je
netrividlni prostor.

?Rikame mu vlastni podprostor pFisluny A, zna&ime jej eigen(A, ). Divod:
vlastni hodnoté se ¥ika eigenvalue, vlastnimu vektoru eigenvector, vlastnimu
podprostoru eigenspace. Némecky: eigen=vlastni.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Pfipomenuti (zékladni vlastnosti podobnosti matic)

Rekneme, e dv& matice A a B typu n x n nad F jsou si podobné
(znateni: A =~ B), pokud plati rovnost B=T"1-A- T, pro
néjakou regularni matici T.

Podobné matice jsou maticemi stejného linedrniho zobrazeni, ale
vzhledem k jiné bazi.

Plati:
QO AxA.
Q Jestlize A = B, potom B ~ A.
© Jestlize A~ B aB=~C, potom A~ C.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Definice (charakteristicky polynom &tvercové matice)

At A je matice typu n x n nad F, n > 1. Vyrazu det(A — xE,)
Fikame charakteristicky polynom matice A (zna&eni: chara(x)).

Poznamky (pro matice typu n x n nad F)

@ chara(x) je polynom stupn& n. Tudiz ma v F nanejvy% n
kofend (i s nasobnostmi). Pro matici A = <(1) _01> nad R
nema polynom chara(x) v R Zadny koten.

@ Jestlize A = B, potom chara(x) = charg(x).?

Divod:

det(B — xE,) = det(T AT — xE,) = det(T AT — T IxT) =
det(T (A — xE,)T) = det(T!)det(A — xE,,) det(T) =
det(A — xEj).

?Pozor: obrdcend implikace neplati, viz dale.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Tvrzeni

At f: L — L je linedrni zobrazeni, dim(L) = n. Ozna&me jako Ag¢
matici f vzhledem k jakékoli bazi prostoru L. Potom A v F je
vlastni hodnotou f pravé tehdy, kdyz det(Af — AE,) = 0.

Dikaz.

ProtoZze L ma dimensi n, je A vlastni hodnotou f pravé tehdy, kdyz
def(f — Aid) > 0. To nastane pravé tehdy, kdyZz matice Af — AE,, je
singuldrni. |

Pozndmka

PYedchozi tvrzeni nezdvisi na volb& baze prostoru L a tim padem
nezavisi na volb& matice Ag.

P¥ipomenuti: zm&nou bidze zmé&nime matici Af na matici
T-1.Af T, pro n&jakou reguldrni matici T.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (matice mohou mit stejné vlastni hodnoty, ale rizné
vlastni podprostory)

5 -2 2
AtA= -1 4 —1]| je matice nad R.
4 4 -1

Potom charp(x) = —(x —3)? - (x — 2).

@ Pro dvojnasobnou vlastni hodnotu A = 3:

1 -1
eigen(3,A) = ker(A —3E3) =span(|{1|,| 0 |).
0 1
© Pro jednondsobnou vlastni hodnotu A = 2:
-2
eigen(2,A) = ker(A —2E3) =span(| 1 |).
4
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (pokrat.)

2 4 -3
Pozor! ProB= | —1 10 —6 | je charg(x) = chara(x). Ale
1 8 -4
1 0
eigen(3,B) =span(| 1]) a eigen(2,B) =span(| 3 ]).
1 4

Tedy: A a B maji stejnd vlastni &isla (i s ndsobnostmi), ale rizné
vlastni podprostory.
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Diagonalisace matic

Problém diagonalisace
Pro matici A typu n x n nad F chceme rozhodnout, zda A =~ D,
kde D = D(A1; A2;...; \p) je diagondlni matice

AM 0 0 ... 0
0 X 0 ... O
0 0 X3 ... O

0 0 0 ... X\,
nebo ve sloupcovém zapisu

(AM1-e,Aa-ex,A3-€3,...,0,-€p)
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Diagonalisace matic

Myslenka nalezeni matic T a D v rovnici T"!-A-T=D
At D = D(\1;...; \p).
@ Rovnost T™1. A. T = D plati pravé tehdy, kdy? plati rovnost
A-T =T D a matice T je regularni.
@ Pro regularni matici T = (t1,...,t,) plati rovnost
A-T =T:D pravé tehdy, kdyZ plati rovnosti A -t; = \; - t;
pro v8echna j =1,..., n.
Shrnuto: rovnost T~ - A~ T = D(\1,...,\,) plati pravé tehdy,
kdyZ plati ndsledujici dvé podminky:
@ A-tj=\;-tjproviechnaj=1,...,n
To jest: j-ty sloupec t; matice T je vlastni vektor pFislusny
vlastni hodnot& \; matice A.
e Matice T = (t1,...,t,) je regularni.
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Diagonalisace matic

Pozorovani
Dva vlastni vektory, pfislusejici dv€ma riiznym vlastnim hodnotam,
jsou linedrné nezavislé.
Plati-li
At =X -t a A-t, =Xt
pak z rovnosti a; - tj, + a> - tj, = o plyne
o = (A—)\j2-E)~0
= (A=X,-E)- (a1t +ax-tp)
= a (A=), E)-t,+a-(A- ), -E) -t

-~

#o o

tedy a3 = 0.
Rovnost a = 0 se dokaZe analogicky.
Problém

Existuje dostatek linedrné nezavislych vlastnich vektori pro stejnou
vlastni hodnotu?
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Diagonalisace matic

Véta (charakterisace diagonalisovatelnych matic nad F)

Pro matici A typu n x n nad F jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

© A je diagonalisovatelna, tj A =~ D pro né&jakou diagonalni
matici D.

@ Charakteristicky polynom chara(x) lze v F rozloZit na soutin
linedrnich faktor( a plati: nasobnost A jako kofene chara(x) je
rovna dim(eigen(A, A)).?

“Ndsobnosti A jako koFene chara(x) se n&kdy ¥ikd algebraickd ndsobnost A,
¢islu dim(eigen(A, A)) se n&kdy ¥ikd geometrickd ndsobnost A.

Dukaz.
Bez diikazu (nemdme vybudovanou teorii polynomd nad obecnym
télesem F). Pro zdjemce: Véta 10.4.8 skript. [ |
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Diagonalisace matic

Ptiklad (nad R)
5 -2 2 2 4 -3

Matice A= -1 4 -1 a B —1 10 —6 | splfiuji:
-4 4 -1 -1 8 -4

@ charp(x) = charg(x) = —(x — 3)? - (x — 2).

@ Protoze dim(eigen(3,A)) = 2 a dim(eigen(2, A)) = 1, plati
A =~ D pro néjakou diagonalni matici D.
© ProtoZe dim(eigen(3,B)) =1 a dim(eigen(2, B)) = 1, neplati
B ~ D pro zddnou diagondIni matici D.
Ukazali jsme (mimo jiné): A % B, prestoze chara(x) = charg(x).
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Diagonalisace matic

Priklad 5 -2 2
PromaticiA= [ -1 4 —1| nad R plati chara(x) = —(x — 3)* - (x — 2)
-4 4 -1
3 00 1 -1 =2
aD=T ' A-T,kdeD=(0 3 0|]aT=[1 0 1
0 0 2 0 1 4

Matice A v kanonické bazi odpovida linedrnimu zobrazeni

X 5x — 2y + 2z
y|l—=| —x+4y -z
z —4x 44y —z
1 -1 -2
Vzhledem k bazi (1], 0 |,| 1 |) jde o podstatn& jednodussi zobrazeni
0 1 4
X 3x
y| =13
z 2z
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvé dulezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Diagonalisace matic

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktni’a konkrétni linearni algebra.
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Minula prednaska
© Pojmy vlastni hodnota a vlastni vektor linedrniho zobrazeni.

@ Vé&ta o diagonalisovatelnosti ¢tvercovych matic nad C.
Dnesni prednaska
© Diagonalisovatelnost matic nad C a nad R.

@ Dveé aplikace: ¥eSeni rekurentnich rovnic a funkce matic.?

“Tyto dvé& aplikace nebudou zkougeny!
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

PFipomenuti dilezité vlastnosti télesa C
KaZdy polynom p(x) v C[x] stupn& n ma pfesné& n kofen(
(potitanych i s ndsobnostmi).?

?Této vlastnosti t&lesa C se Fikad algebraickd uzavfenost.

© Komplexni &islo A je kofen polynomu p(x) € C[x] ndsobnosti k, pokud
plati rovnost p(x) = (x — A)* - g(x) pro q(x) € C[x] a q()\) # 0.

@ Specidlné: &islo A m3 jako kofen p(x) ndsobnost nula pravé tehdy, kdyz A
neni kofenem polynomu p(x).

Dusledek (téma 8A, tvar véty o diagonalisaci pro F = C)

Pro ¢tvercovou matici A nad C jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

© Matice A diagonalisovatelna.
@ Pro kazdé komplexni &islo A plati: ndasobnost A jako ko¥ene
polynomu chara(x) je rovna dim(eigen(A, A)).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Priklad
Pauliho matice? jsou nasledujici t¥i matice nad C:

() () ()

V8echny tyto matice jsou diagonalisovatelné:
@ Matice Z jiz diagonalni je.

?Jde o daleZity p¥iklad v kvantové mechanice a kvantovém potitani. Matice
X, Y a Z jsou operétory spinu ve smérech os x, y, z a znalivaji se téz
ox (také: o1) oy (také: o2) o, (také: o3)

UZite¢na pocetni cviceni: plati rovnosti
Q oi=02=02=—i 010003 =Es.
Q {oj,0k} = 26kEz, kde {0}, 0k} = 0jok + ok0j je tzv Poissonova zavorka a
0jk je Kroneckeriiv symbol.
Q [0j,04] = 31, 2iejuoy, kde [0}, 0k] = 0ok — ako; je tzv komutator a eju

je Levi-CivitGv symbol.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

P¥iklad (pokrat.)
. . . 01
@ Diagonalisace matice X = <1 0).
Plati charx(x) =x? —1=(x — 1) - (x + 1).

Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice X jsou: A\; =1,

1 1
t; = <1> ad=-1t = (1>
Tudiz
01 - 1 0
1 0)7\0 —1

a operator X je diagondini v bazi (ti,t2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

P¥iklad (pokrat.)

0
Plati chary(x) = x> — 1= (x — 1) - (x + 1).

© Diagonalisace matice Y = <(1) _I)

Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice Y jsou: A\; =1,

V] = <_1,> a )\2 = —1, Vo = <1)
Tudiz
01y (1 0
1 0/ \0 -1

a operator Y je diagondini v bazi (v1,v2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Jordanuv tvar étvercové matice

At A je matice typu n x n nad F takovd, Ze polynom charp(x) lze
rozloZit na soudin linedrnich faktora.?

Potom lze dokazat, Zze A je ,téméF diagonalisovatelnd”. P¥esnégji:
plati A =~ J, kde

Jpb 0 0 0 ... O
0 J» 00 ... O
0o 0 0 0 ... J,

O Jordanové tvaru budeme mluvit na p¥isti pfedndsce (téma 9A).

“To plati nap¥iklad pro libovolnou matici nad C.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Jordaniv tvar &tvercové matice (pokrac.)

A1 0 00 0
0 A 1 00 0
=0 0 x 10 0
0 0 0 00 ... A

Matici J; ¥ikdme Jordanova burika. Na diagondle je vlastni hodnota
A;j matice A. Rozmé&r matice J; je roven nasobnosti vlastni hodnoty
A jako ko¥ene chara(x).

Existenci Jordanova tvaru budou vé&novany dalsi prednasky.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Pviklad

b

@ chara(x) = (a— x)2 + b? = x2 — 2ax + (3% + b?).
Diskriminant tohoto vyrazu je —4b2.

At A = ( 2 _S > je regularni matice nad R. Potom plati:

Matice A je tedy nad R diagonalisovatelnd pouze v p¥ipad&
b=0.

V tomto p¥ipadé ale A uZ je diagondini: A = < g 2 > a

musi platit a # 0, protoZe A je regularni.

Matice A je tedy matici zmé&ny mé&Fitka (zmé&na je stejnd na
obou soutadnicovych oséch).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

P¥iklad (pokrat.)

@ V pfipadé b # 0 matice A = < a —b

neni nad R
b a >
diagonalisovatelna.

Matice A (chdpand jako matice nad C) ma vlastni hodnoty
A1 = a+ bi a A\, = a— bi, protoZe
chara(x) = x> —2ax+(a®+ b?) = (x— (a+ib))-(x — (a—ib)).

Oznatme r = |A\1| = |\2| = y/a? + b?. Déle ozna&me jako «

1 a
1 a .
thel? mezi vektory < 0 > a < b >

Potom

a —b r O cosa —sina
A: = . )
(b a) (0 r) (sma cosa>

To jest: A je rotace o Uhel o, nasledovand zménou méfitka.

?Uhlu « se ¥ika argument komplexniho &isla a + bi. Plati tedy rovnost
a+bi=r-(cosa+isina)=r-e*.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Tvrzeni (klasifikace regularnich transformaci roviny)

At M : R? — R? je reguldrni a at nema 2-nasobnou vlastn{
hodnotu. Pak M je podobnd bud

Omatici(g 2>,kdea7£bjsoquaa~b7é0,
nebo
@ matici < r O>'<cc.>sa _Sma),kder>Oa
0 r sin« cos «
a € [0; 27).
Slogan

Regularni transformace roviny bez 2-nasobnych vlastnich hodnot
jsou pouze dvou typl:
© Zmény méFitka (zm&na mé¥itka je na kazdé soufadnicové ose
jind).
© Rotace nasledované zménou méfitka stejnou na obou
soufadnicovych osach.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R

Dukaz (klasifikace regularnich transformaci roviny).
©Q V ptipadé, kdy M je diagonalisovatelna nad R, mad M dvé

rizné redlné vlastni hodnoty a, b. Tudiz M ~ ( g 2 ) kde

a-b+# 0, protoze M je regularni.

@ V ptipadé, kdy M nad R diagonalisovatelnd neni, ma
charm(x) komplexni kofen A = a + bi, kde b # 0.
Oznalme jako v komplexni vlastni vektor p¥islugny vlastni
hodnoté A. Ozna&me jako T matici se sloupci t; = Re(v)
(vektor redlnych &asti polozek vektoru v) a t, = Im(v) (vektor
imaginarnich &asti poloZek vektoru v).

Potom plati rovnost M = T - Z _S ) ST

Nyni stadi pouZit predchozi ptiklad. |
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Vypocet mocnin diagonalisovatelné matice

Pro diagonalisovatelnou matici A typu n x n nad F plati:

A =T71.-D-T pro n&akou regularni matici T.

Tudizz: A2=A-A=(T1.-D-T)(T!.D-T)=T1.D%2.T.
Obecn&: Ak = T~1. DX . T, pro véechna p¥irozena &isla k > 0.
ProtoZe mocniny diagondIni matice Ize poditat velmi rychle, lze
rychle poéitat i mocniny diagonalisovatelnych matic.

UkaZeme dvé& aplikace umociiovani:

© Reseni linearnich homogennich rekurentnich rovnic.
To je dilezité pf¥i analyze sloZitosti rekursivnich algoritmd.

@ Zakladni myslenku funkci matice.
To je dilezité ve fyzice, grafice, kvantovém poéitani, ...
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

P¥iklad (Fibonacciho posloupnost)

Hleddme posloupnost &isel F(n), spliiujici linedrni rekurentni
rovnici F(n+2) = F(n+ 1) + F(n), pro v8echna p¥. & n > 0.

Cil: chceme explicitni vzorec pro F(n), n > 0.
Evidentné&: zndme-li F(0) a F(1), zndme v3echna F(n).?

© Vytvorfime generujici matici F = pro kterou plati:

01
11

© (+t) = (o) oo () = (o)

© Matice F je diagonalisovatelnd nad R: A\ = 1+*[ , A = \[
_ A1 0 _ 71 _ 1 1 n__ n -1
D—<O )\2>—T F-T, T—<>\1 )\2>, F'=T-D"T

“Pozadavkim F(0) = xo a F(1) = x1 se ¥ikd potatetni podminka. Pro
klasickou Fibonacciho posloupnost jde o F(0) =1, F(1) = 1.
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

P¥iklad (Fibonacciho posloupnost, pokrat.)
F(n) \ _ Al 0 1 (F(0)
o (ruPn) =7 (& ) T (FY
L 1Y (AT 0\ 1 [ A -1\
A1 Ao 0 )\g Aa—A1 -1 1
1 L 1Y) (AT 0\ (A -1\
pYEoY A1 Ao 0 /\g —A\1 1
Takte: F(n) = M2 £ () 4 2008 p(y)
V klasickém pfipadé (tj kdyz F(0) = F(1) = 1), je
YD PR VD CEEEEY VISP ¥
F _ M 2 1 2 _
(n) VS VRS Ve

-1 ., 1-XM
A2 — A1 2 -\
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Poznamky (linearni homogenni rekurence k-tého ¥adu)

Obdobnym zpiisobem lze ¥esit jakoukoli homogenni linedrni
rekurentni rovnici k-tého ¥adu: hleddme posloupnost X(n) prvki F,
které spliuji

X(n+k)=aX(n+k—-1)+aX(n+k—-2)+...aX(n)

pro viechna p¥irozena &isla n > 0, kde ay, ..., ax jsou v F.

Jediné, co potfebujeme, je diagonalisovatelnost generujici matice.

© Reseni rekurentnich rovnic hraje zasadni dlohu p¥i analyze
sloZitosti rekursivnich algoritmi.

© Podobné postupy funguji i pro linearni homogenni diferencidln{
rovnice k-tého ¥adu. Viz Dodatek O skript.
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Dvé dilezité aplikace diagonalisovatelnosti matic
Ptiklad (exponencidla matice) o
n
oy [ . : X
Vime, 7e funkce € ma Tayloriiv rozvoj e* = E -
n!
n=0
Pro &tvercovou diagonalisovatelnou matici X =T 1. D- T
def|nu1eme -
n 1 n
D IR I
n! n!
' j i=0
:eD

Konvergenci této fady musime chapat ve smyslu normy.?

Lze ukazat, e matice eP je diagonélni, a e plati P = (05 - edi).

?To je velmi technicky pojem, nebudeme o ném mluvit. Vice naptiklad
v knize Roger A. Horn, Charles J. Johnson, Matrix analysis, Cambridge
University Press, 2012, nebo v prednaice AOBO1PAN (Pokrotild analyza), nebo
v kapitole 13.2 skript. Analogicky exponencidle Ize postupovat pro obecnou
funkci f : R — R (p¥ipadn& f : C — C), kterd ma TaylorGv rozvoj.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni
Nilpotentni zobrazeni
Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Jordanuv tvar

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 11.1 a 11.3
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09A-2024: Jordaniiv tvar 1/20


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Minulé prednasky
©Q Matice nékterych linedrnich zobrazeni mezi prostory kone¢nych
dimensi Ize (za urtitych predpokladil) diagonalisovat.

© Matice nékterych linedrnich zobrazeni mezi prostory

kone&nych dimensi diagonalisovat nelze.
Dnesni prednaska

© Budeme studovat obecnd lineadrni zobrazeni f : L — L, kde L
ma kone¢nou dimensi.
Vysvétlime, co je Jordaniv tvar zobrazeni f.?
Pijde o tvar: f = diagonalni + nilpotentni.
Nilpotentni = , témé&Ff nulové zobrazeni”.
To znamenad: Jordaniv tvar = , témé&F diagonalni tvar”.

?Jde o velmi technickou partii linedrni algebry. Nékteré dikazy tudiz
neuvedeme. Diikazy vSech tvrzeni naleznete v Kapitole 11 skript.
Zkouska: vypotet Jordanova tvaru nebude v pisemné &isti (mohou tam ale byt
nilpotentni matice), u dstni &3sti mohou byt vyZadovany pouze hlavni myZlenky
Jordanova tvaru (viz str 9 tohoto tématu).
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (direktni rozklad rotace v roviné xy)

Pro

cosa —sina 0

sinae cosa 0| :R¥®=R3
) 0 0 1
je

@ R3 = span(er, e;) Vspan(es) a span(er,e) Nspan(es) = {o}.
Tento fakt budeme znatit R3 = span(er, e2) ® span(es3) a
budeme mluvit o direktnim rozkladu R3 na span(es, e;) a
span(es).

@ Direktné rozloZit lze i celé linedrni zobrazeni:

sina cosa 0] =

e )
0 0 1

protoZe podprostory span(ej, ez) a span(es) jsou invariantni
na dané zobrazeni.

cosae —sina O (
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (diagonalisovatelna matice a direktni rozklad)

At A : F" — F" je diagonalisovatelnd matice:
D1, ...;dn) =T L. AT, kde T=(4,...0n)
Potom pro W; = span(;) plati
Q@ o F'=WvVv...vW,
@ W;n\ W, = {o} pro viechna i.

J#
Tato dvé& fakta budeme znatit F" = W1 @ ... & W, a budeme
Fikat, ze W1, ..., W, tvofi direktni rozklad prostoru F".

@ Pro kazdé x z W; je Ax opét z W;. To jest: kazdé W, je
A-invariantni podprostor prostoru F".
MiZeme tedy psat: A~ A; D ... DA,
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Priklad
5 -2 2

AtA=|-1 4 —1| je matice nad R.
4 4 -1

Potom chara(x) = —(x — 3)% - (x — 2).
© Pro dvojndsobnou vlastni hodnotu A = 3:

1 -1
eigen(3,A) = ker(A —3E3) =span(| 1], 0 |).
0 1
© Pro jednondsobnou vlastni hodnotu A = 2:
-2
eigen(2,A) = ker(A — 2E3) =span(| 1 |).
4

Plati R = eigen(3, A) @ eigen(2,A) a A ~ (g g) ® (2).

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09A-2024: Jordaniiv tvar 5/20



Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (diagonalisovatelna matice a direktni rozklad, pokrat)

At A : F" — F" je diagonalisovatelnd matice:
DAt;...;2) =T - A- T, kde T=(1,...0n).

Direktni rozklad Ize zlepsit: pokud
chara(x) =a-(x —A1)™ ... (x — Ap)™, potom

Frf=Vi®...0V, AxBi&...4B,

To jest: A-invariantni podprostory V; miiZzeme zvolit tak, Ze
dlm(\/,) =m;.

Poznamka

Kdy A diagonalisovat nelze? Kdyz dim(V;) < m; pro alespoii jedno
i. Budeme muset vylepsit pojem invariantniho podprostoru.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

P¥iklad (neexistence direktniho rozkladu pro
nediagonalisovatelnou matici)

2 4 -3
ProB= | -1 10 —6 | nadR je charg(x) = —(x —3)%-(x—2).
-1 8 —4

1 0
Ale eigen(3,B) =span(| 1 |) a eigen(2,B) =span(|3]).
1 4

To znamena:
© Prostory eigen(3,B) a eigen(2, B) jsou B-invariantni.
@ R3 # eigen(3, B) @ eigen(2, B).
Prostor eigen(3, B) vlastnich vektort pFislusnych hodnoté 3
md malou dimensi.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Prof:L;1 >l kdeLi =W .. oW, Lor=ViDH...®&Va
f(X) je z V;, jakmile X je z W;, piseme

To znamenad: f(X) = f1(x1) + ... + fi(Xk), kde X =X + ... + Xk.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni

Cil této prednasky (hlavni myslenky Jordanova tvaru)

© Pro linedrni zobrazeni f chceme psat f = fyi,g + firif, kde
@ fyiag je diagonalisovatelné.

@ fui se ,prilis nelisi* od nulového zobrazeni 0. Presngji:
(f.i1)X = o pro n&jaké k.
O fii - faiag = faiag - fril-

Tomuto sout¢tu budeme F¥ikat Jordantv tvar f.

K ¢emu je to dobré? Budeme moci poditat mocniny?

k
m . .
f7 = (fgiag + fait)” = Z < ) (Faiag) - (i)™
—0 J —— N———
= snadné —oprom—j>k
© Namisto Jordanova tvaru linedrniho zobrazeni hleddme
vétSinou Jordan(v tvar jeho matice.
V uréité bazi (které se ¥ikd Jordanova baze) bude tedy matice

mit ,,pfijemny tvar”.

?To je v nejriznéjsich aplikacich velmi dileZité.
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Nilpotentni zobrazeni

Cil této prednasky (pokrac.)

© VEtSinu vysledkl nedokaZeme, pouze uvedeme pfiklady.

Navic: nenaucime se hledat Jordanovu bazi. Je to velmi
technické, vice se Ize dotist v Kapitole 11 skript.

Znaceni

Pro linedrni zobrazeni f : L — L zna&ime fO = id a fxT1 = f . fk
pro k > 0.

Definice (nilpotentni zobrazeni)

Linedrnimu zobrazeni f : L — L, pro které existuje k tak, Ze
fk = o, ¥ikdme nilpotentni. Nejmensimu takovému k Fikdme index
nilpotence a znacime jej nil(f).
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Nilpotentni zobrazeni

P¥iklad (nilpotentni matice)
Matice

O O O o
o O o
O O = O
O O O O

je nilpotentni, plati nil(N) = 3.
Pojd me ,stopovat" cestu vektorii kanonické baze p¥i postupné
aplikaci matice N:

e +—o, e +—e +—o, ey3r—rer—e+r—o0, e€e—o0

Vsechny &tyfi bazové vektory se nakonec zobrazi na nulovy vektor,
protoze matice N je nilpotentni. Navic nil(N) je zjevn& rovna
nejvétsi z délek jednotlivych Yetézci, tj. nil(N) je maximalni z &isel
1,2, 3, 1.
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Nilpotentni zobrazeni

P¥iklad (nilpotentni matice)
Matice

N =

o O O
O O =
O = W

nad R je nilpotentni: jeji Fetézce jsou

e, (o]
e e (o]
e3 — 3e1+e — e — o0

a proto plati nil(N) = 3.
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Nilpotentni zobrazeni

Definice

Ctvercové matici

010 ... 0
0 01 0
: : | =(o,e1,e2,...,€,5-1)
0 0O 1
0 0O 0

fikame Jordanova burika.?

?Buiika v této definici ma rozmé&ry n x n.

Pozorovani

Kazda Jordanova burika je nilpotentni matice. Index nilpotence je
roven rozmériim buriky.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09A-2024: Jordaniiv tvar 13/20



Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Nalezeni Jordanova tvaru matice M : F" — F”
Postupujeme takto:

@ Spotteme charakteristicky polynom charpm(x) matice M.
©® Pokud charm(x) nelze v F[x] rozloZit na soutin ko¥enovych
faktor(i, vypolet kon&ime. Jordaniv tvar matice M neexistuje.
@ Pokud charm(x) =a-(x — A1)™ - ... (x = Xp)™ v F[x],
Jordaniiv tvar matice M existuje a my postupujeme podle
dalich bodd.
@ Jordaniv tvar bude mit p Jordanovych segmentid B;();),
i=1,...,p. Segment B;(\;) ma rozm&ry m; X m;.
© Nalezeni i-tého segmentu B;(\;):
@ Utvofime nilpotentni matici M — \; - E,. a nalezneme jeji
Jordaniv tvar N;.
@ Plati B;(A\;)) =N; + \; - E,.
Q Z Jordanovych segmentil utvotime Jordandv tvar matice M
jakoZto blokové diagonalni matici.
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Direktni rozklad linearniho prostoru a linearniho zobrazeni
Nilpotentni zobrazeni
Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Prakticky vyznam Jordanova tvaru matice M : F” — F”
Pokud charm(x) = a- (x —A1)™ ... (x = Xp)™ v F[x], pak plati

M ~ Mgisg + My
kde Myiag je diagonalni, My,; je nilpotentni a plati rovnost
Muyiag - Mnii = My - Myiag

To je velmi dilezity vysledek v aplikacich!

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09A-2024: Jordaniiv tvar 15/20



Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Ptiklad
P¥ipomenuti: pro &tvercovou matici X nad R (nebo nad C) lze

definovat
+oo X"

exp(X) = Z "

n=0

a vysledkem je opét &tvercova matice nad R (nebo nad C).
Navic: pro funkci t — exp(tX) redlné prom&nné plati rovnost

d

— exp(tX) = X - exp(tX)

dt

a to umoZiiuje elegantné Yesit soustavy linearnich diferencalnich
prvniho ¥adu s konstantnimi koeficienty, viz Dodatek O skript.

Matici exp(tX) lze snadno spoéitat, zndme-li Jordaniiv tvar matice
X.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Pyiklad
Pro matici
5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
o -1 2 0 2 0
M= -8 -8 -1 2 -12 -7
0 0 0O 0 -1 o0
-8 -8 -1 0 -9 -5

nad R nalezneme jeji Jordandv tvar.
@ Plati charpm(x) = (x — 2)*(x + 1)2.
Jordaniiv tvar M bude mit dva Jordanovy segmenty:

@ Segment B1(2) velikosti 4 x 4, protoZe ndsobnost 2 jako
koFene charakteristické rovnice je 4.

@ Segment By(—1) velikosti 2 x 2, protoze ndsobnost —1 jako
kofene charakteristické rovnice je 2.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Ptiklad (pokrat.)

@ Celkov&: Jordaniv tvar matice M je

M =~ 81(2) D B2(—]_) =

O Ol oo N
O OO N+
O OoO|loN = O
o O I\J‘OOO
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

P¥iklad (pokrat.)

Napftiklad: vime, Ze plati

5 4 0 0 4
2 3 1 0 5
0 -1 2 0 2

tM ~ t -8 -8 -1 2 -12
0 0 0 0 -1
-8 -8 -1 0 -9

pro kazdé t z R.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

3 2t 0 0 0 0 O
1 0 2t 0 0 0 O
ol _ |0 0 2t 0 0 O
71 7 o o o0 2t 0 O
0 0 0 0 0 -t O
-5 0 0 0 0 0 —t
:thiag
0t 0 0 0 O
00t 0 0 O
000 0 O0 O
T1lo 000 0 o0
000 0 0 O
0000 0 O
=tMp;
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

P¥iklad (pokrat.)

To znamen3, Ze?

exp(tM) ~ exp(thiag + tMn”) = exp(th;ag) . exp(tMn”)

2
= exp(tMgiag) - (E6 + tMpyj) + EMﬁn)

e te > 0 0
0 & e 0 0 0
—1o0 0 e’ 0 0 0
0 0 0 et 0 0
0 o0 0 0 et 0
0 0 0 0 0 et

“Exponencidla diagondini matice se po&ita snadno. Exponencidla nilpotentni
matice se potitd v kone&né krocich. V nasem p¥ipadé plati nil(Mni) = 3, proto

£2
exp(tMpil) = Es + tMui + EMﬁn-
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Obecna fakta o skaldrnim soutinu
Geometricky vyznam obecnych skalarnich souéinii v R"

Abstraktni skalarni soudin

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitolach 12.1 a 12.2 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09B-2024: Abstraktni skalarni soutin 1/18


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Dnesni pfednaska
© V této prednasce (a ve vech predndskach tykajicich se
skaldrniho soutinu) se zam&¥ime na linedrni prostory nad R.?

@ Skaldrni soutin zavedeme axiomaticky. Odvodime geometricky
vyznam skaldrniho soutinu.?

Axiomatické zavedeni skalarniho souinu ndm umoZni pfevést
zndmé vyznamy z R" (kolmost, délka vektoru, atd) do
obecnych linedrnich prostorii se skaldrnim soucinem.

“Velmi malo ¥ekneme i o linedrnich prostorech nad C. Divod: fyzika a
kvantové potitani.
bSlogan: skaldrni soutin je mira ,,odchylky* dvou vektori.

PFisti prednaska

© Popis obecnych skalarnich souini v prostorech R”.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Definice (realny skalarni soutin)

At L je linedrni prostor nad R. Funkci (— | =) : L x L — R ¥ikdme
skaldrni soutin,? pokud plati nasledujici, pro libovolné vektory X, y:

© Komutativita: (X | y) =<y | X).
@ Linearita ve druhé soufadnici: zobrazeni (x| —): L — R je
linedrni.

—

@ Positivni definitnost: (X | X) > 0, (X | X) = 0 iff X = 0.

?NaZe znaceni pro skaldrni soutin je obvyklé ve fyzice (tzv bra-ket notation
nebo Diracova notace) a m3 jisté vyhody. ZnaZeni X - y pro skaldrni sou&in
nebudeme pouzivat! Diivod: ptetiZeni znalky - pro soudin.

Poznamka (skalarni soucin pro prostory nad C)

V ptipadé linedrniho prostoru nad C mluvime o skalarnim souéinu,
pokud (— | —) : L x L — C je positivn& definitni, linedrni ve druhé
soufadnici a misto komutativity plati rovnost (X | y) = (¥ | X).
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Ptiklady skalarnich soucinii

@ Skaldrni soutin v prostoru orientovanych tselek:
X y)=|X|-|y] - cose, kde ||X|| a ||y| jsou délky tsetek X a
¥ a @ je dhel, ktery sviraji:? 7

—

X

Tento skaldrni soudin spliiuje viechny t¥i poZadované
vlastnosti: je komutativni, linedrni ve druhé soutadnici a
positivné definitni.

NP

?Dalezita pozndmka: v dal3i &asti predndsky ukdzeme, Ze pro libovolny
skaldrni soutin je mozné definovat pojmy délky | x| vektoru X (také: normy
vektoru X) a dhlu ¢ mezi dv€ma vektory tak, Ze plati rovnost
K1y =Xl - Iyl - cosp.

V prostoru s obecnym skalarnim soudinem se tudiZ budeme moci ,chovat
stejné" jako v klasické geometrii. Bude tak napftiklad platit Pythagorova véta, a
podobné&.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

P¥iklady skalarnich soué&ina (pokrac.)
n
@ Standardni skaldrni sougin vR™ (x |y) =x" .y = Z Xi " Yi.
i=1

© Standardni skalarni sou€in neni jediny skaldrni soucin v R".
v/ X .
Nap¥iklad? <<x1> | <§1)> = x1y1 + xoy1 + x1y2 + 2x0)0 je
2 2
skaldrni soutin v R?. (Jde o Gmorné, ale uZitetné cviZeni.)

n
© Standardni skaldrni sou¢in v C": (x | y) = 27, Vi
i=1
Pozor! Plati rovnost (x | y) = {y | x), nikoli (x | y) =y | x).

?K tomuto skaldrnimu soutinu se vratime koncem této prednasky. Po pFisti
pfedndice budeme schopni (tém&F) okamZit& uvidét, Ze jde o skaldrni soudin.
Budeme také schopni popsat viechny mozné skaldrni sou&iny v prostoru R".
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Tvrzeni (nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski)

Plati [(X| y)| < \/<>?| >?>~\/<Y|Y>-

Diikaz.

Plati 0 < (X + ay | X + ay) = (X | \)+a2(X | y) +a* (¥ | ¥), pro
— —— ~——

C B A
kazdé a e R.

Tudiz B2 — 4AC < 0, neboli B2 < 4AC. Z toho nerovnost

(R )] < A/ %) /(7 | 7> plyne okamiite. r
Jednoduchy, ale dilezity disledek: dhel mezi vektory
X1y

Pro nenulové X, y plati —1 < < 1. Uhlu %

VEID T 1)

=cos ¢ pro jediné ¢ € [0; 7]
Fikdme (hel mezi vektory X a y.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Definice (norma vektoru)

Normu vektoru X definujeme? jako |[X| = /(X | X).

?Nerovnost C-S-B tedy miZeme zapsat jako [X | ¥)| < |X] - [I¥]-
Tvrzeni (vlastnosti normy)
Plati
Q |X| =0, |x] =0iff X=0.
Q@ Ja- = lal - ||
© Trojtihelnikova nerovnost: |X + y|| < ||X] + |
Dukaz.

Jedind netrividlni vlastnost je trojuhelnikova nerovnost. Upravujte:
|¥+ 7 = K+ 7| X+ 5) = |]> + 2R | ¥) + |7]? a pouzijte
nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski:

[%1? +2¢x | 7) + 7] < I%]% + 2)%] - 7] + |71 = (I%] + [7])>.
Celkové: X + ¥ < (IX] + [¥])? tedy [X + ¥ < %] +[y]. ™
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Diisledek
Pro nenulova X, ¥ plati rovnost (X | y) = |X|| - |¥| - cos .

Poznamka

P¥edchozi disledek je stejnd rovnost, ktera plati pro , klasicky"
skaldrni soutin v prostoru orientovanych uUsecek!

Definice (ortogonalita vektorii)

Pokud (X | ¥) = 0, mluvime o ortogondlnich (také: navzdjem
kolmych) vektorech.

Nékolik poznamek o ortogonalité

© Nevekli jsme, Ze vektory X a y jsou na sebe kolmé, pokud
sviraji dhel 5. Takovd dvaha plati pouze pro nenulové vektory.
Chceme ovsem hovofit i o nulovém vektoru, proto jsme
definovali kolmost rovnosti (X | y) = 0.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Neékolik poznamek o ortogonalité (pokrac.)

@ Pozor: nulovy vektor o je kolmy na kaZzdy vektor X.
Divod: z definice skalarniho sou&inu vime, Ze zobrazenfi

(X|->:L—>R

je linedrni. Proto (X' | —) musi poslat nulovy vektor na nulovy
vektor, neboli musi platit rovnost

%] &) =0

Obrécené: jestlize X je kolmy na kazdy vektor, pak X = &.
Divod: podle pfedpokladu je (x| X) = 0. Z definice
skaldrniho soutinu plyne, Ze X = 0.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Neékolik poznamek o ortogonalité (pokrac.)
© Chceme-li pro n&jaky vektor X ové&fit, Ze (X | V) = 0 pro kazdy
vektor V' ze span(M), sta&i ové&fit, Ze plati (x| ni) = 0 pro
vechny vektory m z M.

Davod: pro obecny vektor v ze span(M) nastane jedna ze
dvou situaci:

© 7= 5. Pak (%[ 7) = 0.

Q v—Za, m; pro n&jaka a,zRa nejaka m; z M. Pak
i=1
&|v)= <X‘Zal m,>—Za, X | mi)

Jestlize tedy je (X | ;) = 0 pro kazdé i, plati (x| V) = 0.
Slogan: ortogonalitu sta&i ovéFovat pouze pro mnoZinu
generatord podprostoru.
Ortogonalitou se budeme podrobné&ji zabyvat v p¥istich
prednaskach.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

P¥iklady (geometrie prostoru se skalarnim soutinem)

@ Kosinovd véta: Nenulové vektory X a ¥ uréuji trojihelnik

7
W Plati: |% - 7P = |K]? + |72 = 24| 7).
—_—
2:|X]-|]-cos ¢
X

P¥ipadu, kdy (x| y) = 0, se ¥ikd Pythagorova véta.

@ Rovnobéznikova rovnost: Dva nenulové vektory X a y uréuji
strany rovnobé&Znika s dhlopFitkami X — y a X + y.
y

$ Plati

—

X
Upravujte:

X =V + %+ 7I? =X =7 | R=P)+ K+ y [ X+7)=...
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Poznamky (vztah skalarniho soutinu, normy a metriky)
Skalarni soutin indukuje normu a ta indukuje metriku (také:
distanci) na mnoZzing L. Jde o funkci d : L x L — R, kterd spliiuje:
Q d(x,y) =0, rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz X = y.
Q d(X,y) = d(y, ).
Q d(X,y) < d(X,2) +d(Z,y).
Sta&i definovat d(x,y) = |X — y]|.
O prostoru L s metrikou d mluvime jako o metrickém linedrnim

prostoru.
Pro linearni prostory plati:? skalarni sou&in v~~~ norma v~ metrika.

NIRRT , o 1, kdyZx vy, .

a _ )

Obracené implikace neplati. Nap¥iklad d(x,y) = 0. kdy?x—y. je

metrika na R, kterd nevznikla z Z4dné normy na R (tj |x|| = d(0, x) nenf

norma). Norma || (;q) | = |x| + |x2| na R? nevznikla z 24dného skalarniho
2

soutinu na R?, protoZe nespliiuje rovnob&Znikovou rovnost.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Poznamka

PYedchozi tGvahy Fikaji, Ze prostory se skalarnim sou€inem se
chovaji tak, jak jsme zvykli z klasické geometrie. Dalsi p¥iklad
ukazuje, Ze klasickd geometrie nemusi byt vzdy vhodna.

P¥iklad (nikoli positivné definitni ,,skalarni soucin®)

!

t t
!
Na R* definujte ( ; | ;, ) = tt' — xx’ — yy' — zZ'. Protoze
0 0 z z
1 1 . ey C o, o, v
{{oll|o] =1 neide o positivné definitni , skaldrni soutin".
0 0

Tento ,skalarni sou¢in® je velmi dilezity v teorii relativity.

P¥islusnému pojmu ,vzdélenosti* vektorli x a 'y v R% se ¥ika
Lorentzova metrika Minkowského &asoprostoru.?

?V tomto &asoprostoru je rychlost svétla ¢ rovna 1.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Ptiklad (Lorentzova transformace)

Pohyb podsvételnou rychlosti v ve sméru osy x v Minkowského
asoprostoru je linedrni zobrazeni L : R* — R*, pro které plati

t = 4-(t—w)
= 7 -(x—w)
kde0<v<c=lany=

x' 1
y'o=y h_
Z, = z

Vzhledem ke kanonické bazi R* ma zobrazeni L matici

ol —v-y 0 O coshy —sinhp 0 O

A= | v ol 0 0 —sinhp coshy 0 O
o 0 0 1 0] 0 0 10

0 0 01 0 0 0 1

kde ¢ = In(y(1+ v)). Pohyb ve sméru osy x podsv&telnou rychlosti
v v Minkowského &asoprostoru Ize tedy interpretovat jako rotaci
(v rovin& dané osami t a x) o thel ¢ v hyperbolické geometrii.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

P¥iklad (rotace a standardni skalarni souéin)

P¥ipomenuti: rotace o thel a je R, : R?2 — R?, kde?
cosa —sina
Ra - < [ )
sina cosa

(Ro-x|Ro-y) = (Ra-x)7-(Ry-y)
‘Rl R, -y

= x"-R1Ry-y

= "y

= <XIY>
Tudiz plati: x| = |Ra x| a [x —y|| = |[Ra-x— Ry - y].

Potom plati:

|
b
~|

~1~|

Ukazali jsme: rotace zachovava standardni skaldrni soucin, normu a
metriku.

?Pov&imnéme si: RI = R
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Tvrzeni
Pro matici A : R” — R” jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
© A zachovava standardni skalarni soucin v R".
Q A je regularni a plati AT = A1,
Diikaz.
Z (1) plyne (2): 6 =(ei |ejy =(A-e;|A-e))=¢e] -AT -A-e,
takze AT - A = E,.

Ze (2) plyne (1):
Ax|Ay)=x"-AT-Ay=x"-A1L.Ay=x"y=(x|y. R

?P¥ipomenuti: pro Kroneckerlv symbol § plati §; = 0 pro i £ j a §i = 1.

Poznamka (zékladni transformace prostoru R?)

Projekce na osy a zm&na mé¥itka nezachovavaji standardni skaldrnf
soutin! Rotace skaldrni soucin zachovavaji (viz p¥edchozi ptiklad).
Reflexe podle os x a y standardni skaldrni souin zachovévaji.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Priklad (netradi¢ni skalarni sou&in v R?)

Y2

rovnost <(é> | (‘11>> 0.

: e 1 -1
To znamend, Ze nas skalarni soucin ,vidi* vektory <0> < >

Pro <<2> | <y1>> = x1y1 + Xoy1 + X1y2 + 2x0y2 v R? plati

1

_____ N

To miZe byt velmi praktické. Jak tedy rozpoznat obecny skaldrni
sou&in? V&imnéme si, Ze nas soulin je zadan jistou matici G:

1 1
<(2> | CZ)> = (X1 Xz) : (1 2) : (i//l) = Xx1y1 + Xoy1 + x1y2 + 2x0)»
—_——
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Co dal?
Budeme chtit pochopit, které matice G zadavaji skaldrni soudiny
v prostoru R”.

Uvidime, Ze skaldrni soutiny v R" pfesné odpovidaji maticim,
kterym ¥ikdme positivné definitni.
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Positivné definitni matice
Konstrukce specidlnich skaldrnich sougini

Charakterisace skalarnich souéinu v R”

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 12.1, 12.2 a 12.3
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 10A-2024: Skalarni soutiny v R" 1/21


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Dnesni pfednaska
© V této prednasce (a ve viech predndskach tykajicich se
skaldrniho soutinu) se zam&Fime na linedrni prostory nad R.

@ Charakterisace matic, které zaddvaji skalarni soudiny
v prostoru R".

© Konstrukce skalarnich soudinii poZadovanych vlastnosti.

P¥isti pfednasky ke skalarnimu soucinu
@ Ortogondlni baze a ortonormalni baze.
@ Ortogonalisaéni proces a ortonormalisaéni proces.

© Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce.
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Positivné definitni matice

P¥ipomenuti (dva riizné skaldrni soutiny v R?)

@ Standardni skalarni souéin:

(@)

= X1y1 + X2)2
_ 1 0 (»n
- a0 1) C2)
@ ,Nezvykly” skalarni sou€in:

E>

<(2> | <§;>> = Xx1y1 +Xoy1 + X1y2 + 2x2)2

(0

V obou p¥ipadech je soucin zadan jistou matici typu 2 x 2. Je to
nahoda?
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Positivné definitni matice

Co dal?

UkaZeme, Ze skaldrni souciny v R" odpovidaji pfesné t&€m
Etvercovym maticim, kterym ¥ikdme positivné definitni.

Definice (positivné definitni matice)

Rekneme, ¥e matice G typu n x n nad R je positivné definitni, kdyz
existuje matice R s linedrn& nezavislymi sloupci tak, ¢ G = RT - R.
Poznamky

@ Protore GT = (RT-R)T = RT - R = G, je kazd4 positivn&
definitni matice G symetricka.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 10A-2024: Skalarni soutiny v R" 4/21



Positivné definitni matice

Poznamky (pokrat.)

@ Positivné definitni matice G zobecriuji kladna realna &isla:
matice R je ,,druhd odmocnina“? matice G.

Opravdu: Matice G = (g) typu 1 x 1 je positivné definitn{
pravé tehdy, kdyz g > 0.
rn
O AtG=(g)=RT-R.PakR=|: |aplatig=ri+ - +r2
rn
ProtoZe jediny sloupec R musi byt linedrné nezavisly, je g > 0.
@ Jelig >0, plati (g) = (/&) - (\/&). Protoze /g >0, je
jediny sloupec matice R = (,/g) linedrn& nezdvisly. Matice G
je tudiz positivné definitni.

?Jde jen o slogan: matice R neni uréena jednozna¢n&. Naptiklad plati
T
T _ (2 (2
W=7 @ = (O o).
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Positivné definitni matice

Véta (charakterisace positivné definitnich matic)
Pro matici G = (gjj)i=1,....nj=1,...,n nad R jsou nésledujici podminky
ekvivalentni:
O G je positivné definitni.
© Matice G je symetrickd a determinanty vSech matic
Gi = (8jj)i=1,.. kj=1,..k kde 1 < k < n, jsou kladné.?
© Matice G je symetrickd a nerovnost x” - G - x > 0 plati pro
vdechna x z R” (rovnost plati pouze pro x = 0).

© Matice G je symetrickd a charg(x) ma viechny kofeny redlné
a kladné.

@ Existuje regularni matice R tak, ¥e plati G = R - R.

“Tento test positivni definitnosti budete vyuZivat v analyze pro uréovéani
lokdlnich minim funkci vice promé&nnych.

Diikaz.
Bez dikazu (je t&Zky, pro zdjemce: Tvrzeni 12.3.4 skript). |
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Positivné definitni matice

Poznamka o Choleskyho faktorisaci — nepovinné
© P¥ipomenuti definice: G je positivné definitni pravé tehdy,
kdyz G = R7 - R, kde R m3 linedrn& nezavislé sloupce.

@ Ptedchozi véta: G je positivné definitni pravé tehdy, kdyz
G = R7 - R, kde R je regulérni.

© Zesileni véty: G je positivné definitni pravé tehdy, kdyz
G=R".R, kde R je reguldrni v hornim blokovém tvaru.

Rovnosti G = RT - R pro reguldrni matici R v hornim
blokovém tvaru se ¥ikd Choleskyho faktorisace matice G.
P¥iklad Choleskyho faktorisace:

1 2 8 12 3\" /1 2 3

2 8 12| =10 2 3 -0 2 3

8 12 27 0 0 3 0 0 3
Choleskyho faktorisaci lze nalézt algoritmem, viz skripta,

P¥iklad 12.3.6. Tento algoritmus je nepovinny.
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Positivné definitni matice

Priklady
@ Protoze E, = E] - E,, je jednotkova matice E, positivng
definitni.

P¥ipomeiime: E,, zadava standardni skalarni soudin

x|y)=xT Ey-y=xT-yvR"

Q@ Matice G = G ;) je positivné definitni podle p¥edchozi
véty: G je symetrickd a plati nerovnosti det(Gy) = det(1) > 0
a det(Gy) = det(G) > 0.

P¥ipomefime: G zadava ,nezvykly" skaldrni soudin
x|y)=xT-G-yvR2%
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Positivné definitni matice

P¥iklady (pokrat.)

© Matice
1 0 0 0
0 -1 0 0
G=1o0 0 -1 o0
00 0 -1

neni positivné definitni podle pfedchozi véty: platf
det(Gy) > 0, det(Gy) < 0, det(G3) > 0, det(G4) < 0.

P¥ipomeiime (minuld pfednaska): G zadavd ,skaldrni souin®
(x|y)=xT-G-y v Minkowského &asoprostoru R*.
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Positivné definitni matice

Véta (obecny tvar skalarniho soutinu v R")

© At G je positivné definitni matice typu n x n nad R.
Potom maticovy soudin

x" - G-y

definuje skaldrni sou&in v R".

@ Kazdy skaldrni soutin (— | —) v R" definuje positivné
definitni? matici G = (g,'j),'=17,_,7,,’j=17,__7n, kde 8ij = <e,- ‘ ej>.
Potom plati rovnost (x | y> = x" - G -y.

“Matici G ¥ikdme metricky tensor (také: Gramova matice) skaldrniho souginu
Diikaz.
Predndska. |
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Positivné definitni matice

P¥iklad (popis viech skalarnich soutinii v R?)
. b\ . i VR Y ;
Matice G = <i d> je positivné definitni pravé tehdy, kdyz plati:

© G je symetrickd matice, tj. kdyz plati ¢ = b.
@ det(Gy) = a > 0 a det(G,) = det(G) = ad — b > 0.

To znamen4d: vyraz

axiy1 + b(x1y2 + xay1) + dxoy»

zaddva skaldrni sougin <<2) | <Q>> v R? pravé tehdy, kdy? plati

nerovnosti a > 0 a ad — b? > 0.
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Positivné definitni matice

P¥iklad (jednotkova kruznice pro skaldrni souéin v R?)

a b

Pro positivné definitni® matici G = (b d

) a pfislusny skalarni

souin (— | —) je mno¥ina®

(SIISIE

jednotkova kruZnice. Rovnice této kruZnice je
ax12 + 2bxy x> + dx22 =1

a my ukdzeme, Ze v bazi vlastnich vektorti matice G, jde o elipsu.

?P¥ipomenuti: plati a> 0 a ad — b*> > 0.
bPipomenuti: | — | je norma vytvofena skaldrnim sou&inem

G Cp=t =G a) ()
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Positivné definitni matice

P¥iklad (jednotkova kruznice, pokrat.)

© Positivné definitni matice G = (Z Z) ma charakteristicky

polynom charg(x) = x? — (a + d)x + (ad — b?)
s diskriminantem D = (a — d)? + 4b° > 0.
Q Vpfipadé D= (a—d)?>+4b>=0platib=0aa=d > 0.

Pak matice G je diagonilni, vlastni vektory jsou e; a e a
v bazi (e1,e2) ma rovnice jednotkové kruZnice tvar

1 2
4= ()
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Positivné definitni matice

P¥iklad (jednotkova kruznice, pokrat.)

© V p¥ipadé D = (a — d)? + 4b% > 0 rozli§ime dva p¥ipady:
©® b =0. Pak G je diagondlini a a & d. Vlastni vektory G jsou e;
a e a v bazi (e1,ez) ma rovnice jednotkové kruZnice tvar

2 2 2
() + (%) - ()
vd NE] ad
protoZe d > 0, nebot G je positivn& definitni. Jde tedy o elipsu.
@ b & 0. Matice G pak ma dvé& riizné kladné vlastni hodnoty

a+d++/D \ a+d—+D
ata+vpb ,oatd=vy

M= 2 2

V bazi (vi, v2) vlastnich vektorli m3 rovnice jednotkové
kruZnice tvar

2 2 2
(%) (%) - (55)
V2 VvV A1 Ao
Jde tedy o elipsu.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int
P¥ipomenuti

Minuld pfednaska: kazdy skaldrni soudin vytva¥i normu.
Je-li (— | —) skaldrni soutin na R", pak

© vektory x a y jsou ortogonalni (také: navzajem kolmé), pokud

xly)=0,
@ norma (také: velikost) vektoru x je ||x| = 4/{x | x),

© vektor x je normovany, pokud |x|| = 1.

Tvrzeni (kanonicka baze R” a standardni skalarni soucin v R")
Pro standardni skalarni souin (x | y> = x” -y a kanonickou bazi

’ 0, proi =
. T ’
(e1,...,e,) v R" plati:? (e; | e;) = €, -ej:(S,-j:{ 1 pro =

“Takovym bdzim budeme Fikat ortonormaini a obecné je budeme studovat

p¥ist&. To jest: vektory takové baze jsou na sebe navzdjem kolmé a kaZdy vektor
takové baze ma normu 1.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

Véta (kazdou bazi R” Ize povaZovat za ortonormalni)

At (by,...,b,) je jakdkoli usporddana bize R". Potom existuje
jediny skalarni soutin (— | —) takovy, Ze (b; | b;) = 0;;.

Diikaz.
Oznatme B = (by,...,b,), pfipomenuti (téma 5B):
Teok, € =b; &l Tk, p-bj=e;, provsi=1,...,n.

@ Existence hledaného skalarniho soudinu.
Definujte G = (Tk,5)" - Tk,5. Potom matice G je
positivné definitni a plati

(bi [bj) = bl -G-b

= b/ (Tk,o8)" - Tk,5- b£'

J

=(Tk,—g'bi)T=e] =€j

— T 6. —§-
= e .eJ_(SU
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

Diikaz (pokrat.)

@ Jednoznadnost hledaného skaldrniho souéinu.
Af bIT . Gl . bj = bIT . G2 . bj = 6’] Ukazeme G1 = G2.

Opravdu: plati b/ - (G; — Gy) - b; =0 prov&. i/, j.

To znamena (TB»—>Kn -e;)T . (Gl — G2) : (TB»—>K,, : ej) =0 pro
vs. |, j, neboli e,-T . (TBHK,,)T . (Gl — Gz) . TB»—»K,, -€j = 0 pro
vs. i, J.

Ukazali jsme rovnost (Tgk,)" - (G1 — G2) - Task, = Op.

Protoze Taok, i (Taok,)| jsou regulami, plati
G —G2=0,,.

Tudiz G1 = G2.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

P¥iklad

Najdéte skaldrni soutin v R? takovy, aby vektory <_23> a (_53>
byly navzajem kolmé a kazdy mél normu 1.

Obrézek:

Skalarni sou&in nalezneme podle pfedchoziho tvrzeni:
2 5. 4 1 (3 -5
@ Pro Tp.k, = <_3 _3) & (Teok,) ! = 9 <3 2 >

N B _ 1 18 21
Tudiz G = ((Teok,) nr. (Tek,) L= 81 <21 29)'

“Inversi matice Tg..k, nalezneme nejrychleji pomoci adjungované matice.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

P¥iklad (pokrat.)

@ Hledany skaldrni soucin je

18 21 21 ?
()1 G) =5t G G s o

o (2)1(%)-

18 21 21 29
G125+ 52 (95 (-3) 5+ = (-3)-(-3) =0,

) <(23> | (23>>

18 21 21 29

2224 2 (=3)+ 2 (-3) 24+ 51+ (-3) - (-3) = L
o <(_53) | (_53)> -

18 21 21 29

G155+ 5 (5 (-3) 5+ (-3 (-3) =1,
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

K €emu jsou takové vypocty dobré?

Skalarni soudin

18 21 21 29
X1 Yy
<(X2> | <y2>> ~ 81 CX1y1 + 81 “X1Y2 + 81 - Xxoy1 + 81 “Xo¥2

z predchoziho ptikladu ,vidi"

jako jednotkovou pravotihlou sit.
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Konstrukce specialnich skalarnich sou&int

Co zatim v R"” umime

Pro zadanou bézi (by,...,b,) prostoru R” umime sestrojit skaldrnf
soutin {— | =) v R" tak, Ze (by,...,b,) je ortonormaini baze
vzhledem k (— | —).

P¥isté se v R” nauc€ime

Pro zadanou bazi (by,...,b,) prostoru R"” a zadany skalarni soucin
(=] =) v R" nalezneme novou bazi (cy,...,cp), kterd je
ortonormalni vzhledem k (— | —).

Hledana baze bude navic spliiovat rovnost
span(by,...,bg) = span(cy,...,ck) pro v8echna k =1,...,n.

K tomu bude zapot¥ebi zavedeni novych pojmi: ortogonalni
projekce a ortogonalni rejekce.
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Ortogonalni mnoZiny a ortogonalni baze
Ortogonalni projekce

Ortogonalisace a ortogonalni projekce

Odptednesenou latku naleznete v kapitole 12.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
@ Definice skaldrniho sou&inu v linedrnich prostorech nad R.

Q Uplny popis skaldrnich soucinii v prostoru R".

Dnesni prednaska
O V této prednasce (a ve viech predndskach tykajicich se
skaldrniho soutinu) se zamé&fme na linedrni prostory nad R.
@ Ortogonalni bize a ortonormalini baze.

© Ortogonalni projekce. Ortogonalisace a ortonormalisace.

Dalezita aplikace — viz pFisti prednasku

© Metoda nejmensich &tverci.
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Pfipomenuti vlastnosti ortogonality (minulé pfednasky)
Plati-li (X | y¥) = 0, ¥ikdme, Ze vektory X a y jsou ortogonalni
(také: navzdjem kolmé).
© Pozor: nulovy vektor & je kolmy na kazdy vektor X.
Obrécené: jestlize X je kolmy na kaZdy vektor, pak X = &.
@ Abychom ukazali, Ze rovnost (x| V) = 0 plati pro kazdy
vektor v ze span(M), stadi ukdzat, Ze vdechny vektory m z M
plati rovnost (X | m) = 0.

Specidlni p¥ipad vySe uvedeného je:?

At (by,. .., by) je baze linedrniho podprostoru W linedrniho
prostoru L. Jestlize plati (X | bj) = 0 pro v8echna i =1,... k,
potom plati (X | w) = 0 pro v3echny vektory w z W.

“Tento specidlni p¥ipad n&kolikrat (bez daldich komenta¥d) v dnesni
pfedndsce pouZijeme.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Tvrzeni (linearni nezavislost ortogonalni mnoZiny vektorii)

At M je jakakoli mnoZina nenulovych vektorl s vlastnosti

(X] ¥) = 0 pro jakékoli riizné vektory X, y z M.? Pak M je linedrn&
nezavisld mnoZina.

“Takové mnozin& ¥ikdme ortogondlni mnoZina.

Dukaz.

At {x1,...,X,} je jakdkoli kone&nd podmnoZina M. At
n

Za; - X; = 0. Pro libovolné pevné iy € {1,...,n} plati:
i=1

n n
0:<>_<}0|6'>:<)?}0|Zai')_(;>zzai'<>_<}o | Xi) = aio - (X | Xig)-
i=1 i=1
Protoze X, # 0, plati(xj, | X,) # 0. Proto aj, = 0. [ |
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Neékolik sloganii
Q Jestlize dim(L) = n, potom kaZda ortogonalni mnoZina v L
ma nejvySe n prvk.
Slogan: v prostoru dimense n miZe existovat maximalné n
navzajem na sebe kolmych nenulovych vektord.
@ Ortogonalni mnoZin& v L, kterd tvofi bazi L, ¥ikime
ortogondlni baze.

Slogan:? ortogonalni baze je pravolhly sou¥adnicovy systém.
@ Kazdou bazi (by, ..., by) Ize normalisovat: v bézi
( b]. bn
TSy e ey =
16| 16|

Slogan: normalni baze m3a jednotkové Useky na jednotlivych
soutadnicovych osach.

) maji v8echny vektory normu 1.

?Pozor: jde jen o slogan. Vime, Ze nap¥iklad lecktery skaldrni sou&in v roving
muiZe jako ortogonalni vid&t vektory, které ,ve skuteénosti” nesviraji pravy uhel.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Definice (ortonormalni baze, &ili normalni a ortogonalni baze)

Bazi (b, ..., bp) prostoru se skaldrnim sou&inem, kterd spliiuje
rovnost (b; | bj) = §;;,7 Fikdme ortonormalnf.

“Kroneckeriv symbol § spliiuje: §; = 1, d;; = 0 pro i # j.

Poznamky

© Kanonicka baze (ey,...,e,) prostoru R” je ortonormaln{
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soudinu.

@ Pro jakoukoli bazi (by,...,b,) prostoru R" existuje
jednoznaéné urceny skaldrni soudin, ve kterém je tato baze
ortonormdlni (viz minulou prednasku).

Stejnou vétu lze dokazat pro obecné prostory nad R koneéné
dimense. To dokazovat nebudeme.

© Ortonormilini baze jsou dileZité: umoZiuji ,zpfijemnit” ¥adu
vypocti. Viz déle.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Tvrzeni (vypotet soufadnic v ortonormalni bazi)

At B = (b, ..., b,) je ortonormalni bize prostoru se skaldrnim

n (b1 [ %)
soutinem. Pak X = Z(b,- | X) - bj, &ili coordg(x) = :
= (bn | %)
Diikaz.
Definujeme: y = Z b | X) - - bj. Musime ukézat: y=X.
i=1
Pro libovolné pevné oe{1,... n} plati:
n
(biy | 7) = :olzb\x =D (bi | %) (byy | bj) = (bj, | X).
i=1
TakZe ( o | X — ) =0, pro libovolné pevné iy € {1,...,n}.
Kdyby X — y # &, byla by (n+ 1)-prvkovd mnoZina nenulovych
vektorli {X — ¥, by,...,b, } linedrn& nezdvisla.
To neni mozné: proto jey=x. |
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Dusledek (skalarni sou&in v ortonormalni bazi)

—

At B = (b, ..., b,) je ortonomalni bize prostoru se skaldrnim
n

soutinem. Pak plati:? (% | 7) =Y (b; | X) - (b; | ¥).
i=1

?Podle p¥edchoziho to znamend: (X | ¥) = x" -y, kde coords(X) =x a
coordg(y) = y. Slogan: skaldrni sou&in v ortonormalni bazi se potita jako
standardni skalarni sou¢in soufadnic.

Dukaz. .,
9= (b | %) bi | Y (b | ¥) by) =

i=1 j=1
SN b | %) (b | 7Y (bi | By =Y (b | %) - (b | ¥) - 65 =
i=1 j=1 i=1 j=1
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Poznamka pro ty, ktefi chtgji vidét souvislosti (nepovinné)

P¥edchozi dvé& tvrzeni (vypolet soufadnic v ortonormdlni bazi a
vypolet skaldrniho souginu v ortonormilni bazi) jsou pouhou
instanci toho, Ze pro ortonormalni bazi B = ([)'17 cel En) prostoru L
tvofi seznam

B* = ((b1| =), {bn | —))
bazi dualniho prostoru L*, ktera je dudlni bazi k bazi B.
Vice se Ize dozvédét v kapitole 3.5 skript.

Zde se objevuji vyhody Diracovy (také: bra-ket) notace pro skaldrni
soutin. Ve fyzice se vektor X €asto pide jako |X) (¢teme: ket X).
P¥islusny kovektor se pi¥e jako (x| (¢teme: bra X). Skalarni sou&in
(X'| ¥) je pak aplikaci kovektoru (X| na vektor |y). Tudiz (X | y) je
bra-ket? X a y.

?Samozfejmé&: bra-ket je jazykova h¥itka, spravn& by mélo byt bracket.
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Dalsi disledek (uhly vektoru se soufadnicovymi osami)

At B = (b, ..., by) je ortonormaini bize prostoru se skaldrnim
soutinem. At vektor X je nenulovy. Potom pro thel ¢, ktery
vektor X svird se soufadnicovou osou bj,, plati rovnost?

(b, | %) -
A0 27 Navic plati Zcos2 ;= 1.

SR = TR
i=1

“V&imnéme si: tvrdime, Ze (bj, | X), tj. fo-td soufadnice vektoru X vzhledem
k bazi B, se potita jako soutin ||X]| - cos ¢j,. To je zobecn&ni zndmého faktu
z elementdrni geometrie roviny (viz dal3i stranu).

Diikaz. P
Protoze (B | %) = |15y | -[I¥] - cos i, plati cos i = <H'HX>
=1 no X
d g 50 wia
) | X 1 X | X
Dale: cos? ;i = L == __ =X _-1 N
2 0= T R RP
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Ortogonalni mnoziny a ortogonalni baze

Pf¥edchozi tvrzeni v roviné s ortonormalni bazi (e, e;)

X

(€ | X) frrevereeeone \

= y P10\

€1 (e1 | x)
cos o — orientovand délka ptilehlé odv&sny  (e; | x)
L= délka p¥epony x|l
orientovana délka ptilehlé odvésny  (e; | x)
CoSs o = =

délka p¥epony x|

T T _
p1+ 2 = 5 &ili cos pp = cos (5 _ 901) — singy
Tudi cos? ¢1 + cos® py = cos® 1 + sin 1 = 1.
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Ortogonalni projekce
Ortogonalni projekce na pfimku a ortogonalni rejekce
pfimkou
At §+# 0 je vektor v prostoru L se skaldrnim souginem (— | —).
Potom pro kazdy vektor X plati:
O Vektor EZH S zjevné& lezi na pfimce span(s).

@ Vektor X — iqu S je kolmy na p¥imku §, protoZe plati

(S18-F -8 =(n-(5%- T =0

(51%) (81s) —
~—~
=1
Dostavame tedy ortogondini rozklad? vektoru X:
G X
X Gs o
[ —
ortogonalni rejekce p¥imkou span(s) (§1%) e
G (315)
——

ortogonalni projekce na p¥imku span(5)

?Slovnik: projekce=promitnuti, rejekce=odmitnuti.
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Ortogonalni projekce

Zobecnéni: projekce na podprostor a rejekce podprostorem

At W je podprostor linedrniho prostoru L se skaldrnim sou&inem,
at X je libovolny vektor v L.

Vektoru projy (X), ktery lezi ve W a pro ktery je X — projy (X)
kolmy na v8echny vektory z W, ¥ikdme ortogondlni projekce
vektoru X na podprostor W.

X — projy(¥) 77

Vektoru X — projyy(X) budeme ¥ikat ortogonalni rejekce vektoru x
podprostorem W a budeme jej znalit rejyy (X).
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Ortogonalni projekce

766

Ortogonalni rejekce je ,nejkratsi* ze vSech rejekci

Pro jakykoli vektor X, ktery nelezi ve W, a pro jakykoli vektor w,
ktery ve W leZi, vznikd pravouhly trojihelnik s odvésnami
projy/(X) — w a X — projy(x), a s pfeponou x — w.

Diky Pythagorové v&té tedy pro vsechny vektory w z W plati®
IX=projw (X)|? < [IX=projw (X)|[*+||projw (X) — wl||?
>0

?Na této nerovnosti je zaloZena metoda nejmensich &tverci, viz téma 11A.
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Ortogonalni projekce

Véta (ortogonalni projekce na podprostor s ortogonalni bazi)
At M = {d,..., Uy} je kone&nd neprdzdnd ortogondini mnoZina
vektord. Ozna&me W = span(M). Pro libovolny vektor X je

k

Z -y (g | x) -
prOJW pro.]span(u, - <UI ’ LT) - Ui
—p \di Ui

ortogondlini projekce vektoru X na podprostor W.
Diikaz.
Evidentn&: projy (X) lezi ve W.

Pro kazdé ip = 1,..., k plati (&, | X — projy (X)) = 0, protoZe:

{dy \?—projw(?» (i | X) = (di | projw (X)) =

—.\

(gi | X) .
<U/O|X u’O‘ZL—I» lj:

-(Lj}o‘m>:<@0|;>—<t7}o‘)?>:0. u

(@ | %) =

M»
/\/\
STy
=L Xy
\/\/

i=0
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Ortogonalni projekce

Ortogonalisa&ni proces (Gram-Schmidt)

—

Kazdou bazi B = (by, ..., by,) prostoru se skaldrnim soutinem lze
prevést na bazi C = (i, ..., Cp) s nasledujicimi vlastnostmi:
@ C je ortogonalni, tj (¢j | ¢;) =0 pro i # j.
@ Pro kazdé k € {1,...,n} plati
span{El, A Ek} = span{d&, ..., Ck}.
Dikaz.
Definujeme?
& =b1, Giy1i= rejspania,..c) (Bri1)

rejekce vektoru i1 podprostorem span{ci,..., Ck}

Diky definici je spln&no span{El, cel Ek} = span{ci, ..., Ck}, pro
kazdé k € {1,...,n}.
Prvni podminka je splnéna z definice ortogondlni rejekce. |

?Slogan: Gram-Schmidt je posloupnost postupnych ortogonalnich rejekci.
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Ortogonalni projekce

Poznamka (ortonormalisa&ni proces)

Pokud je C = (ci, ..., Cy) ortogondlni baze? prostoru L, je seznam
51 6n PN .. AP
(—=—,..., 7= ) ortonormalni baze prostoru L (tj je ortogonalni a

rstl [nll

norma kazdého prvku je 1):

G

(7=
cill

g 1
| = e (GG =05
Igll™— aill- gl =

KaZdou kone¢nou bazi B v prostoru se skaldrnim soucinem tedy lze
ortonormalisovat:

© Nejprve provedeme Gram-Schmidtliv ortogonalisa¢ni proces na
bazi B. Dostaneme ortogonalni bazi C.

@ Ortogonalni bazi C znormalisujeme vySe uvedenym postupem.

?Evidentné& pro kazdé i plati

G|l # 0, protoze C je baze.
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Ortogonalni projekce

Ptiklad (ortogonalisace vektorit — Gram-Schmidt)

1 0 0

1 1 01 . R
Vektory by = L b, = 1 abs= 1 jsou linedrné

1 1 1

nezvislé v R*. P¥islu§nou bazi (by, by, bs) podprostoru W dimense
3 oznaéime B.

Baze B neni ortogondlni vzhledem ke standardnimu skalarnimu
soutinu v R*. Bazi B nyni ortogonalisujeme. Vysledné vektory

v nové (ortogondlni) bazi ozna&ime cj, ¢z, c3. Budeme postupovat
Gram-Schmidtovou metodou.

© Prvni vektor: ¢t = by =

= s
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Ortogonalni projekce

Ptiklad (pokrat.)
@ Druhy vektor: spotteme

3
0 1 i
. 1 3 |1 z
by — prOJspan{cl}(bQ) 1] 1|~ i
i
1 1 7
UZite¢ny trik: protoZe skalarni ndsobek neméni ortogonalitu,
3
-3 -3
1 1
poloZzime cp = 4 - i =
i
I 1

Tim se zbavime pozdégjSich nepfijemnych vypoctl se zlomky.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 10B-2024: Ortogonalisace a ortogonalni projekce 19/21



Ortogonalni projekce

P¥iklad (pokrat.)

© Teti vektor: spotteme

0 1 -3
. 0 1 1
b3 — projspanieic}(b3) = | [ 3| |~ | 1 | =
1 1 1
0
_2
l3
1
3
0 0
2 s
Opét se zbavime zlomki: c¢3 = 3 - 13 = 4
?
3 1

Vypolet je u konce: seznam (cy, €2, €3) je hledand ortogonalni
baze.
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Ortogonalni projekce

Ptiklad (normalisace ortogonalni baze)

1 -3
. s 1 1
Normalisace ortogonalni baze c; = e (= e
1 1
0
C3 = _1 podprostoru W v prostoru R* se standardnim
1
skalarnim soudinem je tvofena vektory
1 -3 0
@ _ L1t e 1 |1 e _ 1 |2
ledl 2 (1] el V12 | 1 )7 lesl V6 |1
1 1 1
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Ortogonalni projekce v R"
Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim sou&inem

Matice ortogonalni projekce a metoda
nejmensich Ctverci

Odprednesenou l4tku naleznete v kapitole 12.4 a Dodatku C
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minula prednaska
@ Ortogonalisa¢ni proces (Gram-Schmidt).
@ Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce.

© Ortogonalni projekce na podprostor s ortogondini bazi.

Dnesni pfednaska
V této predndsce se zaméFime pouze na linedrni prostory R” nad R.

© Vypolet matice ortogondlni projekce na podprostor
(s libovolnou bézi) v R".

@ Charakterisace matic ortogonalnich projekci v R".

© Aplikace projekci na ¥eSeni soustav linedrnich rovnic (metoda
nejmensich ¢tverci).?

?Budeme se v&novat pouze nejjednodussi form& metody nejmensich &tverci
v R" se standardnim skaldrnim souinem. V3e je podrobn& popsdno v tomto
vytahu z predndsky.
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Ortogonalni projekce v R”

PFipomenuti: projekce na podprostor a rejekce podprostorem

At W je podprostor linedrniho prostoru L se skaldrnim sou&inem,
at X je libovolny vektor v L.

Vektoru projy,(X), ktery lezi ve W a pro ktery je X — projy, (X)
kolmy na v8echny vektory z W, ¥ikdme ortogonalni projekce
vektoru X na podprostor W.

X — pijW(z)

Vektoru X — projy (X) ¥ikdme ortogondlini rejekce vektoru x
podprostorem W a zna&ime jej rejy, (X).?

?Slovnik: projekce=promitnuti, rejekce=odmitnuti.
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Ortogonalni projekce v R”

~ 766

Ortogonalni rejekce je ,nejkratsi* ze vSech rejekci

Pro jakykoli vektor X, ktery neleZi ve W, a pro jakykoli vektor w,
ktery ve W leZi, vznikd pravolhly trojihelnik s odvésnami

projy (X) — w a X — projy(X), a s pfeponou X — w.

Diky Pythagorové vét& tedy pro vsechny vektory w z W plati®

IX=proju (%) < [IX—proju (X)[|*+|[projw (%) — wl|* = [[x—w|

>0
?Na této nerovnosti je zaloZena metoda nejmensich &Etvercil, viz cvigeni a
druhd &ast této prednasky.
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Ortogonalni projekce v R”

Projekce na podprostor, u kterého nezname ortogonalni bazi

© V obecném pfipadé je vidy moZno nejprve obecnou bazi
ortogonalisovat (Gram-Schmidt) a poté pouZit vzorec pro
projekci na podprostor s ortogonalni bazi.

@ V ptipadé R" Ize vyuZzit znalosti metrického tensoru, viz nize.
Tvrzeni

At W je podprostor prostoru R” se skaldrnim sou&inem zadanym

metrickym tensorem G. At vektory a1, ..., aj tvo¥i jakoukoli bazi
podprostoru W. Ozna&me jako A = (ay,...,ax) pFislusnou matici.
Potom?

projy(x) =A-(AT-G-A)"1.AT .G x

“Tento divoky vzorec ma krotkou podobu pro standardni skalarni souéin:
plati proj,, (x) = A- (AT -A)~'- AT . x, protoze G = E,.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Ortogonalni projekce v R”

P¥iklad (vypotet matice ortogonalni projekce)

V prostoru R3 se standardnim? skaldrnim sou&inem nalezn&te

1 1
matici projekce na rovinu W =span(|1],{1]). Vime: pro
1 1 1 0]
A=1|1 1],jePy=A-(AT-A)"1.AT matice ortogonalni
1 0

projekce na W.

-1
S W N CI AN Y
W= 2 2 110/ 9
10 0 0 2

—20
Napf¥iklad projekci vektoru [ 4 | na W spocitdme soucinem
6
1 1 1 0 —20 -8 1 1
—-l1 1 o|-( 4 |=(-8)=6-|1]+(-14)-(1
2 \o 0 2 6 6 1 0

?Metricky tensor tedy je G = Es.
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Ortogonalni projekce v R”

P¥iklad (vypocet matice ortogonalni projekce)
V prostoru R? se skaldrnim souinem s metrickym tensorem?

G= (1 ;) spottéte matici projekce na p¥imku W = span((i)).

Vime: pro A = G) jePw=A-(AT-G-A)"!.-AT .G matice
ortogonalni projekce.

TudizZ je

pu= ()0 0 (2 D) (e 0 (B D=L )

Napftiklad projekci vektoru na W spotitdme souinem

4
6

(2 (0)-5)-2()

?Jde o nestandardni skaldrni sou&in: to znamend, Ze jde o ortogonalni
projekci vzhledem ke skaldrnimu soutinu (x | y) =x" -G -y.
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Ortogonalni projekce v R”

Véta (charakterisace matic ortogonalnich projekci)
At R" je vybaven skaldrnim soutinem (— | —) s metrickym
tensorem G. Pro matici P : R" — R” je ekvivalentni:

© P je matice ortogondlni projekce na podprostor im(P)
dimense k.

@ rank(P) = kaplatiP2=Pa (P-x|y) = (x| P-y).

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

Poznamka

Pro standardni skalarni sou&in v R” (tj. pro G = E,,) Ize druhou
podminku p¥eformulovat takto:

Q rank(P) =k aplatiP?=P a P = P.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Uvaha o bodech na pfimce

At {x1,x2,...,Xn} je alespoti dvouprvkovd mnoZina redlnych &isel.

Body
X1 X2 Xn
Vi y Vs g ey Vi

v R? le¥f na p¥imce tvaru y = ax + b pravé tehdy, kdy? soustava

rovnic
xx 1|y
x2 1|y
Xn 1| Yn

nad R ma Yedeni (Z)

DaleZité pozorovani: protoze {xj, x2,...,%,} je alespofl
dvouprvkovd mnozina realnych &isel, ma matice vySe uvedené
soustavy hodnost 2.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Uvaha o bodech na p¥imce (pokrat.)

At {x1,x2,...,xn} je alespoli dvouprvkovd mnoZina redlnych Cisel.

Co délat, kdyZ body
X1 X2 Xn
wlo )

v R? na p¥imce tvaru y = ax + b nelezi?

Lze nalézt p¥imku tvaru y = ax + b, kterd je (pro zadané body)
nejlep$i moznou volbou??

Dilezité pozorovani: soustava rovnic

xx 1lin
X2 1 Y2
Xp 1| yn

FeSeni mit nemizZe, hodnost matice soustavy je ale stale 2.

@Zatim nevime, co myslime slovem nejlepsi. Pravd&€podobné& chceme
minimalisovat chybu, které se dopustime.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Priklad

T¥i body (g) : ( > ( 0> na pfimce nelei.?
3
4
5

1
1 9 jako (A | b).
1110

Ozna¢me soustavu
Vime:
© (A | b) nema YeZeni, tj. vektor b neleZi v prostoru W = im(A).
@ Sloupce matice A tvofi bazi prostoru W.
© Soustava (AT - A | AT -b) mé pravé jedno Feeni, protoze
AT . A je positivng definitni (tudiz reguldrni).
Ozna&me toto Fedeni X. Plati tedy X = (AT - A)"1. AT . b
Q Matice Py ortogonalini projekce na W je tvaru
Py=A-(AT-A)"1.AT Tudiz A-X=Py -b.
@ Takze: |[rejy(b)[|?> = |b— A -%||?> < |lb— A -x||? pro v x.
To je ono: minimalisovali jsme &tverec chyby ||b — A - x||.

vt

?Body na prvni pohled ,,témé&F" lezi na pfimce y = 2x.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (pokrat.) 3 1|6
Vy¥edime tedy soustavu (A |b)=| 4 1| 9 | metodou
5 1110

nejmensich &tvercd.?

@ Soustava (AT -A | AT .b) m4 tvar < i’g 132 ‘ 104 > a ma

iadiné Feeni 2
jediné Teseni { ;'3 |.
© Hledana pfimka ma tvar y = 2x + %

y
y:2x+%

?Regenim ziskdme ,,nejlepsi moZnou" p¥imku, kterou lze proloZit zadanymi

body. Rika se ji regresni pfimka.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Ptiklad (pokrat.)

5 3 1|6
Vektor <1/3> neni feSenim soustavy | 4 1] 9
5 1|10
31 ) 19/3
Plati {4 1 -(1/3>: 25/3
5 1 31/3
Ctverec chyby, které jsme se dopustili, je
6 19/3\ -1/3\
o) = (23)IP=1{23])1P=2/3
10 31/3 -1/3

a jde o nejmensi ¢tverec chyby.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Reseni soustavy rovnic metodou nejmensich ¢tverci

At (A | b) je soustava nad R, kde matice A m3 linedrn& nezavislé
sloupce. Regeni soustavy (A | b) metodou nejmensich &tverci
probiha nasledovné:

@ Proto¥e A ma linedrn& nezavislé sloupce, je matice AT - A
positivné definitni, tedy regularni.

@ Soustava (AT -A| AT - b) m4 tedy jediné Fefeni, oznatme
toto Yedenix = (AT -A)"1- AT .b.
Tomuto jedinému YeZeni X se ¥ika Feseni soustavy (A | b)
metodou nejmensich &tverci.

M3 to ndsledujici diivod:
O Plati rovnost A-x=A- (AT -A)"1. AT .b. To znamens, ze
A - X je ortogondlIni projekce vektoru b na im(A).
@ ProtoZe ortogondini rejekce b — A - X vektoru b podprostorem

im(A) je ,nejkrat3i* rejekci vektoru b podprostorem im(A),
plati [b — A -X||?> < ||lb — A - x||?, pro kazdé x.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

llustrace ¥eseni soustavy (A | b) metodou nejmensich &tverci

Pokud ma matice soustavy (A | b) linedrn& nezavislé sloupce,
potom plati:

© Soustava (A | b) ma pravé jedno Fedeni X metodou nejmensich
¢tvercd.

@ Pro kazdé x plati nerovnost |[b — A -X||? < ||b — A - x]|2.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Dalsi pohled na feseni soustavy (A | b) metodou nejmensich

Ctvercii
Pro matici A = (a1, ...,ak) s linedrn& nezavislymi sloupci tvofi
seznam (ay, ..., ax) usporadanou bazi podprostoru W = im(A).

Regeni X soustavy (A | b) metodou nejmenich Etvercii je vektor
soufadnic vektoru Py - b vzhledem k uspofadané bazi (as,...,ax).
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (FeSeni soustavy rovnic metodou nejmensich &tvercii)

1 1|2
Soustava (A | b) = 1 1|3 | nema fedeni (Frobeniova vé&ta).
0 2
1 3 2
Vnaéemp?p = 1], b= 3 ,AT~A—<2 2),
1 0
T TV RIS 2
Soustava ( ) m3 jediné feSeni x = <0 5).
2.5
Protoze A-X = [ 25 |, vektor X neni feSenim soustavy (A | b).
2

LAV

Ovsem jakykoli jiny vektor x by ,,dopadl jesté hire”. Pro vSechny
vektory x z R? toti? plati nerovnost

05=|b—A-x|><|b—A-x|?
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Ptiklad (proloZeni paraboly)

At {x1,x2,...,Xn} je alespofi t¥iprvkovd mnoZina redlnych &isel.

Body
X1 X2 Xn
wlo )y,

v R? le#f na parabole tvaru y = ax® 4+ bx + ¢ pravé tehdy, kdy?
soustava rovnic

X2 x 1 §%1

x22 x2 1|y

a
ma feSeni | b
C
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (proloZeni paraboly, pokrat.)
DaleZité pozorovani: protoze {xj,x2,...,x,} je alespoii tfiprvkova
mnoZzina redlnych &isel, ma matice soustavy

2
xx x1 1wy
2
X x2 1|y

hodnost 3.
Opravdu: at x;, xj, xk jsou tfi navzdjem riizné hodnoty z mnoZiny
{x1,x2,. .., Xn}

Potom
X,-2 x;i 1
g 1= 06— xk) (i —xk) (x5 —xk) #0
xt xe 1

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 11A-2024: Projekce a metoda nejmensich &tverci  19/21



Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

P¥iklad (proloZeni paraboly, pokrat.)

At {x1,x2,...,Xn} je alespofi t¥iprvkovd mnoZina redlnych &isel.

X2 Xn
Vs goeny Y

Body

()

v R? Ize prolozit parabolu y = ax® 4+ bx + ¢, kde | b

soustavy rovnic

metodou nejmensich &tverci.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

a
c
xx 1|y
x2 1|y
X, 1 Yn
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Metoda nejmensich &tvercii v R” se stand. skaldrnim souginem

Zavéretna poznamka

ReSeni soustav metodou nejmensich ¢tvercl ma ¥adu aplikaci. Je
zdkladem regresnich metod v matematické statistice, viz naptiklad
knihu

@ Douglas C. Montgomery a George C. Runger, Applied

statistics and probability for engineers, 3.ed, John Wiley &
Sons, New York, 2003.

Historicka poznamka

Autorem metody nejmensich ¢tvercii je némecky matematik Karl
Friedrich Gauss (1777-1855). V roce 1801 Gauss tuto metodu
pouzil pro predikci drahy planetky Ceres, ktera 40 dni po objevenf{
zmizela evropskym astronomim za Sluncem. Gauss predpovédél
polohu, kde se planetka za 10 mésicli opét objevi.
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Véta o hlavnich osiach a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat
Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad a pseudoinverse

Odprednesenou latku naleznete v kapitole 14 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Cile této pfednasky
Q@ Kazda symetrickd matice A : R" — R™ ma pouze redlné
vlastni hodnoty a je diagonalisovatelna.?
Navic: vlastni vektory symetrické matice tvofi , hezkou bazi"
prostoru R".
@ Jako disledek predchoziho ukaZeme, Ze kazdou matici
M : RS — R’ Ize napsat jako?
M= USV’
~—
SVD rozklad M
kde S je ,diagondlni“aUt=UTaVv1l=VT,
© Ukazeme aplikace SVD rozkladu.

“Tento vysledek nebudeme dokazovat, vyZaduje hlub%i znalosti z realné
analyzy.

bVypotty z této prednadky jsou Casov& velmi narotné. U tstni zkoudky miize
byt vyZadovano zakladni pochopeni teorie (str 7 a 8 tohoto tématu), nikoli
vypocty.
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat
Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Véta o hlavnich osach (pro standardni skalarni soutin)

Pro kazdou symetrickou redlnou matici A : R” — R" existuje
ortonormdlni bidze R" sloZzend z vlastnich vektor matice A. Navic
matice A ma pouze redlné vlastni hodnoty.

Diikaz.
Bez diikazu (je t&Zky). Viz Duisledek 14.1.5 skript. [ |

Vysvétleni

A zobrazuje jednotkovou kouli na (p¥ipadn& degenerovany) elipsoid.
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Dasledek — SVD rozklad matice pro stand. skalarni sou&in

Libovolnou matici M : R® — R" Ize zapsat ve tvaru USV', kde

@ V:R* = R°aU:R"— R jsou ortogonélni, tj. VI =V~1a
u’=u-l

© S :R®* — R" ma na hlavni diagonale kladnd ¢&isla
01> 02 > ... > oy (tzv. singularni hodnoty matice M), kde
h = rank(M). V8ude jinde ma matice S nuly.

Myslenka dikazu.

@ Matice A=MTM : R® — R je symetricka. Jeji vlastni
hodnoty jsou nezdporné. Sefadte je: A1 > X > ... \s > 0.
Oznatte pfisludnou ortonormalni bazi jako (vi,...,vs).

@ Definujte 01 = /A1, ..., 0s = 1/ As. Vyberte nenulova o;:
01> 09> ... > 0p >0 a definujte u; = Mv; /o; pro

i=1,...,h a dopliite na ortonormalni bazi (uy,...,u,). -
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Ptiklad (SVD rozklad)

Nalezneme SVD rozklad pro M = (1‘; N 171>.

14 -2 200 40 140
QM M=|4 s (i‘; g 171>: 40 80 100
17 140 100 170

@ Vlastni hodnoty MM jsou A1 =360, \» =90, A3 =0.
P¥islusna ortonormalni baze vlastnich vektor( je

2/3 -2/3 1/3 2/3 —2/3 -1/3
((1/3) , ( 2/3) , (—2/3)). Tudiz V = (1/3 2/3 —2/3>.
2/3 1/3 2/3 2/3 1/3  2/3
© Singuldrni hodnoty M jsou o1 = \//\71 = 6\/5,
72 = P =3,/10
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Ptiklad (SVD rozklad, pokrat.)

0 u; = MV1/O’1 a Uy = MV2/0'2:

1‘14411'3;_3/@
6\/ﬁ -2 8 7 2/3_1/\/E

1 (14 4 11\ _22/23 -1/v/10
3\/ﬁ -2 8 7 1/3 3/v10

© PlIny SVD rozklad M je:

14 4 11\ _ (3/V10 -1/V10\ (6v10 0 0 i/g _22{33
—2 8 7))~ \1vio 3/v10 )\ o 3m°'2§3 1?3
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Geometrie SVD rozkladu M = USV '™

Matice V = (v1,...,vs) a U = (ug,...,u,) jsou tvofeny vektory
novych ortonormélnich bazi V a U prostorid R® a R”, ve kterych se

M : R® — R’ jevi jako zména méfitka S : R® — R".

S TUo—>K,

R® R® R’ R’

Protoze TKS»—>V = (TV»—>KS)_1 =Vv1=VT3, TU»—>K, =U,
znazoriiuje vrchni obrazek opravdu

Tkssv

RSV L, Rs R R

A to je presn& SVD rozklad matice M.
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat
Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Geometrie SVD rozkladu M = USV7 (pokrat.)
Obraz jednotkové koule v R® p¥i zobrazeni x — Mx:
@ Rotace (p¥ipadng nevlastni) V' : R® — R®:

-0
@ Zmé&na méfitka (pFipadné i s degeneraci) S : R® — R":

" Il

© Rotace (p¥ipadng nevlastni) U : R” — R":
»®—— P
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Redukce SVD rozkladu a aproximace SVD rozkladem
Plny SVD rozklad USVT matice M hodnosti h Ize psat jako

h
— .. P T
M= E ojcuj -V
j=1
ljde u; jsou sloupce U a v; jsou sloupce V.
Castecné soulty K
_ . -
M, = E oj UV
—

pro k < h maji hodnost k a plati
IM = Mg|lr =min{||M—X|[g | X:R® = R", rank(X) < k}

kde s PR—
K= | SA = | S

j=1 j=1i=1
je Frobeniova norma matice X = (x1,...,Xs) = (X;j).
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

P¥iklad
Pro M = <f; g 171> Ize psat jeji SVD rozklad
-

_ (3/v1o -1/y10\ (6V10 0 0 2/3 —2/3 _1/3
M- (i ) (0 o (13 2 2
jako

M:6\/ﬁ-<‘:’§\/\/%>-(2/3 1/3 2/3)+3\/ﬁ-(;1/%?>-(2/3 2/3 1/3)

a

. 3/4/10 _ (18/15 9/15 18/15
M1_6\/ﬁ-<1/m>.(2/3 1/3 2/3) = (6/15 3/15 6/15>
Plati IM—Mijlr _3vi0 o,

M|l V450
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Chyba p¥i nahrazeni ¢asteénym souétem SVD rozkladu

Plati rovnost:

IM=Mylr = \JoR,y +...+ 03

Specidlné:
Mg =+/02 +...+0%
Podilu
IM — Myllr 02,1 +...+0?
[IM]| o +...+o7

fikdme relativni zména matice M (p¥i nahrazeni M k-tym
Caste¢nym soutem jejiho SVD rozkladu).
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Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

SVD rozklad matice lze pouzit ke kompresi dat
Obrazek

lze zadat matici

0 0 05 05 05 05 O 0

0 05 O 0 0 0 05 O
05 0 0 0 0 0 0 05
05 0 1 0 0 1 0 05
M=1]05 0 0 0 0 0 0 05
05 0 1 0 0 1 0 05
05 0 0 1 1 0 0 05
0 05 O 0 0 0 05 O

0 0 05 05 05 05 O 0
kde 0 = bila, 0.5 = Sedd, 1 = Cerna.
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Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

SVD rozklad matice Ize pouzit ke kompresi dat (pokrac.)
SVD rozklad matice M ma tvar USV', kde matice S je:
2.

(7))
OCOO0OO0O0O OO &
~
—_
COoo0oo0o0o0o ;o
=
-
OO0 O0O0O0O0O OO
w
—_
cOcocoo0oo0oopooOo
)
Oocooocoocooooo
Ocoooocoooo
cCcoo0oo0oo0co0ooo
Oocoo0oo0oocoooo

Ke kompresi sta&i pouZit prvni &tyfi singularni hodnoty (prvky na
hlavni diagondle S) matice M, protoZe patd az osma singuldrni
hodnota je rovna nule.
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Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

SVD rozklad matice lze pouzit ke kompresi dat (pokrat.)

Obrazky pro prvni &ty¥i aproximace matice M vypadaji takto:

Relativni zmény matice M jsou nasledujici:

M — Myl _ \/ 1612 +1132+1.002 o o
[M[| 2.572 +1.612 + 1.132 + 1.002 ~
IM— M|l _ \/ 1.132 + 1.002 ~ 045
[M]| 2.572 +1.612 + 1.132 + 1.002 ~
M — M3 N\/ 1.002 ~0.30
[M] 2.572 +1.612 + 1.132 +1.002 ~
IM = M|l z\/ 0 =0.00
M]| 2.572 +1.612 + 1.132 + 1.002
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Co délat, kdyZ matice A : R®* — R" nema inversi?

+
R® A R"
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Tvrzeni

At A : R® — R’ je matice. Potom existuje nanejvy$ jedna matice
AT :R" — RS, kterd spliiuje ndsledujici &ty¥i podminky?

AATA=A, ATAAT=A" (ATA)T =ATA, (AAT)T = AA*

®Matici A, kterd tyto &ty¥i podminky spliiuje, ¥ikdme pseudoinverse matice

A.

Dukaz.

Bez diikazu (neni t&zky, ale neni zajimavy). Pro zdjemce, viz
Tvrzeni 14.4.1 skript. |
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Ptiklady pseudoinversi
@ At A:R"” — R” je reguldrni matice. Potom AT = A1,

Plati totiZ rovnosti:
o AAlA=A
o A lAA1=A"1
o (A“'A)T =E,=A"A
o (AAY)T =E,=AA"!

Q@ At O, :R°* — R". Potom (Os,)" = O,.

Plati totiZ rovnosti:
(1] Os,ror,sos, = Osr

s

(2] Or,sos,rons = Or s

)

e (Or7505r)T SS_OFSOSV

) ) )

o (Os,ror s)T = r r— os,ror s

)
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

P¥iklady pseudoinversi (pokrat.)
© At A:RK — R" m4 hodnost k. Potom At = (ATA) AT,

Plati totiZ rovnosti:
0 A(ATA)IATA=A
@ (ATA)!ATA(ATA) AT = (ATA) AT
o ((ATA)~1ATA)T = (ATA)"lATA
0 (A(ATA)!AT)T = A(ATA)"IAT
Pozorovani: v tomto pt¥ipadé plati

AA"b = projiy,a)(b)

To nas neptekvapuje: tak jsme pseudoinversi vymysleli!
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Véta (nalezeni pseudoinverse pomoci SVD rozkladu)

At A = USV' je plny SVD rozklad matice A : R® — R". Potom

plati:
© Matice
i 1 1
S"=(—ej,...,—€p,0,...,0)
01 Oh N——
(r — h)-krat
je pseudoinverse matice S.
@ Matice
At =vstu’
je pseudoinverse matice A.
Diikaz.
Bez dikazu. Viz Disledek 14.4.5 skript. |
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M+

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

P¥iklad (vypotet pseudoinverse pomoci SVD rozkladu)

Nalezneme M™ pro matici

14 4 11
M:<—2 8 7>
Plny SVD rozklad matice M je roven
-
3/V10 -1/v10\ (6vi0 0 0) fﬁ ’22/33 _12//33
1/v/10 3/V/10 0 3/10 O 23 13 23
a proto
2/3 —2/3 1/3 1/(6+/10) 0 3/VI0 —1/vi0 T
= [1/3 2/3 -2/3]- 0 1/(3v10 -</ Y >
(2/3 1/3 2/3) ( 0 % )> V1o 3/v10

) 10 -10
= 1" 7 13
4 8
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Véta o hlavnich oséch a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat
Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Dalsi aplikace SVD rozkladu — nepovinné

© Pseudoinverse matic souvisi s metodou nejmensich ¢tverci,
viz Dodatek C skript.
Metoda nejmensich &tverci slouZi k ,,proloZeni optimalni
kfivky" naméfenymi daty s nejmensi kvadratickou chybou.

@ Latentni sémantické indexovani databazi (také: LSI), viz
Dodatek G skript.
Pro databdze lze vytvofit vektorovy model a SVD rozklad Ize
pouZit k vyhledani skrytych sémantickych konceptii v databazi.
© Analyza hlavni komponenty (také: PCA), viz Dodatek G
skript.
P¥i analyze multidimensiondlnich dat lze objevit ,hlavni
komponenty dat”, tj. Ize nalézt podstatné namérené veliciny.

© A mnoho dalSich aplikaci. . .
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha
Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Vzajemna poloha afinnich podprostorii

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitolach 7.1, 7.2
a 7.3 skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Co jiz vime? (pfednasky z teorie soustav linearnich rovnic)
©Q ProA:F° — F abzF jeobecné feseni soustavy Ax = b
tvaru p + ker(A).
MnoZina p + ker(A) je d-dimensionalni afinni podprostor (kde
d = def(A)) v prostoru F*. Tato plocha prochazi bodem p.
@ Jakoukoli podmnoZinu prostoru F° tvaru p + W, kde W je
linedrni podprostor prostoru F° a p je bod F*, Ize povaZovat
za mnozinu YeSeni n&jaké vhodné soustavy rovnic Ax = b.
Dnes$ni prednaska
© ZaméFime? se na afinni podprostory prostoru R"” nad R.
© Budeme studovat vzdjemnou polohu afinnich podprostorii
prostoru R".
© Porovname dva popisy afinnich podprostorii: parametricky
zapis a rovnicovy z3pis.

?Celd dnesdni pfednaska projde v prostorech typu F" nad F, kde F je t&leso.
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha
Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Definice

Mnozing p+ W = {p+x | x € W}, kde W je linedrni podprostor
prostoru R" a p je bod z R", ¥ikdme afinni podprostor prostoru R".
Dimense? afinniho prostoru p + W je &islo dim(W). Linedrnimu
prostoru W ¥ikdme smér afinniho podprostoru p + W.

?Afinnim podprostorim v R" dimense 0 budeme ¥ikat body, afinnim
podprostorim v R" dimense 1 budeme ¥ikat pfimky, afinnim podprostorim v R”
dimense 2 budeme ¥ikat roviny.

=] [ = E P
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Ptiklady afinnich podprostorii prostoru R*

Mnoziny
1 10 1 1 2 0
-2 9 4 3 2
6 | | 3] tsean(]s)) g | tspan(f 1[5 ])
7 -1 0 9 0 0
1 1 1 1
0 + span( 1 1 0 )
0 PAL 1 [ o] |0
1 0 0 0

jsou afinni podprostory prostoru R*. Jejich dimense jsou postupn&
0, 1, 2 a 3. A jejich sméry jsou:

0 1 2 0 1\ /1\ /1
0 4 3 2 1| [1] [o
0 0 0 0 o/ \o/ \o
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

P¥iklad (vzdjemna poloha p¥imek v R3, intuitivni vypocet)

0 0 0 0
@ Primky | -1 ] +span({2])a [1] +span(2]) jsou
2 1 2 1
rovnob&Zné.
0

Obé& p¥imky maji stejny smér, je jim vektor | 2
1

0 0 0 3
@ P¥imky (—1) + span( (2)) a (—1) + span( <2>)jsou
2 1 2 1

riiznobézné.
To zjistime ndsledujicim zplsobem: p¥imky nejsou rovnobézné:
rovnost span( | 2 |) = span(| 2 |) neplati. Navic maji ob&
1 1
0
p¥imky spole¢ny bod, je jim vektor [ —1
2
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

P¥iklad (vzadjemna poloha p¥imek v R3, pokra&.)

3 0 3 3
© P¥imky (3] +span({2])a [3] +span(|2]) jsou
1 1 0 1

mimob&zné.

To zjistime nasledujicim zplsobem: p¥imky nejsou rovnobézné:

0
rovnost span( | 2 |) = span(| 2 |) neplati. Navic ob& p¥imky
1 1
nemaji spole¢ny bod: neexistuji redInd &isla s, t tak, ze
3
3
1

O tom se Ize snadno pfesvédiit feSenim prisluiné soustavy
rovnic.

Jak postupovat v R"?

Potfebujeme dobré definice a dobrd kritéria vzajemné polohy!
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Definice (vzajemna poloha afinnich podprostorii)

At m=p+ W an’/ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R". Rekneme, Ze

@ = a 7’ jsou rovnob&zné, pokud plati W C W’ nebo W' C W.

@ m a 7 jsou riiznob&zné, pokud nejsou rovnob&zné a maji
alespofi jeden spole¢ny bod.

© m a 7' jsou mimob&Zné, pokud nejsou rovnob&zné a nemaji
zadny spoleény bod.
Dimensi linedrniho podprostoru W N W' budeme ¥ikat stupefi
rovnob&znosti afinnich podprostorii  a 7.

Poznamka
Pro dva afinni podprostory v a 7/ prostoru R” plati:

bud 7 a7 jsou rovnobéiné] 3 7 a7’ jsou rﬁznobéiné]
oo

hepo 7 a 7’ nejsou rovnob&zné i 7 a 7 jsou mimobéiné]
nepo
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Tvrzeni (charakterisace rovnobéznych disjunktnich afinnich
podprostorti)

At w=p+ W an/ = p’ + W’ jsou dva afinni podprostory prostoru
R". At W' C W. Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
@ Afinni podprostory w a 7’ jsou disjunktni.
@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor X’ v 7’ vektor
x — X' nelezi ve W.
© Vektor p — p’ nelezi ve W.

@ Existuje vektor x v 7 a existuje vektor X’ v 7’ tak, Ze vektor
x — X’ nelezi ve W.

Dukaz.

P¥ednaska. [ |
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Tvrzeni (charakterisace riiznob&znych afinnich podprostorii)

At m=p+ W an/ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnobézné. Potom jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:
@ Afinni podprostory  a 7’ jsou riiznob&zné.
@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor X’ v 7’ vektor
x—x' lezive WV W'
© Vektor p —p’ lezive WV W',
@ Existuje vektor x v 7 a existuje vektor X’ v 7’ tak, Ze vektor
x—x'lezive WV W'

Dukaz.
P¥ednaska.
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha

Tvrzeni (charakterisace mimobéznych afinnich podprostorii)

At m=p+ W an’ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnobézné. Potom jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

7

@ Afinni podprostory 7w a 7’ jsou mimob&zné.
@ Vektor p — p’ nelezi ve WV W',

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad (dva rizné zapisy jedné p¥imky)
Dva zéapisy téZe pfimky v R?

(;)Jr(i’)-t, teR —x+3y =5
N———

rovnicovy zapis

parametricky zapis
Oba typy zapisu jsme jiz potkali p¥i Gvahdach o YeSitelnosti soustav
linedrnich rovnic a zapisovali jsme je jako

(3)+san((3)) 1319

—

Ziskavame informace o smérovém vektoru a normalovém vektoru.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (Existence parametrického a rovnicového zapisu)

At = p + W je d-dimensionalni afinni podprostor prostoru R".
Potom existuji dv& matice S: RY — R" a N7 : R” — R tak, e
plati:

© Plati im(S) = W = ker(NT), rank(N)" =n—d a
rank(S) = d.

@ Vektor x leZi v m pravé tehdy, kdyZ plati rovnost x =p+S -t
pro n&jaké t. Tomuto zdpisu ¥fikdme parametricky zapis
afinniho podprostoru 7.

© Vektor x lezi v 7 pravé tehdy, kdyz plati rovnost
N7 . (x — p) = o. Tomuto zépisu ¥ikdime rovnicovy zapis
afinniho podprostoru .

Duikaz.
Predndska. |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Poznamky

im(S) = W = ker(N")

Pozor: musf platit rovnosti rank(S) = d a rank(N') = n — d.
@ Prot je rovnicovy zépis ve tvaru N7 - (x — p) = 0?
© Bod p vyhovuje rovnici N7 - (x — p) = o. lhned vidime, Ze
afinni podprostor prochazi bodem p.

@ Pokud oznatime jako N = (ny,...,n,_4), pak rovnost
NT . (x — p) = o je ekvivalentni rovnostem
(n | x=p)=0, (no|x—p)=0, ..., (np_g|x—p)=0

To znamend, Ze sloupce matice N si Ize pFestavit jako seznam
linedrné nezavislych ,,normal" p¥islusného afinniho podprostoru.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (charakterisace rovnobéznych disjunktnich afinnich
podprostorti)

At m=p+ W an/ = p’ + W’ jsou dva afinni podprostory prostoru
R", zaddny parametricky jakox =p+S-tax' =p'+ 95 -t
© Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
@ Plati W C W.
@ Plati span(s],...,s,,) Cspan(si,...,sq), kde
S’ =(s},...,sy)aS=((s1,...,8q).
© Simultdnni soustava (S | S') m3 YeZeni.
@ At W' C W. Nésledujici podminky ekvivalentni:
@ Afinni podprostory w a ©’ jsou disjunktni.
@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor x’ v 7’ soustava
(S | x — x) nem3 ¥eZeni.
© Soustava (S | p — p’) nem4 ¥eZen.
O Existuje vektor x v 7 a existuje vektor x’ v 7’ tak, Ze soustava
(S | x — x’) nem3 ¥e3eni.
Diikaz.
Pfednaska. |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (charakterisace riiznobéznych afinnich podprostori)

At m =p+ W an/ =p’' + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnob&zné. At m a ' zadany
parametricky jakox =p+S-tax'=p' + S -t'. Potom jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

@ Afinni podprostory 7 a 7’ jsou riiznob&zné.

@ Pro jakykoli vektor x v 7 a jakykoli vektor x’ v 7’ soustava
(S’, S| x —x) md ¥eSeni.

© Soustava (S, S| p — p’) md Fedeni.

@ Existuje vektor x v 7 a existuje vektor X’ v 7’ tak, Ze soustava
(S, S| x —x') ma YeSeni.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Tvrzeni (charakterisace mimobéznych afinnich podprostorii)

At m =p+ W an/ =p’ + W’ jsou dva afinni podprostory
prostoru R", které nejsou rovnob&zné. At m a ' zadany
parametricky jakox =p+S-tax' =p’'+ 5 -t’. Potom jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

e

@ Afinni podprostory w a 7’ jsou mimob&zné.

@ Soustava (S/, S| p — p’) nem3 YeZeni.

Dikaz.
P¥ednaska. [ |
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Diilezita poznamka
P¥i rozhodovani o vzdjemné poloze afinnich podprostorii  a 7’ je
velmi rozumné postupovat podle obrazku

7 a7 jsou rovnobezne
m a7’ jsou rﬁznobéiné]
Nepg 7 a 7' nejsou rovnob&Zné
nep
o

m a7 jsou mimobéiné]

Povsiméte si, Ze tak tomu bude ve vSech nasledujicich pt¥ikladech.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Priklad 1 (vzajemna poloha dvou rovin v R°)

V R® rozhodn&te o vzajemné poloze afinnich podprostor(i

+ span( + span(

3

Il
= O OO o
O O OO
O O O+ O

SN—r

2‘\

Il
O O OO
oNeoNeN e
OO OO

_Z

© RovnobéZnost: ani jedna ze simultdnnich soustav

O OO o
[eNeNoN o]
[eNeNeN o]
OO = OO
[eNeNoN o]
[eNeN ol
O OO o+
[eNeNoN o]

nem3 YeSeni. TakZe 7 a 7’ nejsou rovnob&zné.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 1 (vzajemna poloha dvou rovin v R®, pokraé.)

© Riiznobéznost: stadi zjistit, zda soustava?

1.0 0 0| O
0 1.1 0|0
0 0 0 1]0
0 0 0 0f-1
0 0 0 0] 1

m3 YeSeni. ProtoZze ¥eeni neexistuje, jsou  a 7' mimob&zné.

Zavér: roviny 7 a ' jsou mimob&zné.

?Prava strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 2 (vzajemna poloha p¥imek v R3)

0 0
Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimek w = [ -1 | +span(|2]) a
2 1
0 0
7' =|1] +span(|2]).
2 1
© Rovnobéznost: ob& simultanni soustavy
0|0 0|0
212 212
1|1 1)1

7

maji zjevné& Yedeni; w a 7’ jsou rovnob&zné.

@ Jsou 7 a 7’ disjunktni? Stadi zjistit, zda soustava rovnic

0] 0
2| =2
110

ma ¥edeni. Pravd strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 2 (vzajemna poloha p¥imek v R3, pokrat.)

Soustava
0| O
21 =2
110

evidentn& ¥eSeni nem3; p¥imky m a 7’ jsou disjunktni.

Zavér: ptimky 7 a 7’ jsou rovnob&zné a disjunktni.

Priklad 3 (vzajemna poloha p¥imek v R3)

0 0
Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimek 7= [ -1 | +span(|2]) a
2 1
0 3
7 =|-1] +span(|2]).
2 1
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 3 (vzajemna poloha p¥imek v R3, pokrat.)

@ Rovnob&Znost: Zadnda ze simultannich soustav

0|3 3]0
2|2 2|2
1|1 1)1

7

fedeni nem3; p¥imky 7 a 7’ nejsou rovnob&zné.
@ RiznobéZnost: protoZe soustava?
0 3]0
2 210
1 1|0

ma ¥edeni, jsou p¥imky 7 a @’ rliznob&zné.

Zavér: ptimky 7 a 7’ jsou riiznob&zné.

?Pravéa strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Ptiklad 4 (vzajemna poloha pfimek v R3)

3 0
Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimek = [ 3] +span(|[2]) a
1 1
3 3
7 =3 +span({2]).
0 1
@ Rovnob&Znost: Zadnd ze simultdnnich soustav
0|3 3|10
2|2 2|2
1)1 1|1

fedeni nem3; p¥imky 7 a 7’ nejsou rovnob&zné.
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Afinni podprostory a jejich vzajemna poloha
Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 4 (vzajemna poloha p¥imek v R3, pokrat.)
@ Riznobé&Znost: soustava?
0 3|0
2 210
1 11

nem3 YeSeni, pfimky 7 a 7’ jsou mimobg&zné.

7

Z3vér: p¥imky 7 a 7’ jsou mimob&zné.

?Prava strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R?%)

V R* rozhodné&te o vzdjemné poloze afinnich podprostori

1 1 1 2 0 0
= o| (2 ;-1 o| |2
= 5 + span( 3l |3 ) =3 + span( 3l |3 )

1 1 1 1 1 1

© Rovnobéznost: Ffesime simultanni soustavy

= W o
=W N =
= W o o
= w N O
= W o o
= WwN o
H W o
=W N =

Roviny budou rovnobézné, pokud alespori jedna simultdnni
soustava m3a feSen.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R*, pokraé.)

@ Pomoci Gaussovy eliminace dostdvdame

1 10 O 1 1|10 O Ry
0 2|0 2 0 2(0 2 R
3 3[/3 3 0 03 3 R; — 3R
1 1|1 1 0 01 1 Ry — Ry
Simultdnni soustava
1 1/0 O
0 2|0 2
3 33 3
1 1|11 1

tedy FeSeni nema.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R*, pokraé.)

©® Pomoci Gaussovy eliminace dostavame

0 0|1 1 1 1|1 1 Ry 1 1|1 1 R:
0 2|0 2 0 2(0 2 R> 0 2|0 2 R>
3 3|3 3 0 0|1 1 R 0 0|1 1 Rs
1 1|1 1 3 3/3 3 Rs3 0 0|0 O Rys — 3R,
Ani simultanni soustava
0 0|1 1
0 2|0 2
3 3/3 3
1 1|11 1

tedy ¥eSeni nem3.
Uk&zali jsme, Ze w a 7’ nejsou rovnob&zné.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

P¥iklad 5 (vzajemna poloha dvou rovin v R*, pokraé.)

© Riiznobéznost: stadi zjistit, zda soustava?

1 1 0 0f-1

0 2 0 2|-1

3 3 3 3|0

1 1 1 10

ma FeSeni.

1 1 0 0f-1 1 1 0 0]-1\R 1 1 0 0]-1\R
0202—1N0202—12N0202—12
3 3 3 3|0 0 0 3 3| 3 »—3R| 0 0 3 3| 3 /s
1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 Ry — Ry 0 0 0 0] O 3Ry — R3

Regeni existuje,  a 7’ jsou riiznob&zné.

Zavér: roviny 7 a ©’ jsou riiznob&zné.

?Prava strana je p — p’.
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Parametricky zapis a rovnicovy zapis afinniho podprostoru

Zavéretna poznamka

Tvrzeni o rovnobé&Znosti, riznob&Znosti, mimob&Znosti, existenci
parametrického zdpisu a rovnicového zdpisu lze stejnym zpiisobem
dokéazat v prostoru F”, kde F je jakékoli téleso.?

?To znamena: rozumime nap¥iklad pojmim rovnobé&zZnosti, riiznob&znosti,
mimob&Znosti afinnich podprostorti prostoru C® nad C.

Co p¥isté a prespristé?
© Zavedeme vektorovy soudin v R, kde n > 2.

© Naudime se pocitat vzajemné vzdalenosti afinnich podprostorti
prostoru R”.

Tyto vysledky budou podstatné vyuZivat existenci standardniho
skaldrniho soucinu v R".
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Gramiiv determinant
Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Vektorovy soucin

Odp¥ednesenou latku naleznete v dodatcich B.1 a B.2
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Dnesni pfednaska
Budeme pracovat v R" nad R se standardnim skalarnim soudinem.
© Naudime se spoditat objem k-rovnobé&znosténu pro k < n.?

Q@ V R”, pro n > 2, zavedeme vektorovy soucin libovolného

seznamu vektord (X1, ...,X,—1). DokdZeme né&které vlastnosti
vektorového soudinu. Tim si p¥ipravime pidu pro pFisti
prednasku.

?P¥ipomeiime, Ze umime spoé&itat (dokonce orientovany) objem
n-rovnob&Znosténu v R".

PFisti prednaska

Budeme pracovat v R" nad R se standardnim skaldrnim sou&inem,
a tim padem se standardnim pojmem vzdalenosti.

Vysledky dne3ni (a minulé) prednasky vyuZijeme ke stanoveni
vzdalenosti dvou afinnich podprostori prostoru R".
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Gramiiv determinant

Problém

V R" je zaddn seznam vektord (ai,...,ax), kde k < n. Jak nalézt
neorientovany objem

Vk(al, cen ,ak)
rovnob&Znosténu, uréeného seznamem (ay,...,ax)?
Regeni
Oznalme A = (a1, ..., ax).

© Jestlize k = n, potom
Vp(a1,...,a,) = absolutni hodnota det(A)

@ Jestlize k < n, potom det(A) neni definovan, protoZe matice
A nenf ¢tvercovd!
Matice AT A ale ¢tvercova je (ma rozméry k x k). Uvidime,

Ze plati
V,,(al,... ,ak) = det(ATA)
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Gramiiv determinant

Definice (Gramova matice a Gramiiv determinant)

At matice A : RK — R" ma sloupcovy zapis (ay, ...,ax), kde
k <n.
@ Matici ATA : RK — R budeme ¥ikat Gramova matice
seznamu vektorli (ai,...,ax).
@ Determinantu det(AT A) budeme ¥ikat Gramiiv determinant
seznamu (ay, ...,ax) a znalit jej Gram(ay,...,ax).
Pozorovani

V j-tém sloupci a i-tém ¥adku matice AT A je hodnota

standardniho skaldrniho soutinu (a; | a;) = a/ - a;.

Tento jednoduchy fakt umozni dat Gramové determinantu
Gram(as, . ..,ax) jasny geometricky vyznam.
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Gramiiv determinant

Tvrzeni (vyznam Gramova determinantu)

At (ai,...,ak) je seznam vektorli v R", 1 < k < n. Potom plati:
(1) Gram(al, ey ak) > 0.
@ Gram(ay,...,ax) > 0 pravé tehdy, kdyz vektory ay, ..., ak

jsou linedrné nezavislé.

© Hodnota?® \/Gram(al, ...,ak) uddvad k-dimensionalni objem
rovnob&znosténu v R”, uréeného seznamem (a, ..., ax).

?Slogan: Gramova matice AT A je , druhd mocnina* matice A = (ay, ..., ax).
Proto je det(ATA) ,druhd mocnina* ,determinantu” A. Absolutni hodnota
,determinantu” A je tudiz \/det ATA) \/Gram (a1, ...,ak). Jde ale pouze

o slogan, ktery slouzi k zapamatovani; matice A obecné& neni &tvercova, proto
o determinantu matice A obecn& nemizZeme mluvit!

Dikaz.
Bez dikazu. Dikaz nenfi té€zky, ale je zdlouhavy, viz Tvrzeni B.1.3
skript. |

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 12B-2024: Vektorovy sou&in 5/15


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Gramiiv determinant

Ptiklad

Urlete 2-dimensionalni objem rovnobéznosténu v R3, uréeného

1 3
vektorya; = (2] aax = (2
0 0

Gramova matice a Gramiiv determinant seznamu (aj,az) jsou
<a1 ‘ a1> (al ‘ az> _ 5 7 _ 5 7 _
<<a2 la) (aan)) = \7 13 Gram(aj,az) = det > 13) =16

Hledany 2-dimensionalni objem je y/Gram(aj,az) = 4.

z

x
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Gramiiv determinant

P¥iklad
Urlete 3-dimensionalni objem rovnobéznosténu v R4 uréeného
1 1 1
Kt _ |2 _ |1 _ |t
vektoryay = | [,a2=| ; | aa3= |,
3 0 0
Gramova matice a Gramiv determinant seznamu (a1, ap, a3) jsou
<a1 ‘ a1> (a1 | az> <a1 | a3> 15 0 4
(@2]a1) (a2|a) (a2|as) [=|0 3 1
(asfa1) (as|az) (as]as) 4 13
15 0 4
Gram(al,ag,a3) =det|{0 3 1] =72
4 1 3

Hledany 3-dimensiondini objem je

\/Gram(al,az,a3) =4/72 ~ 8.485

12B-2024: Vektorovy sou&in
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Ptipomenuti znamych faktii a definice vektorového soucinu
© Pro kazdé linearni zobrazeni f : R” — R existuje jediny vektor
a v R” tak, ze T
f(x) =a’' -x=(a|x)

Jednoduché: f je" matice s 1 ¥adkem a n sloupci, oznaéme ji
a’, pro az R".

@ Pro libovolny seznam (x,...,Xx,-1) vektori z R", n > 2, je

zobrazenf
det(x1,...,Xp—1,—) : R" = R, x> det(x1,...,Xp_1,X)

linedrni.

© To znamend, Ze pro zadany seznam (Xi,...,Xp—1) existuje
jednoznacné urceny vektor a z R tak, Ze plati

det(x1,...,X,_1,x) =a’ -x=(a|x)

pro v8echna x z R".
Misto a budeme psat x(xi,...,X,—1) a budeme mu ¥ikat
vektorovy souin seznamu (X1,...,Xp—-1)-
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

P¥epis definice vektorového souéinu seznamu (xi,...,X,-1)
vR", n>2
(x(x1,....%p-1) | X) = det(x1,...,Xp—1,X) pro viechna x z R".

Zakladni vlastnost vektorového soudinu seznamu
(X1,...,%Xp—1) VR", n>2

Pro jakékoli j =1,...,n—1 plati

<><(X17 . ,Xn_l) | XJ'> =0
tj. vektor x(x1,...,Xp—1) je kolmy na v3echny vektory x;,
j=1,....n—1.
To je snadné:
(X(x1,...,%p—1) | xj) = det(xq,...,%Xp—1,%X;) =0

determinant se dvéma shodnymi sloupci
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Tvrzeni (vypotet vektorového souinu v R", n > 2)

n
Plati rovnost x(xi,...,Xp—1) = Zdet(xl, ceyXp—1,€}) - €.
i=1
Dikaz.
n
Plati x(x1,...,Xp—1) = Z (X(X1,-..,%Xn—1) | &) - €},
i=1 =i-ta soufadnice vektoru X(xi,...,Xp—_1)

protoZe (e1,...,e,) je ortonormdlni baze pro standardni skalarni
soudin v prostoru R". Ale

n n
E (X(X1,...,Xn—1) | &) - € = E det(x1,...,Xp-1,€;) - €
i=1 =det(x1,...,Xp—1,€;) =1
podle definice vektorového soudinu. |
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Vypotet vektorového soutinu v R?

2
x(x) =) det(x,e;) - e = det(x,e1) - e1 + det(x, ;) - €
i=1
Takze
(eh=soils o (&) reml ()= ()
N— N——

=—X2 =X1

a to je znamy vypocet vektoru, kolmého na vektor <2)

Naptiklad x <162)) - <612> .
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Vypotet vektorového soutinu v R3 (je zvykem psat x; x xo
misto x(x1,x2))

X1 X Xo = det(xl,x2,e1) ‘e +det(x1,x2,e2) -e2+det(x1,x2,e3)-e3

Takze

X11 X12 xu1 xi2 1 1 xi1 x12 0
X( X21 , | x22 ) = det( X1 Xxoo O ) -10 + det( X1 Xoo 1 ) .
X31 X32 x31 x 0 0 x31 x 0
X21  X22 X111 X12
=det( ) =— det( )

X31  X32 X31  X32
xi1 xi2 0 1 X21X32 — X31X22
Fdet([ x1 x2 O0))- [0 | = [ xs1x12 — x11x32
X311 x32 1 0 X11X22 — X21X12

:det( X11 X12 )
X21 X22
a to je nezapamatovatelné.
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Mnemotechnicka pomiicka (nejde o definici vektorového
soutinu)

X11 X12 X1,n—1 e
X21 X22 ce X2,n—1 e
X (X1, 00y Xpo1) =
Xp—1,1 Xp—12 ... Xn—2,n—1 €p—1
Xn1l Xn2 . Xn,n—1 e,

Jde o ryze formdlni? zapis, ale uZitecny. Napfiklad

X11 X12 X11 X2 €1
X1 X1 e

X ( ) = X0 | X [ x| =] x1 X2 e
X2 X2 e

X31 X32 X31 X322 €3

a tak dale. A takové vzorce se jiz zapamatovat daji.

“Napravo od rovnitka totiZ mezi znatkami pro determinant neni zapsana
matice. Politejte ale, jako by to determinant byl. Viz nasledujici p¥iklady.
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

P¥iklad (vypo&et vektorového soutinu v R3)

3 1 3 1 e
-1 x|0] =] -1 0 e = 3:0-e3+1-e:-2+(-1)-4-e;
2 4 2 4 e
—2-0-61—(—1)‘1'63—4-92'3
—4
= —10
1

P¥iklad (vypocet vektorového sou&inu v R?%)

1 0 1 1 01 e 11 e
2
><(o 1 1):Olle2:01e3:1e3
ol’lo]’ |1 0 0 1 es3 0 1 e 1 e
0 0 1 0 0 1 ey 4
0
0
1
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Vektorovy soutin v R” pro n > 2

Tvrzeni (dalsi vlastnosti vektorového soutinu v R", n > 2)

© Funkce (x1,...,%Xp—1) = X(X1,...,X,—1) je linedrni v kazdé
poloZce.

Q X(Xr(1)s- s Xn(n—1)) = sign(m) - x(x1,...,Xp-1), pro
e S, 1.

(8 X( (1) - - - ,ew(,,_l)) = Sign(w) “€r(n), Pro m™ € Sh.
Q ||x(xq,... ,x,,_l)H2 = det(x1,...,Xp—1, X(X1, ..., Xp—1))-

@ x(x1,...,%Xp—1) = o plati pravé tehdy, kdyz vektory x1, ...,
X,_1 jsou linedrn& zavislé.

| % (X1, .., Xn—1)|| = \/Gram(xl, ...,Xp—1). To jest: norma
II%(x1,-..,%Xp—1)]|| je rovna (n — 1)-dimensiondInimu objemu
rovnobéZnosténu uréeného vektory x1, ..., Xp—1.

Pozndmky k dikazu na pfedndsce. V8echny vlastnosti plynou okamzité
z vlastnosti determinantu a z definice vektorového soucinu.
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Vzajemnd vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
N PEN I 2 3
Metrické vypoéty v R“ a v R’

Metrické vypocty v R”

Odp¥ednesenou latku naleznete v dodatcich B.3 a B.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky

© Vime, co je afinni podprostor dimense d v prostoru R”.

P¥ipomenuti: jde o mnozinu p+ W ={p+x | x € W}, kde
W je linedrni podprostor dimense d v R"” a p je vektor v R".
@ Pro dva afinni podprostory m =p+ W an' =p’'+ W vR"

umime rozhodnout, zda jsou rovnobézné, nebo riiznob&zné,
nebo mimobézné.

© Vime, co je vektorovy sou&in? x(xi,...,X,—1) Seznamu
vektord (x1,...,Xp—1) v R"”, kde n > 2.
P¥ipomenuti: (X(x1,...,Xp—1) | X) = det(x1,...,Xp—1,X)

plati pro viechna x z R".

Dale vime, Ze plati rovnost

% (x1, .., xoo1)|| = \/Gram(xl, e X))

?Prostor R” je vybaven standardnim skaldrnim soutinem (x | y) = x" -y.
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Dnesni pfednaska
Pro dva afinni podprostory 7r, 7w’ prostoru R” se standardnim
skalarnim soucinem spoéteme jejich vzajemnou vzdalenost.
V dal$im budeme znadit:

@ (x|y) =x" -y je standardni skaldrni soutin v R".

@ ||x|| je norma v R", vytvorena standardnim skalarnim

soucinem, tj. [|x|| = \/<x | x) = \/xT - X.

x1 7
Prox=|:]ay=|:]je
Xn iz
Ix =yl =

To jest: ||x — y|| je standardni eukleidovska vzdalenost vektord
X a y z prostoru R”".
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Definice

At 7 a 7' jsou dva afinni podprostory prostoru R”. Redlnému
&islu? n . , , ,
w(m, ') = |nf{Hx—x | |xemx € 71'}

¥ikdme vzdjemnd vzddlenost 7 a 7’.

?Z definice vzajemné vzdalenosti ihned plyne, Ze w(w,w') = w(w’, w).
Poznamky k definici
© Pro n =0 nebo n =1 neni definice p¥ili§ zajimava.
0 R? = {0}, proto pro jakdkoli w a 7’ plati w(m,7’') = 0.
@ Prostor R! m4 jako afinni podprostory bud body nebo celé R!.
To znamend w(p,p’) = ||p — p’||, nebo w(p,R) = w(R,R) = 0.
@ V obecném R” vime: {||x —X| |xemx € w’} je neprazdna
a zdola omezena mnoZina realnych &isel. Tudiz jeji infimum
existuje a redlné &islo w(m, ') je korektn& definovano.

Problém: jak spotitat hodnotu w(7r, ') v obecném R"?
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Véta (vypolet vzaj. vzdalenosti dvou afinnich podprostorii)

At m=p+ W an’/ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R". Potom plati:?

w(m, 7') = [[rejwyw: (P — Pl

?Protoze w(m, 7') = w(nw’, m), je také w(mw,7') = |rejuvw (P’ — P) -
Hlavni myslenky diikazu (u zkousky budou pozadovany pouze
tyto myslenky)

@ Vzdilenost  a ' by mé&la byt délka kolmé p¥itky prostorii 7
amn.
Tak je tomu v R? p¥i vypottu vzdalenosti dvou rovnob&Zek.
Obecny p¥ipad by mél dopadnout analogicky.

@ Obecné&: kolma pt¥itka k 7, @’ by mé&la mit smér V, kde
V ={v|(w|v) =0 proviechnawz WV W'} je mnoZina
vdech vektor(, které jsou kolmé na podprostor W v W',

Je to ale v pofadku? Je V linedrni podprostor prostoru R"?
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Hlavni myslenky diikazu (pokrac.)
© Vse je v poradku:
V. = {v]|(w|v) =0 proviechnawe Wv W'}
= N {viwlv) =0}

we Wwyvw

= ) ker((w]-))
weWvw
Proto je V linearni podprostor prostoru R".

© Najdeme? body xo v 7 a x}, v 7’ tak, Ze plati rovnost?
X0 — Xo = rejyyws (P — P').
To znamend, Ze xg — xj € V, proto xo + V =x + V je
hledand kolma p¥itka 7, @', prochazejici body xg a xg.

?To je mirn& technické (nikoli t&zké): viz dikaz Véty B.3.3 skript.
bPodle definice V plati také xo — xj = proj, (p — p’). Toho v dal¥ich
vypoc&tech nékolikrat vyuZijeme.
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
Hlavni myslenky diikazu (pokrat.)
@ Pro jakékoli x v 7 a jakékoli x’ v =’ plati

X = x = (x5~ x0) + (X — %) + (x0 — %)
~—

eV cewvw’

Proto podle Pythagorovy véty? plati

IX" = x][? = fIxg = xolI? + [I(x = x5) + (x0 — x)||”
a tedy ||x" — x|[2 > ||x§ — xo/|?, neboli
I =x[| > [Ixo—xoll = lIrejwyw:(P'=P)Il = lIrejwyw: (P—p)I
To znamend, Ze plati® w(m, ') = |lrej wyw (P — /)| [ |

?Z definice V plati (xg — xo | (x" — xg) + (xo0 — x)) = 0.
bPodle definice V plati také w(m, 7w') = ||proj,(p — p’)||-

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 13A-2024: Metrické vypotty v R” 7/20



Vzajemna vzdalenost dvou afinnich podprostgrﬁ v R"
Metrické vypoéty v R“ av R

Obrazek

xo+V=x3+V

wv w Ve
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Poznamky
Q Vzorec w(m, ') = [[rejpyy (P — P')|| plati v R™ s libovolnym
skalarnim sou&inem (— | —), ktery vytva¥i normu || — ||.

Dikaz hlavni véty totiz nikde nevyuziva, Ze skaldrni soucin
(— | =) je standardni.

Jediné, co diikaz vyZaduje, je pojem ortogonalni rejekce a
platnost Pythagorovy véty.?
© V dalsim se omezime na standardni skalarni souéin

v prostorech R? a R3.

Tam jsou pFislusné vzorce pro vzdjemnou vzdalenost dvou
afinnich podprostorii pomérné snadno pochopitelné.

?P¥ipomenuti: ortogonalni projekce umime potitat pro libovolny skaldrni
sou&in v R", vzorce jsou v3ak ponékud barokni. TakZe, pro libovolny skaldrni
soudin v R", umime potitat (baroknim zpisobem) i ortogondini rejekce.
Pythagorova véta plati pro libovolny skaldrni soucin v R".
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Dalezité upozornéni

Ve zbytku pfednasky odvodime celou ¥adu vzorcl pro vzajemnou
vzdalenost afinnich podprostort v R? a v R3? se standardnimi
skalarnimi soudiny. Tyto vzorce nebudou zkou3eny stylem: Napiste
vzorec pro vzdalenost bodu od p¥imky v R3, atd.

Bude vyzadovéno:

@ Znét obecny vzorec w(m, w') = |[rejyyw (P — P')|| pro
vzajemnou vzdalenost afinnich podprostori m =p+ W a
7’ = p’ + W' v prostoru R" a znat hlavni my%lenky jeho
odvozeni z pfedchozich stran.

© Z prednasky o ortogonalnich projekcich a ortogonalnich
rejekcich znat vzorec . (v | x)

PIOjspan(v)(X) = I

pro nenulovy vektor v z R". Viz nasledujici stranu.

© Tvirdi uplatnéni vySe uvedeného vzorce pro ortogondlni

projekci k nalezeni vzajemnych vzdalenosti v R? a v R3.
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Vzajemnd vzdilenost dvou afinnich podprostorii v R”
Metrické vypoéty v R? a v R3

P¥ipomenuti (pfednaska o ortogonalnich projekcich a
ortogonalnich rejekcich)

V R" pro nenulovy vektor v plati

. R e R ] )]
Ipr0span G =1y o1 ¥ = [ oy ¥ = Sz I =
a tudiz

r€iapante) (O = 1% = PrOjapaney (N = [[x = 1%L -y

span(v) span(v) <V ’ V>
) x
(v v)
ortogonalni rejekce osou v <v|x) v
v (v]v)
N—_——

ortogonalni projekce na osu v
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od p¥imky v R?

@ Vzdilenost p’ od ™ = p + span(s). V tomto pFipadé je?
@ WV W =span(s).

© (b, ) = [1cigunio(@ ) = (0 ) — = 22 o]

Pro p/ = @ am= (3) +span((g)) je tedy w(p/, ) rovno
N (e) ()
1) W Q==

“Tento vzorec neni pFilis , hezky". Lepsi postup: definujte n = x(s) a
pracujte s p¥imkou 7 ve tvaru n” (x — p) = 0. Viz dalf p¥iklad.
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdélenost bodu od p¥imky v R? (pokraé.)

@ Vzdalenost p’ od 7 ve tvaru n” (x — p) = 0. V tomto p¥ipadé

je
® V =span(n).
® Nezndme smér s zadané p¥imky, ale plati w(p’, ) =
: / _ : / _ |<n | P/ - P>|
||rerpan(s)(p - p)H - ”pro.]span(n)(p - P)” - T
_In"(p'—p)| _In"p'—nTp|
[[n]] [[n]]
Prop’' = (i) a pfimku 7 zadanou rovnici? —6x + 3y = —18
—_— N
=nTx =nTp

je tedy w(p’, 7) rovno
|-6-2+3-4418 13 6,5

/5 NV

?Jde o stejnou p¥imku, jako v minulém ptikladu.
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost dvou p¥imek v R?
Jsou zaddny pfimky = p + span(s) a «©’ = p’ + span(s’).

@ span(s) Vspan(s') =
= span(s), jsou-li s a s linedrn& zavislé,
tj. jsou-li 7w a 7’ rovnob&zné
=R2, jsou-li s a s’ linedrn& nezavislé,
tj. jsou-li w a 7’ riiznob&zné

@ Pokud span(s) V span(s’) = span(s), je

w(ﬂ-v 7‘-,) = Hrejspan(s)(p - p/)H = w(p,v Tl')

Vzdélenost bodu od p¥imky jiZ umime poditat.
© Pokud span(s) V span(s’) = R?, je

w(m, w') = [[rejgz(p — P')I| = [lo] =0
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od p¥imky v R3
Je dan bod p’ a p¥imka @ = p + span(s). Potom

w(p,7 ﬂ-) = ||rejspan(s)(p - p,)H = ||(p - p,) - projspan(s)(p - p/)H

— H(pp/)<5|<sps>p>.sH

co? je formalné stejny vzorec jako v R2.

Je-li p¥imka 7 zadana rovnicové jako N7 (x — p) = o, kde
rank(N) = 2, pak V = im(N). Proto

w(plvﬂ) = ”rejspan(s)(p_pl)H = Hprojim(N)(p_p/)H = HN(NTN)ilNT(p_p/)H

Leckdy je lep&i postup je vy¥edit soustavu N7x = NTp, ziskat tak
7 v parametrickém tvaru a pouZit vySe uvedeny vzorec.
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od roviny v R®

Pro vzdalenost bodu p’ od roviny 7 ve tvaru n” (x — p) = 0 plati

w(pla 7T) = Hprojspan(n)(p/ - p)

kde jsme vyuZili toho, Ze n je normala roviny .
Ziskavame tak formalné stejny vzorec jako pro vzdalenost bodu od
p¥mky v R?.

Je-li rovina 7 zadana jako p + span(si,s2), je vhodné spotitat?
n = s; X Sy a pouzit pfedchozi postup pro rovinu 7t ve tvaru
n"(x—p)=0.

S11 S12 €
?P¥ipomenuti mnemotechniky: n =s; X s = | 1 s» €
S31 S31 €3
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost p¥imky od roviny v R3

At 7’ = p’ + span(s’) je pfimka a ™ = p + span(s1,sp) je rovina.

Plati . o
R3, pokud s/, s1, s jsou linedrn&

nezavislé,
tj., pokud 7’ a 7 jsou riiznob&zné,
span(si,sp), pokud @’ a 7 jsou rovnob&zné.

span(s’)Vspan(sy,s) =

@ Je-li span(s’) V span(s1,sz) = R3, je
w(n',m) = [[rejrs(p’ — p)I| = [lo] = 0

@ Je-li span(s’) V span(s1,s2) = span(s1,s2), je
w(7r’7 ™) = ”rejspan(sl,52)(p/ —p)ll = ||pr0jspan(51><52)(p, -p)ll

[(s1 xs2 | p'—p)| _ |det(s1,52,p" — p)|
[s1 % so

Gram(si, s2)
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Priklad
2 1
Najdeme vzajemnou vzdalenost ' = | —3 | +span(| 9 |) a
-1 14
2 2 -3 1 2 -3
w=|(3]|+span({4],[ 1 |). Protoze | 9 4 1 | =0, jsou
0 6 2 14 6 2
7 a 7' rovnob&zné.
Platf
2 -3 0 2 -3 0
|det{4 1 -6]] |det {4 1 -6
6 2 -1 6 2 -1 142
w(m, ') = = = ~ 5.43
2 -3 /684
Gram(|4],| 1 |)
6 2
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Vzdalenost pfimky od p¥imky v R3
At ' = p’ +span(s’) a ™ = p + span(s) jsou p¥imky.

Plati , . Y,
span(s), pokud s’ a's, jsou linedrn& zavislé

span(s’)Vspan(s) = tj., pokud 7w’ a 7 jsou rovnob&zné,
span(s’,s), pokud 7’ a 7 nejsou rovnob&zné.
O Je-li span(s’) V span(s) = span(s), je
w(ﬂ-/? 77) = Hrejspan(s)(p/ - P)” = w(p/’ ™)
a vzdalenost bodu od p¥imky uz umime poditat.
@ Je-li span(s’) V span(s) = span(s/,s), je
/ o . / o . /
w(ﬂ- aﬂ-) - ||re.]span(s’,s)(p - p)” - ||pronpan(s’Xs)(p - p)”

[(s" xs[p —p)| _ [det(s';s,p’ — p)|

Is" > s|] Gram(s/, s)
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Metrické vypoéty v R? a v R3

Ptiklad

Najdeme vzajemnou vzdalenost 7’

2 2
=13 +span({1])a
1 1

2 3

T = (3) + span(( 1 )) P¥imky 7 a 7’ zjevn& nejsou
0
&

—1
rovnobézné
Plati
2 3 0
|det{1 1 0]
1 -1 1 -1
w(m, ') = = | | =
2 3 6 6 30
Gram(|(1]),| 1 det{g 13
1
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