
Lineárńı prostor
Lineárńı kombinace

Lineárńı prostory nad R

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 1.1–1.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Lineárńı prostor
Lineárńı kombinace

Co je definice?

Co je hypotéza?

Co je (matematická) věta? Lemma? Tvrzeńı?

Co je d̊ukaz?

V́ıce nap̌r. v textech

1 J. Velebil, Velmi jemný úvod do matematické logiky

2 J. Velebil, Sb́ırka problémů z lineárńı algebry
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Neformálně

Lineárńı prostor (nad R) je kolekce jakýchkoli objekt̊u (těm
budeme ř́ıkat vektory), které mezi sebou můžeme sč́ıtat a každý
z nich můžeme vynásobit skalárem (v našem p̌ŕıpadě prvkem R).
Sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı skalárem se muśı ř́ıdit jistými
zákonitostmi.

Př́ıklady

1 Vektory v rovině (fyzikálńı, p̌ŕıpadně geometrická intuice).

2 Reálné polynomy (značeńı: R[x ]).

3 n-tice reálných č́ısel (značeńı: Rn, n ≥ 0).a

4 Komplexńı č́ısla (značeńı: C).

5 Řada daľśıch p̌ŕıkladů. . .

aDůležité: Prvky Rn budeme psát jako n-tice do sloupc̊u.
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Př́ıklad (orientované úsečky v rovině)

Dvě operace:

O

A B

C

O

X
Y

Z

sč́ıtáńı: OC = OA + OB
násobeńı skalárem: OY =

√
2 · OX , OZ = −

√
2 · OX

Sč́ıtáńı orientovaných úseček a násobeńı orientované úsečky
reálným skalárem splňuj́ı jisté axiomy.
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Definice (lineárńı prostor nad R)

Lineárńı prostor (nad R) je množina L spolu se dvěma funkcemi

+ : L× L→ L, · : R× L→ L

pro které plat́ı následuj́ıćı:
1 Vlastnosti sč́ıtáńı:

1 Existuje ~o ∈ L tak, že pro vš. ~x ∈ L plat́ı: ~x + ~o = ~o + ~x = ~x
(existence nulového vektoru).

2 Pro vš. ~x , ~y , ~z ∈ L plat́ı: (~x + ~y) + ~z = ~x + (~y + ~z)
(asociativita sč́ıtáńı vektor̊u).

3 Pro vš. ~x , ~y ∈ L plat́ı: ~x + ~y = ~y + ~x (komutativita sč́ıtáńı
vektor̊u).

4 Pro vš. ~x ∈ L existuje právě jeden ~y ∈ L tak, že ~x + ~y = ~o
(existence opačného vektoru, znač́ıme ~y = −~x).
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Definice (lineárńı prostor nad R), pokrač.

2 Vlastnosti násobeńı skalárem:
1 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı: 1 · ~x = ~x (násobeńı jednotkovým skalárem).
2 Pro vš. a, b ∈ R a vš. ~x ∈ L plat́ı: a · (b · ~x) = (a · b) · ~x

(asociativita násobeńı skalárem).

3 Distributivńı zákony:
1 Pro vš. a, b ∈ R a vš. ~x ∈ L plat́ı: (a + b) · ~x = a · ~x + b · ~x

(distributivita součtu skalár̊u).
2 Pro vš. a ∈ R a vš. ~x , ~y ∈ L plat́ı: a · (~x + ~y) = a · ~x + a · ~y

(distributivita součtu vektor̊u).

Poznámka

Axiomy ťŕı typů: chováńı operace +, chováńı operace · a vzájemný
vztah obou operaćı.
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Jednoduché d̊usledky definice

At’ L je lineárńı prostor. Potom:

1 Nulový vektor je jednoznačně určen.

2 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı: 0 · ~x = ~o.

3 Opačný vektor k ~x ∈ L je vektor (−1) · ~x .

4 Pro vš. a ∈ R plat́ı: a · ~o = ~o.

Důkaz.

1 At’ existuj́ı ~o1, ~o2 tak, že pro vš. ~x ∈ L plat́ı:
~x + ~o1 = ~o1 + ~x = ~x a ~x + ~o2 = ~o2 + ~x = ~x . Pak
~o1 = ~o1 + ~o2 = ~o2.

2 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı:
~x = 1 · ~x = (1 + 0) · ~x = 1 · ~x + 0 · ~x = ~x + 0 · ~x . Tud́ıž 0 · ~x
muśı být nulový vektor.
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Důkaz (pokrač.)

3 Plat́ı: ~x + (−1) · ~x = 1 · ~x + (−1) · ~x = (1− 1) · ~x = 0 · ~x = ~o.

4 Plat́ı: a · ~o = a · (0 · ~o) = (a · 0) · ~o = 0 · ~o = ~o.

Velmi d̊uležitý d̊usledek definice

At’ L je lineárńı prostor, a ∈ R, ~x ∈ L. Pak a · ~x = ~o právě tehdy,
když a = 0 nebo ~x = ~o.

Důkaz.

D́ıky p̌redchoźımu stač́ı dokázat pouze implikaci zleva doprava.
At’ a · ~x = ~o a a 6= 0. Potom existuje a−1. Tud́ıž
~o = a−1 · ~o = a−1 · (a · ~x) = (a−1 · a) · ~x = 1 · ~x = ~x .

Povšimněme si, čeho využ́ıvá p̌redchoźı tvrzeńı:

Pro vš. a ∈ R plat́ı: a−1 existuje, jakmile a 6= 0.
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Daľśı p̌ŕıklady a protip̌ŕıklady

1 L = (0,+∞). Operace sč́ıtáńı vektor̊u: x ⊕ y := x · y .
Násobeńı skalárem: α� x := xα. Pak L je lineárńı prostor.

2 L je jakákoli jednoprvková množina. Pak L (spolu
s evidentńımi operacemi) je lineárńı prostor. Ř́ıkáme mu
triviálńı lineárńı prostor. Nutně: L = {~o}.

3 L = R2. Operace:

(
a
b

)
+

(
c
d

)
:=

(
a + d
b + c

)
,

α ·
(
a
b

)
:=

(
αa
αb

)
. Nejde o lineárńı prostor.
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Role reálných skalár̊u

Lze R nahradit jiným
”
č́ıselným oborem“?

Se skaláry je ťreba umět následuj́ıćı: rozumné sč́ıtáńı, násobeńı.

Abstraktńı pojem: skaláry muśı tvǒrit strukturu F, které se ř́ıká
těleso.

To vede k pojmu lineárńı prostor nad tělesem F. V́ıce v p̌ŕı̌st́ı
p̌rednášce.

Poznámka

Abstrakce v lineárńı algeb̌re má tedy dva stupně:

1 Lineárńı prostor nad R abstrahuje (nap̌ŕıklad) prostor
orientovaných úseček.

2 Lineárńı prostor nad F abstrahuje dále: roli skalár̊u p̌revezmou
prvky tělesa F.
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Jaký nejobecněǰśı výpočet lze v lineárńım prostoru vykonat?

1 Nap̌ŕıklad můžeme seč́ıst čty̌ri vektory: ~x + ~y + ~z + ~w .
D́ıky asociativitě sč́ıtáńı nemuśıme psát závorky.

2 Nap̌ŕıklad můžeme násobek vektoru opět vynásobit: b · (a · ~x).
D́ıky axiomům jde opět o násobek (b · a) · ~x .

3 Obecněji, můžeme sč́ıtat konečně mnoho násobk̊u vektor̊u.
To znamená: je-li dán konečný seznam vektor̊u (~x1, . . . , ~xn) a
konečný seznam skalár̊ua (a1, . . . , an), lze utvǒrit lineárńı
kombinaci

a1 · ~x1 + a2 · ~x2 + a3 · ~x3 + . . .+ an · ~xn

značenou i
n∑

i=1

ai · ~xi nebo
∑

i∈{1,...,n}

ai · ~xi

aTěmto skalár̊um ř́ıkáme koeficienty lineárńı kombinace.
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Definice

Seznam (také: skupina) vektor̊u je bud’ prázdná posloupnost ()
nebo konečná posloupnost (~x1, . . . , ~xn).

Pozor: je rozd́ıl mezi seznamem a množinou

(~x1, ~x2, ~x3) 6= (~x3, ~x2, ~x1) vs. {~x1, ~x2, ~x3} = {~x3, ~x2, ~x1}

(~x1, ~x1, ~x2) 6= (~x1, ~x2) vs. {~x1, ~x1, ~x2} = {~x1, ~x2}

Definice (lineárńı kombinace konečného seznamu vektor̊u)

Pro seznam vektor̊u tvaru

1 () definujeme ~o jako jeho (jedinou možnou) lineárńı kombinaci
(s prázdným seznamem koeficient̊u).

2 (~x1, . . . , ~xn) je vektor
n∑

i=1

ai · ~xi jeho lineárńı kombinace (se

seznamem koeficient̊u (a1, . . . , an)).
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Zobecněńı p̌redchoźıho (zat́ım jen slogan)

Lineárńı kombinace seznamu (a1, . . . , ak) v Rn vytvá̌rej́ı
”
rovný

kus“ prostoru Rn.
Tento

”
rovný kus“ prostoru Rn procháźı počátkem a má směr

(a1, . . . , ak).

Př́ı̌st́ı p̌rednášky: těmto
”
rovným kus̊um“ v Rn budeme ř́ıkat

lineárńı podprostory Rn.

Pochopitelně, v p̌ŕı̌st́ıch p̌rednáškách budeme pracovat daleko
abstraktněji než v Rn.

Slogan je reklamńı heslo!

Na p̌rednášce budeme zmiňovat řadu sloganů. Slogany maj́ı sloužit
k intuitivńımu pochopeńı. Slogany v žádném p̌ŕıpadě nemohou
nahradit p̌resná zněńı definic, vět, atd.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Lineárńı prostory nad F

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 1.1–1.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Minulá p̌rednáška

Lineárńı prostor nad R jako zobecněńı (nap̌ŕıklad) prostoru
orientovaných úseček v rovině.

Dnešńı p̌rednáška

1 Těleso F jako zobecněńı reálných č́ısel.

2 Lineárńı prostor nad F jako zobecněńı pojmu lineárńı prostor
nad R.

3 Důležité: povšmneme si, že důkazy typicky nesouviśı
s konkrétńımi operacemi; souviśı s pouze s algebraickými
vlastnostmi těchto operaćı.a

Od p̌ŕı̌stě budeme pracovat s lineárńımi prostory nad obecným
tělesem.

aDo jisté ḿıry je tak dnešńı p̌rednáška
”
kopíı“ p̌rednášky p̌redchoźı. Algebra

dovoĺı od p̌ŕı̌stě takovou marnotratnost nedopustit.
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Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel

Množina reálných č́ısel R je vybavena dvěma funkcemi

+ : R× R→ R, · : R× R→ R

pro které plat́ı následuj́ıćı:
1 Vlastnosti sč́ıtáńı:

1 Existuje 0 ∈ R tak, že pro vš. a ∈ R plat́ı: a + 0 = 0 + a = a
(existence nuly).

2 Pro vš. a, b, c ∈ R plat́ı: (a + b) + c = a + (b + c) (asociativita
sč́ıtáńı).

3 Pro vš. a, b ∈ R plat́ı: a + b = b + a (komutativita sč́ıtáńı).
4 Pro vš. a ∈ R existuje právě jedno b ∈ R tak, že a + b = 0

(existence opačného č́ısla, znač́ıme b = −a).
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel (pokrač.)

2 Vlastnosti násobeńı:
1 Existuje 1 ∈ R tak, že pro vš. a ∈ R plat́ı: 1 · a = a (existence

jednotky).
2 Pro vš. a, b, c ∈ R plat́ı: a · (b · c) = (a · b) · c (asociativita

násobeńı).
3 Pro vš. a, b ∈ R plat́ı: a · b = b · a (komutativita násobeńı).

3 Provázanost sč́ıtáńı a násobeńı:
1 Pro vš. a, b, c ∈ R plat́ı: a · (b + c) = a · b + a · c (levý

distributivńı zákon).
2 Pro vš. a, b, c ∈ R plat́ı: (b + c) · a = b · a + c · a (pravý

distributivńı zákon).

4 Test invertibility: pro vš. a ∈ R plat́ı: a 6= 0 iff existuje a−1.

Poznámka

Výše uvedené vlastnosti byly podstatné pro zavedeńı pojmu lineárńı
prostor nad R (viz minulou p̌rednášku).
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklady: daľśı
”
standardńı“ sč́ıtáńı a násobeńı

1 Standardńı sč́ıtáńı a násobeńı racionálńıch č́ısel: obě operace
na množině Q splňuj́ı stejné vlastnosti jako standardńı sč́ıtáńı
a násobeńı na množině R.

2 Standardńı sč́ıtáńı a násobeńı komplexńıch č́ısel: obě operace
na množině C splňuj́ı stejné vlastnosti jako standardńı sč́ıtáńı
a násobeńı na množině R.

3 Standardńı sč́ıtáńı a násobeńı celých č́ısel: obě operace na
množině Z nesplňuj́ı stejné vlastnosti jako standardńı sč́ıtáńı a
násobeńı na množině R. Neplat́ı test invertibility: nap̌ŕıklad
2 6= 0, ale 2−1 v Z neexistuje!a

aTest invertibility v R byl v minulé p̌rednášce podstatný! Množinu Z tedy
jako množinu skalár̊u nebudeme moci použ́ıt.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklad:
”
nestandardńı“ sč́ıtáńı a násobeńı

1 Množina Z2 = {0, 1} s operacemi:
+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

2 Množina Z3 = {0, 1, 2} s operacemi:
+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

Operace na množinách Z2 a Z3 splňuj́ı stejné vlastnosti jako
standardńı sč́ıtáńı a násobeńı na množině R.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Slogan pro těleso

Těleso F je kolekce jakýchkoli objekt̊u (těm budeme ř́ıkat prvky
tělesa F), které mezi sebou můžeme sč́ıtat a násobit. Sč́ıtáńı a
násobeńı v F splňuj́ı stejné vlastnosti jako standardńı sč́ıtáńı a
násobeńı v R.

Definice (těleso)

Těleso je množina F, vybavena dvěma funkcemi

+ : F× F→ F, · : F× F→ F
pro které plat́ı následuj́ıćı:

1 Vlastnosti sč́ıtáńı:
1 Existuje 0 ∈ F tak, že pro vš. a ∈ F plat́ı: a + 0 = 0 + a = a

(existence nuly).
2 Pro vš. a, b, c ∈ F plat́ı: (a + b) + c = a + (b + c) (asociativita

sč́ıtáńı).
3 Pro vš. a, b ∈ F plat́ı: a + b = b + a (komutativita sč́ıtáńı).
4 Pro vš. a ∈ F existuje právě jedno b ∈ F tak, že a + b = 0

(existence opačného č́ısla, znač́ıme b = −a).
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Definice tělesa (pokrač.)

2 Vlastnosti násobeńı:
1 Existuje 1 ∈ F tak, že pro vš. a ∈ F plat́ı: 1 · a = a (existence

jednotky).
2 Pro vš. a, b, c ∈ F plat́ı: a · (b · c) = (a · b) · c (asociativita

násobeńı).
3 Pro vš. a, b ∈ F plat́ı: a · b = b · a (komutativita násobeńı).

3 Provázanost sč́ıtáńı a násobeńı:
1 Pro vš. a, b, c ∈ F plat́ı: a · (b + c) = a · b + a · c (levý

distributivńı zákon).
2 Pro vš. a, b, c ∈ F plat́ı: (b + c) · a = b · a + c · a (pravý

distributivńı zákon).

4 Test invertibility: pro vš. a ∈ F plat́ı: a 6= 0 iff existuje a−1.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklady

1 Množiny Q, R, C se standardńım sč́ıtáńım a násobeńım jsou
tělesa.

2 Množina Z se standardńım sč́ıtáńım a násobeńım neńı těleso.

3 Množiny Z2 a Z3 jsou tělesa (sč́ıtáme a násob́ıme jako zbytky
po děleńı 2, resp. 3).

Obecněji: množina Zp = {0, 1, . . . , p − 1}, kde p je prvoč́ıslo,
je těleso, pokud č́ısla sč́ıtáme a násob́ıme jako zbytky po
děleńı p.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Definice (lineárńı prostor nad tělesem F)

Lineárńı prostor nad tělesem F je množina L spolu se dvěma
funkcemi

+ : L× L→ L, · : F× L→ L

pro které plat́ı následuj́ıćı:
1 Vlastnosti sč́ıtáńı:

1 Existuje ~o ∈ L tak, že pro vš. ~x ∈ L plat́ı: ~x + ~o = ~o + ~x = ~x
(existence nulového vektoru).

2 Pro vš. ~x , ~y , ~z ∈ L plat́ı: (~x + ~y) + ~z = ~x + (~y + ~z)
(asociativita sč́ıtáńı vektor̊u).

3 Pro vš. ~x , ~y ∈ L plat́ı: ~x + ~y = ~y + ~x (komutativita sč́ıtáńı
vektor̊u).

4 Pro vš. ~x ∈ L existuje právě jeden ~y ∈ L tak, že ~x + ~y = ~o
(existence opačného vektoru, znač́ıme ~y = −~x).
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Definice (lineárńı prostor nad tělesem F), pokrač.

2 Vlastnosti násobeńı skalárem:
1 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı: 1 · ~x = ~x (násobeńı jednotkovým skalárem).
2 Pro vš. a, b ∈ F a vš. ~x ∈ L plat́ı: a · (b · ~x) = (a · b) · ~x

(asociativita násobeńı skalárem).

3 Distributivńı zákony:
1 Pro vš. a, b ∈ F a vš. ~x ∈ L plat́ı: (a + b) · ~x = a · ~x + b · ~x

(distributivita součtu skalár̊u).
2 Pro vš. a ∈ F a vš. ~x , ~y ∈ L plat́ı: a · (~x + ~y) = a · ~x + a · ~y

(distributivita součtu vektor̊u).

Poznámka

Axiomy ťŕı typů: chováńı operace +, chováńı operace · a vzájemný
vztah obou operaćı.

Definice je formálně stejná jako pro lineárńı prostor nad R. Jediná
změna: těleso R je nahrazeno obecným tělesem F.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklady lineárńıch prostor̊u nad obecným tělesem F
1 Prostory Fn nad F, n ≥ 1. Vektory jsou uspǒrádané n-tice

prvk̊u F, psané do sloupce. Skaláry jsou prvky tělesa F.

Nap̌ŕıklad: v (Z7)2 je vektor

(
2
0

)
, v Q3 je vektor

 2.14
−21.7

12

,

v C2 je vektor

(
2− 4i√

3i

)
, atd.

2 Prostory F[x ] polynomů v neurčité x s koeficienty z tělesa F.
Skaláry jsou prvky tělesa F, vektory jsou jednotlivé polynomy.
Sč́ıtáńı a násobeńı je definováno analogicky jako v R[x ].
Nap̌ŕıklad: v Z3[x ] plat́ı:

(2x + 2) + (x + 2) = 1

(2x + 2) · (x + 2) = 2x2 + 1
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Jednoduché d̊usledky definice

At’ L je lineárńı prostor. Potom:

1 Nulový vektor je jednoznačně určen.

2 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı: 0 · ~x = ~o.

3 Opačný vektor k ~x ∈ L je vektor (−1) · ~x .

4 Pro vš. a ∈ R plat́ı: a · ~o = ~o.

Důkaz.

1 At’ existuj́ı ~o1, ~o2 tak, že pro vš. ~x ∈ L plat́ı:
~x + ~o1 = ~o1 + ~x = ~x a ~x + ~o2 = ~o2 + ~x = ~x . Pak
~o1 = ~o1 + ~o2 = ~o2.

2 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı:
~x = 1 · ~x = (1 + 0) · ~x = 1 · ~x + 0 · ~x = ~x + 0 · ~x . Tud́ıž 0 · ~x
muśı být nulový vektor.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Důkaz (pokrač.)

3 Plat́ı: ~x + (−1) · ~x = 1 · ~x + (−1) · ~x = (1− 1) · ~x = 0 · ~x = ~o.

4 Plat́ı: a · ~o = a · (0 · ~o) = (a · 0) · ~o = 0 · ~o = ~o.

Velmi d̊uležitý d̊usledek definice

At’ L je lineárńı prostor, a ∈ F, ~x ∈ L. Pak a · ~x = ~o právě tehdy,
když a = 0 nebo ~x = ~o.

Důkaz.

D́ıky p̌redchoźımu stač́ı dokázat pouze implikaci zleva doprava.
At’ a · ~x = ~o a a 6= 0. Potom existuje a−1. Tud́ıž
~o = a−1 · ~o = a−1 · (a · ~x) = (a−1 · a) · ~x = 1 · ~x = ~x .

Povšimněme si:

Důkazy jsou stejné, jako v minulé p̌rednášce!
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Jaký nejobecněǰśı výpočet lze v lineárńım prostoru vykonat?

1 Nap̌ŕıklad můžeme seč́ıst čty̌ri vektory: ~x + ~y + ~z + ~w .
D́ıky asociativitě sč́ıtáńı nemuśıme psát závorky.

2 Nap̌ŕıklad můžeme násobek vektoru opět vynásobit: b · (a · ~x).
D́ıky axiomům jde opět o násobek (b · a) · ~x .

3 Obecněji, můžeme sč́ıtat konečně mnoho násobk̊u vektor̊u.
To znamená: je-li dán konečný seznam vektor̊u (~x1, . . . , ~xn) a
konečný seznam skalár̊ua (a1, . . . , an), lze utvǒrit lineárńı
kombinaci

a1 · ~x1 + a2 · ~x2 + a3 · ~x3 + . . . + an · ~xn

značenou i
n∑

i=1

ai · ~xi nebo
∑

i∈{1,...,n}

ai · ~xi

aTěmto skalár̊um ř́ıkáme koeficienty lineárńı kombinace.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Definice

Seznam (také: skupina) vektor̊u je bud’ prázdná posloupnost ()
nebo konečná posloupnost (~x1, . . . , ~xn).

Pozor: je rozd́ıl mezi seznamem a množinou

(~x1, ~x2, ~x3) 6= (~x3, ~x2, ~x1) vs. {~x1, ~x2, ~x3} = {~x3, ~x2, ~x1}

(~x1, ~x1, ~x2) 6= (~x1, ~x2) vs. {~x1, ~x1, ~x2} = {~x1, ~x2}

Definice (lineárńı kombinace konečného seznamu vektor̊u)

Pro seznam vektor̊u tvaru

1 () definujeme ~o jako jeho (jedinou možnou) lineárńı kombinaci
(s prázdným seznamem koeficient̊u).

2 (~x1, . . . , ~xn) je vektor
n∑

i=1

ai · ~xi jeho lineárńı kombinace (se

seznamem koeficient̊u (a1, . . . , an)).
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklad (geometrický význam lineárńı kombinace)

Pro seznam (a1) v R2

a1

a seznam (2.5) reálných č́ısel je

a1
2.5 · a1

lineárńı kombinace.

Všechny možné lineárńı kombinace vektoru a1 vytvá̌rej́ı v R2

p̌ŕımku procházej́ıćı počátkem (se směrem a1).
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklad (geometrický význam lineárńı kombinace)

Pro seznam (a1, a2) v R3

a1

a2

a seznam (2.1, 1.3) reálných č́ısel je

a1
2.1 · a1

a2

1.3 · a2 2.1 · a1 + 1.3 · a2

Všechny možné lineárńı kombinace seznamu (a1, a2) vytvá̌rej́ı v R3

rovinu procházej́ıćı počátkem (se směrem (a1, a2)).
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Význam lineárńıch kombinaćı (zat́ım jen slogan)

At’ L je lineárńı prostor nad F.
Lineárńı kombinace seznamu (~x1, . . . , ~xn) v L vytvá̌rej́ı

”
rovný kus“

prostoru L.
Tento

”
rovný kus“ prostoru L procháźı počátkem ~o a má

”
směr“

(~x1, . . . , ~xn).

Př́ı̌st́ı p̌rednáška: těmto
”
rovným kus̊um“ v L budeme ř́ıkat lineárńı

podprostory L.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklad (lineárńı kombinace a soustavy rovnic)

Existuj́ı koeficienty x , y v Z7 tak, že v (Z7)2 plat́ı rovnost

x ·
(

2
3

)
+ y ·

(
6
1

)
=

(
2
6

)
?

Dva pohledy na tento problém:

1 Hledáme prvky x , y v Z7 tak, že plat́ı

2x + 6y = 2

3x + 1y = 6

To znamená: koeficienty lineárńı kombinace jsou řešeńım jisté
soustavy lineárńıch rovnic nad Z7.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Př́ıklad (lineárńı kombinace a soustavy rovnic, pokrač.)

2 Pro zadané vektory

(
2
3

) (
6
1

)
(

2
6

)

hledáme
”
natažeńı“ červených vektor̊u tak, aby modrý vektor

byl úhlop̌ŕıčkou čty̌rúhelńıka:

Pozor: výše uvedený obrázek je
”
slogan“! Pracujeme totiž

v (Z7)2.
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Základńı vlastnosti R a definice tělesa
Lineárńı prostor nad obecným tělesem

Lineárńı kombinace

Zobecněńı p̌redchoźıho (zat́ım jen slogan)

Hledáme-li pro pevný seznam (a1, . . . , as) a pevný vektor b v Fr

reálné koeficienty x1, . . . , xs tak, aby platila rovnost

x1 · a1 + . . . + xs · as = b

pak lze na tuto úlohu pohĺıžet dvěma způsoby:

1 Řeš́ıme soustavu r lineárńıch rovnic o s neznámých.

2 Hledáme
”
natažeńı“ vektor̊u a1, . . . , as pomoćı skalár̊u x1,

. . . , xs tak, aby vektor b tvǒril úhlop̌ŕıčku rovnoběžnostěnu.

Př́ı̌st́ı p̌rednášky: druhý pohled na tuto úlohu nám dovoĺı
vybudovat elegantńı metodu řešeńı (Gaussovu eliminaci).
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Lineárńı obal a lineárńı podprostor

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 1.5 a 1.6 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Minulá p̌rednáška

1 Definice lineárńıho prostoru (nad obecným tělesem).

2 Lineárńı kombinace.

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı obal množiny vektor̊u.

2 Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Připomenut́ı

V lineárńım prostoru můžeme zjednodušovat zápisy:

1 Ṕı̌seme: −~x ḿısto (−1) · ~x . Jde o opačný vektor k vektoru ~x
(dokázáno minule).

2 Ṕı̌seme: ~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn−1 + ~xn ḿısto
(. . . (~x1 + ~x2) + · · ·+ ~xn−1) + ~xn. Důvod: asociativita sč́ıtáńı
vektor̊u.

Lineárńı kombinace seznamu (~x1, . . . , ~xn) s koeficienty a1, . . . , an

z tělesa F je vektor
n∑

i=1

ai · ~xi .

Lineárńı kombinace prázdného seznamu () je nulový vektor.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Konečné a nekonečné množiny

Připomenut́ı:a množina p̌rirozených č́ısel N = {0, 1, 2, . . . }.
1 Množina M je konečná, když má p̌resně n prvk̊u, kde n je

nějaké p̌rirozené č́ıslo.

To znamená: M je konečná, když bud’

M = ∅ (množina M má 0 prvk̊u),

nebo

M = {x1, . . . , xn}, kde n ≥ 1 je p̌rirozené č́ıslo (v tom p̌ŕıpadě
má množina M n prvk̊u).

2 Množina M je nekonečná, když neńı konečná.

Nap̌ŕıklad N, Q, R, C jsou nekonečné množiny. Množina R[x ]
je nekonečná.

aDůležité: v této p̌rednášce nula je p̌rirozené č́ıslo.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Definice (lineárńı obal množiny vektor̊u)

At’ M je jakákoli množina vektor̊u lineárńıho prostoru L. Lineárńı
obal množiny vektor̊u M je množina span(M), definovaná takto:

~x ∈ span(M) právě tehdy, kdyža ~x =
n∑

i=1

ai · ~xi

pro nějaké n ≥ 0, nějaká a1, . . . , an ∈ F a nějaká ~x1, . . . , ~xn ∈ M.

aPozor: prázdná lineárńı kombinace je rovna vektoru ~o.

Ujasněńı si definice span(M)

~x ∈ span(M) právě tehdy, když existuje nějaký seznam S vektor̊u
z množiny M tak, že ~x je roven nějaké lineárńı kombinaci seznamu
S .
To jest: span(M) je množina všech možných lineárńıch kombinaćı,
které lze z M utvǒrit.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Př́ıklady (viz minulé p̌rednášky)

1 Pro a1

v R2 je span({a1}) p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem se směrem
(a1).

2 Pro

a1

a2

v R3 je span({a1, a2}) rovina procházej́ıćı počátkem se
směrem (a1, a2).

Pozor: pro a1a2

v R3, lineárńı obal span({a1, a2}) neńı rovina! Jde opět
o p̌ŕımku. Jak poznat o co jde? Uvid́ıme p̌ŕı̌stě.a

aToto téma se zove lineárńı závislost a lineárńı nezávislost.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Uzávěrové vlastnosti lineárńıho obalu

1 Je-li M ⊆ N, potom span(M) ⊆ span(N).

2 Pro vš. M plat́ı: M ⊆ span(M).

3 Pro vš. M plat́ı: span(span(M)) ⊆ span(M).

Důkaz.

Přednáška.

Vysvětleńı uzávěrových vlastnost́ı (slogan)

Lineárńımi kombinacemi tvǒŕıme
”
rovné kusy“ lineárńıho prostoru

(viz minulou p̌rednášku).

Množina span(M) je tedy
”
zabaleńı“ množiny M tak, aby

výsledkem byl
”
co nejmenš́ı rovný kus“, který obsahuje M.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Definice (lineárńı podprostor)

At’ W je podmnožina lineárńıho prostoru L. Řekneme, že W je
lineárńı podprostor lineárńıho prostoru L, když plat́ı span(W ) ⊆W .

Slogan pro lineárńı podprostor

Podprostor je
”
dobrá“ podmnožina prostoru. Žádnou lineárńı

kombinaćı nelze z lineárńıho podprostoru
”
utéct“.

Tvrzeńı

1 span(M) je vždy lineárńı podprostor. Jde o nejmenš́ı
podprostor, který obsahuje množinu M.

2 Množina M je lineárńı podprostor právě tehdy, když
span(M) = M.

Důkaz.

Přednáška.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Tvrzeńı

At’ L je lineárńı prostor. Podmnožina W ⊆ L je lineárńım
podprostorem prostoru L právě tehdy, když plat́ı:

1 ~o je prvkem W (uzav̌renost W na nulový vektor).

2 ~x + ~y je prvkem W , pro každé ~x , ~y ∈W (uzav̌renost W na
součet vektor̊u).

3 a · ~x je prvkem W , pro každé a ∈ F a každé ~x ∈W
(uzav̌renost W na skalárńı násobek).

Důkaz.

Přednáška.

Daľśı slogan pro lineárńı podprostor

Lineárńı podprostor vždy obsahuje nulový vektor a
”
vydrž́ı“

operace součtu a skalárńıho násobku.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Důležité

At’ W je lineárńı podprostor lineárńıho prostoru L. Potom množina
W sama o sobě je lineárńım prostorem, pokud sč́ıtáńı vektor̊u ve
W a násobeńı vektoru skalárem ve W definujeme stejně jako
v prostoru L.

Obrácené tvrzeńı ale neplat́ı: nap̌ŕıklad W = {
(
x
1

)
| x ∈ R} neńı

lineárńım podprostorem R2. Ale množina W spolu s operacemi(
x
1

)
⊕
(
x ′

1

)
=

(
x + x ′

1

)
a�

(
x
1

)
=

(
a · x

1

)
tvǒŕı lineárńı prostor nad R.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Př́ıklady

1 Každý lineárńı prostor je sám svým podprostorem.

2 Množina {~o} je vždy lineárńım podprostorem.a

3 R3 je lineárńı prostor (operace jsou definovány po složkách).

1 W1 = {

x
y
z

 ∈ R3 | z = 0} je lineárńım podprostorem R3.

2 W2 = {

x
y
z

 ∈ R3 | z = 1} neńı lineárńım podprostorem R3.

Pozor! Na množině W2 lze definovat strukturu lineárńıho
prostoru (cvičeńı).

aTomuto podprostoru ř́ıkáme triviálńı podprostor.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Př́ıklady (pokrač.)

4 Označme jako R≤3[x ] množinu všech reálných polynomů
stupně maximálně 3 a jako R≤136[x ] množinu všech reálných
polynomů stupně maximálně 136.
Potom R≤3[x ] je lineárńı podprostor lineárńıho prostoru
R≤136[x ].

Obecněji: At’ F je těleso. Označme jako F≤n[x ] množinu všech
polynomů nad F stupně maximálně n, n ≥ 0.
Jakmile n ≤ m, je F≤n[x ] lineárńı podprostor lineárńıho
prostoru F≤m[x ].

5 Pro každé n ≥ 0 je F≤n[x ] lineárńı podprostor lineárńıho
prostoru F[x ].
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Vlastnosti lineárńıch podprostor̊u

At’ L je lineárńı prostor.

1 Pr̊unik libovolného systému {Wi | i ∈ I} podprostor̊u prostoru
L je lineárńım podprostorem prostoru L.

2 Sjednoceńı systému {Wi | i ∈ I} lineárńıch podprostor̊u
prostoru L obecně lineárńım podprostorem prostoru L neńı.

Důkaz.

Přednáška.

Definice (spojeńı lineárńıch podprostor̊u)

At’ {Wi | i ∈ I} je systém lineárńıch podprostor̊u prostoru L.
Lineárńımu podprostoru span(

⋃
i∈I Wi ) prostoru L ř́ıkáme spojeńı

podprostor̊u Wi , i ∈ I , a znač́ıme jeja∨
i∈I

Wi

aV p̌ŕıpadě dvou podprostor̊u použ́ıváme i značeńı W1 ∨W2.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru

Klasifikace lineárńıch podprostor̊u prostoru R3

Všechny podprostory R3 jsou bud’

1 Jednoprvková množina obsahuj́ıćı pouze počátek.

nebo

2 Každá p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem.

nebo

3 Každá rovina procházej́ıćı počátkem.

nebo

4 Celá množina R3.

Důkaz.

V každém z uvedených bodů je lineárńı podprostor prostoru R3.
To, že žádné jiné lineárńı podprostory prostoru R3 neexistuj́ı,
ukážeme později.a

aBudeme k tomu poťrebovat pojem dimense.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Lineárńı závislost a nezávislost

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 3.1 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Minulé p̌rednášky

1 Lineárńı kombinace.

2 Definice lineárńıho obalu.

3 Definice lineárńıho podprostoru.

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı závislost/nezávislost seznamu a množiny vektor̊u
v lineárńım prostoru.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Připomenut́ı

1 Pro

a1

a2

v R3 je span({a1, a2}) rovina procházej́ıćı počátkem se
směrem (a1, a2).

2 Pro a1a2

v R3, lineárńı obal span({a1, a2}) rovina neńı.

V množině {a1, a2} je (nap̌ŕıklad) vektor a2 ”
zbytečný

vzhledem k tvorbě lineárńıch kombinaćı“.a

Plat́ı totiž span({a1, a2}) = span({a1}).

aZa chv́ıli budeme ř́ıkat, že množina {a1, a2} je lineárně závislá.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Definice

Lineárńı kombinace a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn je triviálńı, pokud
a1 = a2 = · · · = an = 0.
V opačném p̌ŕıpadě je lineárńı kombinace a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn
netriviálńı.

Poznámky

1 Triviálńı lineárńı kombinace je vždy rovna nulovému vektoru:
rovnost 0 · ~x1 + · · ·+ 0 · ~xn = ~o plat́ı, protože 0 · ~x = ~o, pro
jakýkoli vektor ~x (dokázáno minule).

2 I netriviálńı lineárńı kombinace může být rovna nulovému
vektoru: nap̌ŕıklad ~x − ~x = ~o, pro jakýkoli vektor ~x .

3 Lineárńı kombinaci, která dává nulový vektor, také ř́ıkáme
nulová kombinace.a

aPozor: triviálńı kombinace je vždy nulová. Nulová kombinace nemuśı být
triviálńı.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Definice (lineárńı nezávislost seznamu vektor̊u)

Řekneme, že seznam S vektor̊u je lineárně nezávislý, pokud plat́ı
jedna z podḿınek:

1 Seznam S je prázdný.

2 Seznam S je tvaru (~x1, . . . , ~xn) a plat́ı: kdykoli
a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn = ~o, pak a1 = a2 = · · · = an = 0.

Řekneme, že seznam S je lineárně závislý, pokud neńı lineárně
nezávislý.

Př́ıklady

1 Prázdný seznam () je vždy lineárně nezávislý.

2 Seznam (~o) je vždy lineárně závislý.

3 Seznam, ve kterém se opakuje vektor, je vždy lineárně závislý.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Př́ıklad

Nulová lineárńı kombinace x1 · a1 + . . . xs · as = o v Fr , kde

a1 =


a11
a21

...
ar1

 , . . . , as =


a1s
a2s

...
ars


kóduje soustavu r lineárńıch rovnic

x1a11 + x2a12 + · · ·+ xsa1s = 0

x1a21 + x2a22 + · · ·+ xsa2s = 0
...

x1ar1 + x2ar2 + · · ·+ xsars = 0

o s neznámých nad F.
Seznam (a1, . . . , as) je lineárně nezávislý právě tehdy, když tato
soustava má pouze triviálńı řešeńı x1 = x2 = · · · = xs = 0.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Definice (lineárńı nezávislost množiny vektor̊u)

At’ M je množina vektor̊u v lineárńım prostoru L. Řekneme, že M
je lineárně nezávislá, pokud plat́ı jedna z následuj́ıćıch podḿınek:

1 Množina M je prázdná.

2 M = {~x1, . . . , ~xn} je neprázdná konečná množina a nav́ıc plat́ı:
kdykoli a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn = ~o, pak a1 = a2 = · · · = an = 0.

3 M je nekonečná množina a každá jej́ı konečná podmnožina je
lineárně nezávislá.

Řekneme, že množina M je lineárně závislá, pokud neńı lineárně
nezávislá.

Praktický test lineárńı nezávislosti neprázdné množiny M

Muśı platit následuj́ıćı implikace:

At’ a1 · ~x1 + · · ·+ an · ~xn = ~o, kde n > 0 je p̌rirozené č́ıslo,
vektory ~x1, . . . , ~xn jsou z M a skaláry a1, . . . , an jsou z F.
Potom a1 = a2 = · · · = an = 0.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Př́ıklady

1 {~o} je lineárně závislá množina v jakémkoli lineárńım prostoru
L.

Obecněji: at’ ~o ∈ M, potom M je lineárně závislá množina.

2 Množina {

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

} je lineárně nezávislá množina

v R3.

Obecněji: definujte pro i = 1, . . . , n, vektor ei ∈ Rn jako n-tici
maj́ıćı na i-té posici 1 a všude jinde 0. Potom {e1, . . . , en} je
lineárně nezávislá množina v Rn.

3 Nekonečná množina {1, x , x2, x3, . . . } je lineárně nezávislá
množina v prostoru polynomů R[x ].
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Př́ıklady (pokrač.)

4 Množina {

 1
−7
3

 ,

−1
2
1

 ,

 1
8
−9

} je lineárně závislá

množina v R3.

Důvod:

2 ·

 1
−7
3

 + 3 ·

−1
2
1

 + 1 ·

 1
8
−9

 =

0
0
0


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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Tvrzeńı

At’ M je lineárně nezávislá množina vektor̊u v lineárńım prostoru L.
Jakmile N ⊆ M, je i N lineárně nezávislá množina vektor̊u.

Důkaz.

Přednáška.

Slogan

Ubereme-li z lineárně nezávislé množiny vektor̊u nějaké vektory, je
výsledná množina opět lineárně nezávislá.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Tvrzeńı

At’ M je lineárně závislá množina vektor̊u v lineárńım prostoru L.
Jakmile N je množina vektor̊u z L a plat́ı M ⊆ N, je i N lineárně
závislá množina vektor̊u.

Důkaz.

Přednáška.

Slogan

Přidáme-li do lineárně závislé množiny vektor̊u nějaké vektory, je
výsledná množina opět lineárně závislá.
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Věta (charakterisace lineárně nezávislých množin)

Pro množinu M vektor̊u z lineárńıho prostoru L jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

1 Množina M je lineárně nezávislá.

2 Pro každý vektor ~x 6∈ span(M) je množina M ∪ {~x} lineárně
nezávislá.

Důkaz.

Přednáška.

Ilustračńı obrázek ~x

span(M)
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Triviálńı a nulové lineárńı kombinace
Lineárńı závislost a nezávislost

Věta (charakterisace lineárně závislých množin)

Pro množinu M vektor̊u z lineárńıho prostoru L jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

1 Množina M je lineárně závislá.

2 Existuje ~v ∈ M tak, že span(M \ {~v}) = span(M).

Důkaz.

Přednáška.

Ilustračńı obrázek

span(M)
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Báze a dimense

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 3.1–3.3 a 3.6
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Minulé p̌rednášky

1 Lineárńı kombinace, lineárńı závislost/nezávislost.

2 Lineárńı obal seznamu/množiny vektor̊u.

Dnešńı p̌rednáška

1 Báze lineárńıho (pod)prostoru.

Intuitivńı význam: báze je výběr systému soǔradnicových os.

2 Dimense lineárńıho (pod)prostroru.

Intuitivńı význam: dimense je počet soǔradnicových os.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Připomenut́ı

Množina M je konečná, pokud bud’ M = ∅ nebo M = {x1, . . . , xn}
pro nějaké p̌rirozené č́ıslo n ≥ 1. Množina M je nekonečná, když
neńı konečná.

Definice (množina generátor̊u)

At’ W je lineárńı podprostor prostoru L. Řekneme, že množina G
generuje W , když plat́ı span(G ) = W . (Ř́ıkáme také: G je
množina generátor̊u podprostoru W .)

Definice (konečně generovaný podprostor)

Řekneme, že lineárńı podprostor W prostoru L je konečně
generovaný, když existuje konečná množina jeho generátor̊u. (To
jest, když plat́ı span(G ) = W pro nějakou konečnou množinu G .)
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Př́ıklady

1 Pro každý prostor L plat́ı: L je množina generátor̊u prostoru L.

Množina generátor̊u L prostoru L obecně neńı konečná a je
vždy lineárně závislá (nap̌ŕıklad: R2 je nekonečná lineárně
závislá množina generátor̊u prostoru R2).

2 Jak ∅, tak {~o} jsou konečné množiny generátor̊u triviálńıho
prostoru {~o}. Důvody: span(∅) = {~o} (minulé p̌rednášky) a
span({~o}) = {~o}.
Všimněme si:

1 ∅ je lineárně nezávislá množina generátor̊u prostoru {~o}.
2 {~o} je lineárně závislá množina generátor̊u prostoru {~o}.

3 Konečná množina G = {
(
−1
−1

)
,

(
1
1

)
} generuje

”
osu prvńıho

a ťret́ıho kvadrantu“ prostoru R2. Množina G je lineárně
závislá.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Definice (báze)

Lineárně nezávislé množině B, která generuje prostor L, ř́ıkáme
báze prostoru L. Je-li B konečná, pak seznamu prvk̊u B ř́ıkáme
uspǒrádaná báze.

Slogan pro bázi

Báze prostoru je
”
nejúsporněǰśı“ množina generátor̊u.

Př́ıklady

1 ∅ je báze triviálńıho prostoru {~o}.

2 Každá z množin {
(

1
2

)
,

(
3
−4

)
}, {

(
1
0

)
,

(
0
1

)
} tvǒŕı bázi

prostoru R2.

3 Množina {1, x , x2, x3, . . . } tvǒŕı bázi prostoru R[x ] všech
reálných polynomů.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Př́ıklad (kanonická báze prostoru Fn, n ≥ 1)

At’ F je jakékoli těleso. Označme jako Kn = (e1, . . . , en) následuj́ıćı
seznam vektor̊u v Fn, n ≥ 1:

ei má jedničku na i-té posici, všude jinde nuly.

Potom Kn je uspǒrádaná báze prostoru Fn.
Této uspǒrádané bázi Kn ř́ıkáme kanonická báze prostoru Fn.
(Také: standardńı báze.)
Př́ıklad: kanonická báze K3 v R3.

e1

e3

e2
e1 =

1
0
0

 e2 =

0
1
0

 e3 =

0
0
1


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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Př́ıklad: Fourierova báze pro n = 4 (varianta této báze je
použ́ıvána v JPEG)

Pro w = e
2πi
4 = i , je seznam (~f0, ~f1, ~f2, ~f3), kde

~f0 =


w0

w0

w0

w0

 =


1
1
1
1

 , ~f1 =


w0

w1

w2

w3

 =


1
i
−1
−i



~f2 =


w0

w2

w4

w6

 =


1
−1
1
−1

 , ~f3 =


w0

w3

w6

w9

 =


1
−i
−1
i


uspǒrádaná báze lineárńıho prostoru C4 nad tělesem C.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Tvrzeńı (Existence báze pro konečně generované prostory)

Každý konečně generovaný prostor L má konečnou bázi.
Nav́ıc: všechny možné báze prostoru L maj́ı stejný počet prvk̊u.

Myšlenka d̊ukazu

Prvńı tvrzeńı: v́ıme, že span(G ) = L, kde G je konečná. Lze
postupovat dvěma způsoby:

(I)
”
Přidávat“ do prázdné množiny

”
důležité“ vektory z G .

(II)
”
Ub́ırat“ z G

”
zbytečné“ vektory.

Detaily: p̌rednáška.

Druhé tvrzeńı: Exchange Lemma (viz skripta, Lemma 3.2.10 a
cvičeńı).
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Definice (prostor konečné dimense)

Lineárńı prostor L má dimensi n (znač́ıme: dim(L) = n), když
existuje báze B prostoru L, která má n prvk̊u,a kde n je p̌rirozené
č́ıslo.

aA tud́ıž, podle p̌redchoźıho, všechny báze prostoru L maj́ı n prvk̊u.

Př́ıklady

1 Plat́ı: dim(Rn) = n, n ≥ 0.

2 Obecněji: pro jakékoli těleso F plat́ı dim(Fn) = n, n ≥ 0.

3 Plat́ı: dim({~o}) = 0.

4 Prostor R[x ] všech reálných polynomů nemá konečnou
dimensi.

5 Podprostor R≤3[x ] (polynomy stupně nejvýše 3) prostoru R[x ]
má dimensi 4. Uspǒrádaná báze je nap̌r. (x3, x2, x , 1).
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Poznámka
At’ dim(L) = n a at’ M je podmnožina L, která má m prvk̊u.

1 Je-li M lineárně nezávislá, pak m ≤ n.

2 At’ m = n. M je lineárně nezávislá právě tehdy, když plat́ı
span(M) = L.

Důsledek (klasifikace lineárńıch podprostor̊u R3)
Lineárńı podprostory prostoru R3 jsou p̌resně tvaru span(M), kde
M (zamě̌reńı podprostoru) je lineárně nezávislá podmnožina R3:

1 Počátek {~o} (když M má nula prvk̊u).
2 Př́ımky procházej́ıćı počátkem (když M má jeden prvek).
3 Roviny procházej́ıćı počátkem (když M má dva prvky).
4 Celé R3 (když M má ťri prvky).

Zobecněńı: klasifikacea lineárńıch podprostor̊u prostoru Rn

(dokonce na lineárńı podprostory prostoru Fn).

aTo je náročněǰśı na p̌redstavu, ale geometrický význam je podobný jako pro
lineárńı podprostory prostoru R3.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Připomenut́ı (Téma 2A)

Podprostoru span(W1 ∪W2) ř́ıkáme spojeńı podprostor̊u W1 a W2.
Značeńı: W1 ∨W2.

Věta (rovnost dvou lineárńıch podprostor̊u)

At’ W1, W2 jsou lineárńı podprostory prostoru L konečné dimense.
Potom W1 = W2 právě tehdy, když plat́ı rovnost
dim(W1) = dim(W2) = dim(W1 ∨W2).a

aDůkaz: domáćı cvičeńı. Postupujte následovně:

1 At’ W1 = W2. Potom W1 ∨W2 = W1. Tud́ıž plat́ı rovnost
dim(W1) = dim(W2) = dim(W1 ∨W2).

2 At’ dim(W1) = dim(W2) = dim(W1 ∨W2). Protože W1 ⊆W1 ∨W2 a oba
podprostory maj́ı stejnou dimensi, plat́ı W1 = W1 ∨W2.
Rovnost W2 = W1 ∨W2 se dokáže analogicky.
Celkově: W1 = W1 ∨W2 = W2, hotovo.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Důsledek (d̊uležitý pro Frobeniovu větu, téma 6A)

At’ W je lineárńı podprostor prostoru L konečné dimense. Pro
vektor ~v jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:a

1 ~v ∈W

2 dim(W ) = dim(W ∨ span(~v))

aDůkaz: domáćı cvičeńı. Postupujte následovně:

1 Dokažte: ~v ∈W iff span(~v) ⊆W iff W = W ∨ span(~v).

2 Použijte větu z p̌redchoźı stránky: W = W ∨ span(~v) iff
dim(W ) = dim(W ∨ span(~v)) = dim(W ∨ (W ∨ span(~v))︸ ︷︷ ︸

=W∨span(~v)

).

Měl by pomoci obrázek situace, kdy ~v /∈W :

~v

W
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Připomenut́ı (princip inkluse a exkluse)

At’ A a B jsou konečné množiny.

A ∩ B

A B

Označ́ıme-li počet prvk̊u množin A, B, A ∩ B a A ∪ B jako
card(A), card(B), card(A∩B) a card(A∪B), potom plat́ı rovnost

card(A ∪ B) + card(A ∩ B) = card(A) + card(B)
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Věta (o dimensi spojeńı a pr̊uniku)

At’ je L lineárńı prostor konečné dimense. Potom, pro libovolné
lineárńı podprostory W1, W2, plat́ı rovnost
dim(W1 ∨W2) + dim(W1 ∩W2) = dim(W1) + dim(W2).

Důkaz.

Přednáška.

Slogan pro větu o dimensi spojeńı a pr̊uniku

Jde o
”
princip inkluse a exkluse“ pro lineárńı prostory konečné

dimense. Dimense hraje roli počtu prvk̊u.a

aZnovu upozorňujeme: slogan je reklamńı heslo, nikoli skutečnost.
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Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Věta (za p̌redpokladu (AC))

Každý lineárńı prostor L má bázi.

Důkaz.

Náročný: nebudeme dokazovat.

Poznámka

Předpoklad (AC). Zkratka (AC) znamená Axiom of Choice, česky:
axiom výběru.
Jedná se o tvrzeńı: kartézský součin libovolného systému
neprázdných množin je neprázdná množina.a

Tvrzeńı (AC) je nezávislé na základńıch axiomech teorie množin.
Srovnejte s axiomem o rovnoběžkách z geometrie.

aVe skriptech je použita ekvivalentńı formulace (AC), tzv. Zornovo Lemma.
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http://math.feld.cvut.cz/velebil/akla.html


Generuj́ıćı množiny a báze
Dimense

Báze obecných prostor̊u

Pozor: stejný prostor nad r̊uznými tělesy má r̊uzné vlastnosti

1 Množina C všech komplexńıch č́ısel je
1 lineárńı prostor dimense 1 nad tělesem C,
2 lineárńı prostor dimense 2 nad tělesem R.

2 Množina R všech reálných č́ısel je
1 lineárńı prostor dimense 1 nad tělesem R,
2 lineárńı prostor nekonečné dimense nad tělesem Q.a

aNepovinné: takzvaná Hamelova báze reálných č́ısel, viz Př́ıklad 3.6.5 skript.

Důsledek: měli bychom vždy psát, nad jakým tělesem
o lineárńım prostoru mluv́ıme!
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi a
komutativńı diagramy

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 3.1–3.3 a 2.2
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Minulá p̌rednáška

1 Báze lineárńıho (pod)prostoru.

Intuitivńı význam: báze je výběr systému soǔradnicových os.

2 Dimense lineárńıho (pod)prostroru.

Intuitivńı význam: dimense je počet soǔradnicových os.

Dnešńı p̌rednáška

1 Soǔradnice vektoru vzhledem k uspǒrádané bázi.

Intuitivńı význam: soǔradnice vektoru udávaj́ı
”
úseky“ vektoru

na jednotlivých soǔradnicových osách.

2 Ukážeme velmi užitečný pohled na zobrazeńı (funkce):
kalkulus komutativńıch diagramů.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Věta (existence soǔradnic vzhledem k uspǒrádané bázi)

At’ seznam B = (~b1, . . . , ~bn) tvǒŕı bázi lineárńıho prostoru L. Pro
každý vektor ~x v L existuje jediný seznam (a1, . . . , an) prvk̊u F tak,
že ~x = a1 · ~b1 + · · ·+ an · ~bn.

Důkaz.

Přednáška.

Definice (soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi)

Seznamu (a1, . . . , an) z p̌redchoźı věty ř́ıkáme soǔradnice vektoru ~x
vzhledem k uspǒrádané bázi B = (~b1, . . . , ~bn). Značeńı:a

coordB(~x) =

a1
...
an

.

aTj, soǔradnice vektoru ~x chápeme jako daľśı vektor: vektor soǔradnic v Fn.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Př́ıklad (soǔradnice stejného vektoru k r̊uzným báźım)

Seznamy K2 = (

(
1
0

)
,

(
0
1

)
), B = (

(
2
1

)
,

(
2
2

)
) jsou uspǒrádané

báze prostoru R2. (Seznam K2 je kanonická báze prostoru R2.)

coordK2

(
2
3

)
=

(
2
3

)
coordB

(
2
3

)
=

(
−1
2

)
(

2
3

)
= 2 ·

(
1
0

)
+ 3 ·

(
0
1

) (
2
3

)
= −1 ·

(
2
1

)
+ 2 ·

(
2
2

)
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Důležitá vlastnost kanonické báze

Připomenut́ı: prostor Fn nad F má kanonickou bázi
Kn = (e1, . . . , en), kde

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
0
...
1



At’ x =

x1
...
xn

 je vektor v Fn. Potom coordKn(x) =

x1
...
xn

.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Př́ıklad (soǔradnice stejného vektoru k r̊uzným báźım)

Seznamy
B1 = (1, x , x2) B2 = (x2, x , 1)

jsou uspǒrádané báze lineárńıho prostoru R≤2[x ] reálných
polynomů stupně nejvýše 2.

Plat́ı:

coordB1(3x2−2x+4) =

 4
−2
3

 coordB2(3x2−2x+4) =

 3
−2
4



3x2−2x+4 = 4·1+(−2)·x+3·x2, 3x2−2x+4 = 3·x2+(−2)·x+4·1
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Tvrzeńı (linearita výpočtu soǔradnic)

At’ B je (jakákoli) konečná uspǒrádaná báze lineárńıho prostoru L.
Potom pro zobrazeńı ~x 7→ coordB(~x) plat́ı:a

1 coordB(~x + ~y) = coordB(~x) + coordB(~y).

2 coordB(a · ~x) = a · coordB(~x).

aTyto dvě vlastnosti jsou velmi důležité. Př́ı̌stě je budeme studovat
abstraktně (vedou k pojmu lineárńıho zobrazeńı).

Důkaz.

Přednáška.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Důsledek: d̊uležitá vlastnost každé uspǒrádané báze

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je jakákoli uspǒrádaná báze prostoru L.
Potom plat́ı:

coordB(~b1) =


1
0
...
0

 , coordB(~b2) =


0
1
...
0

 , . . . , coordB(~bn) =


0
0
...
1


Obecně plat́ı:

coordB(
n∑

i=1

ai · ~bi ) =
n∑

i=1

ai · coordB(~bi ) =


a1
a2
...
an


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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Několik p̌ripomenut́ı

1 Zadat zobrazeńı (také: funkci) f : X → Y znamená: pro každé
x ∈ X zadat právě jedno y ∈ Y . Toto y znač́ıme f (x)
(funkčńı hodnota v x).
Ṕı̌semea i x 7→ f (x), f : x 7→ f (x).

2 Pro zobrazeńı f : X → Y , g : Y → Z znač́ıme g · f : X → Z
složené zobrazeńı x 7→ g(f (x)).

aDůležité je rozlǐsovat: šipka f : X → Y versus šipka s patkou x 7→ f (x).

Poznámky

Slova funkce a zobrazeńı znamenaj́ı totéž.

Skládáńı zobrazeńı znač́ıme stejně jako násobeńı (tj. tečkou).
Uvid́ıme později, že skládáńı zobrazeńı skutečně je jistý druh
násobeńı.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Několik p̌ripomenut́ı (pokrač.)

3 Přesná definice zobrazeńı f : A→ B zńı:

Zobrazeńı f : A→ B je podmnožina A× B taková, že pro
všechna a ∈ A existuje právě jedno b ∈ B tak, že (a, b) ∈ f .

Potom lze dokázat:
1 Pro libovolnou množinu B existuje právě jedno zobrazeńı

f : ∅ → B.
2 Pro libovolnou množinu A existuje právě jedno zobrazeńı

f : A→ {b}.
3 Je-li A neprázdná množina, pak neexistuje zobrazeńı f : A→ ∅.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Několik p̌ripomenut́ı (pokrač.)

4 Komutativńı trojúhelńık:

X
f //

h ��

Y

g
��

Z

znamená h = g · f , tj. h(x) = g(f (x)) pro všechna x ∈ X .

5 Komutativńı čtverec:

A
f //

g
��

B

h
��

X
k
// Y

znamená h · f = k · g , tj. h(f (x)) = k(g(x)) pro všechna
x ∈ A.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Několik p̌ripomenut́ı (pokrač.)

6

”
Slepováńı“ komutativńıch diagramů:a

jestliže

A
f //

a
��

B

b
��

X x
// Y

a

B
g
//

b
��

C

c
��

Y y
// Z

jsou komutativńı,

pak je i

A
f //

a
��

B

b
��

g
// C

c
��

��

g ·f

X x
// Y y

// ZOO

y ·x

komutativńı.

aDůležité: projděte si podrobně Př́ıklady 2.2.1–2.2.3 skript.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Několik p̌ripomenut́ı (pokrač.)

7

”
Trháńı“ komutativńıch diagramů:a

Jestliže je

A
f //

a
��

B

b
��

g
// C

c
��

��

g ·f

X x
// Y y

// ZOO

y ·x

komutativńı,

pak ani

A
f //

a
��

B

b
��

X x
// Y

ani

B
g
//

b
��

C

c
��

Y y
// Z

komutativńı být nemuśı.

aDůležité: projděte si podrobně Př́ıklady 2.2.1–2.2.3 skript.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Několik p̌ripomenut́ı (pokrač.)

8 Zobrazeńı f : X → Y je prosté (také: injektivńı nebo injekce),
když z rovnosti f (x1) = f (x2) plyne x1 = x2.

9 Zobrazeńı f : X → Y je na (také: surjektivńı nebo surjekce),
když pro každé y ∈ Y existuje x tak, že f (x) = y .

10 Zobrazeńı f : X → Y je bijekce (také: vzájemně jednoznačné),
když f je injekce a surjekce současně.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Známá fakta

1 Identita na X , tj. idX : X → X , kde idX : x 7→ x , je bijekce.

2 Plat́ı h · (g · f ) = (h · g) · f a idY · f = f = f · idX , kdykoli je
skládáńı definováno.

3 Složeńı injekćı je injekce, složeńı surjekćı je surjekce, složeńı
bijekćı je bijekce.

4 f : X → Y je bijekce právě tehdy, když existuje jednoznačně
určenéa g : Y → X tak, že g · f = idX a f · g = idY .

aTomuto jednoznačně určenému zobrazeńı se ř́ıká inverse zobrazeńı f a znač́ı
se také f −1.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Lineárńı zobrazeńı

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 2.1, 2.2 a 4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Minulé p̌rednášky

1 Báze lineárńıho prostoru a soǔradnice vektoru vzhledem ke
konečné uspǒrádané bázi.

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı zobrazeńı f : L1 −→ L2 zobecňuje zobrazeńı
~x 7→ coordB(~x), dané konečnou uspǒrádanou báźı B.

2 Zavedeme pojem matice lineárńıho zobrazeńı z Fs do Fr

(vzhledem ke kanonickým báźım).

Velmi d̊uležité p̌ripomenut́ı

Vektory z prostoru Fn ṕı̌seme jako sloupce.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Definice (lineárńı zobrazeńı)

At’ L1, L2 jsou lineárńı prostory nad F. Zobrazeńı f : L1 −→ L2, pro
které plat́ı f(~x + ~x ′) = f(~x) + f(~x ′) a f(a · ~x) = a · f(~x) pro vš. a
z F, pro vš. ~x , ~x ′ z L1, ř́ıkáme lineárńı zobrazeńı z L1 do L2.

Př́ıklady

1 At’ L má uspǒrádanou bázi B o n prvćıch. Zobrazeńı
coordB : L −→ Fn je lineárńı (minulá p̌rednáška).

2 Řada daľśıch. . .

Poznámka (princip superposice)

f : L1 −→ L2 je lineárńı právě tehdy, když plat́ı rovnost

f(
n∑

i=1

ai · ~xi ) =
n∑

i=1

ai · f(~xi )

pro vš. ai z F a vš. ~xi z L1.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 04A-2024: Lineárńı zobrazeńı 3/14



Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Tvrzeńı (základńı algebraické vlastnosti lineárńıch zobrazeńı)

1 Složeńı lineárńıch zobrazeńı je lineárńı. Identita je lineárńı
zobrazeńı.

2 Jsou-li f : L1 −→ L2 a g : L1 −→ L2 lineárńı zobrazeńı, pak i
zobrazeńı

1 f + g je lineárńı, kde (f + g)(~x) = f(~x) + g(~x).
2 a · f je lineárńı (a je skalár z F), kde (a · f)(~x) = a · f(~x).

Důkaz.

Přednáška.

Důsledek (lineárńı prostor lineárńıch zobrazeńı)

Pro pevné lineárńı prostory L1 a L2 nad F je množina všech
lineárńıch zobrazeńı z L1 do L2 lineárńı prostor nad F. Tento
prostor znač́ıme Lin(L1, L2).
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Věta (lineárńı zobrazeńı je určeno hodnotami na bázi)

At’ B je bázea lineárńıho prostoru L1, at’ L2 je libovolný lineárńı
prostor. Pak zadat

1 libovolné zobrazeńı h : B −→ L2,

je totéž jako zadat

2 lineárńı zobrazeńı f : L1 −→ L2.

aPřipomenut́ı (téma 3A): každý lineárńı prostor má bázi.

Důkaz.

Pro prostory konečné dimense: princip superposice.

Pro obecné prostory: ḿırně složitěǰśı.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Př́ıklad (popis libovolného lineárńıho zobrazeńı f : Fs −→ Fr)

Připomenut́ı: Ks = (e1, . . . , es) je kanonická báze prostoru Fs .
Zadat lineárńı zobrazeńı f : Fs −→ Fr znamená zadat seznam s
(ne nutně r̊uzných) hodnot

f(e1) = a1 =


a11
a21
a31

...
ar1

 , f(e2) = a2 =


a12
a22
a32

...
ar2

 , . . . , f(es) = as =


a1s
a2s
a3s

...
ars


v lineárńım prostoru Fr .
Tomuto seznamu ř́ıkáme matice (o r řádćıch a s sloupćıch).
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Definice (matice)

Matice A nad F o r řádćıch a s sloupćıch je tabulkaa
a11 a12 . . . a1s
a21 a22 . . . a2s

...
ar1 ar2 . . . ars


aBudeme také použ́ıvat položkový zápis A = (aij)i=1,...,r,j=1,...,s nebo

sloupcový zápis A = (a1, . . . , as).
Nebudeme použ́ıvat: matice typu r × s, rozměr̊u r × s, atd., p̌ŕıpadně ještě hořśı
značeńı n ×m. (Nebo m × n?)

Poznámka
Matici A = (a1, . . . , as) o r řádćıch a s sloupćıch budeme
ztotožňovat s lineárńım zobrazeńım

A : ej 7→ aj , j = 1, . . . , s

z prostoru Fs do prostoru Fr , a budeme psát A : Fs −→ Fr .
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Př́ıklad (matice základńıch lineárńıch transformaćı v R2)

Kanonická báze K2 = (e1, e2) v R2. Matice některých lineárńıch
zobrazeńı z R2 do R2 (vzhledem ke K2) jsou:

1 Projekce na osu x je ztotožněna s matićı Px =

(
1 0
0 0

)
.

(
1
0

) 7→ (
1
0

)
(

0
1

)
7→ (

0
0

)•
Analogicky: projekce na osu y je ztotožněna s matićı

Py =

(
0 0
0 1

)
.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Př́ıklad (matice základńıch lineárńıch transformaćı v R2,
pokrač.)

2 Rotace (o úhel α) je ztotožněna s matićı

Rα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

(
1
0

) 7→
(

cosα
sinα

) (
0
1

)
7→

(
− sinα
cosα

)

3 Změna mě̌ŕıtka (a 6= 0 a b 6= 0) je ztotožněna s matićı(
a 0
0 b

)
. Pro a = 1, b = −1 dostaneme reflexi:

(
1 0
0 −1

)
.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Př́ıklad (matice základńıch lineárńıch transformaćı v R2,
pokrač.)

4 Zkoseńıa (také: shear) je ztotožněno s matićı

Sa,b =

(
1 b
a 1

)
kde a, b ∈ R.

aSpeciálńı typy zkoseńı (nad obecným tělesem) budou hrát důležitou roli p̌ri
řešeńı soustav rovnic.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Co už nyńı v́ıme?

Nap̌ŕıklad diagram

R2 Rα // R2 Px // R2

znamená následuj́ıćı: nejprve otočte o úhel α, potom proved’te
projekci na osu x .

Značit se to muśı Px · Rα (jde o skládáńı lineárńıch zobrazeńı). Co
ale

”
násobeńı tabulek“ znamená? Odpověd’: jde o novou matici.

Jak novou matici naj́ıt?

ej 7→ j-tý sloupec matice Rα 7→ ???

1 Násobeńı (skládáńı) matic: p̌ŕı̌st́ı p̌rednáška (téma 4B).

2 Zbytek dnešńı p̌rednášky: jak obecná matice A : Fs −→ Fr

”
zacháźı“ s obecným vektorem z prostoru Fs?
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Tvrzeńı (výpočet hodnoty matice A v obecném vektoru x)

Pro matici A : Fs −→ Fr se sloupcovým zápisem (a1, . . . , as) a pro

vektor x =


x1
x2
...
xs

 plat́ı

A : x 7→
s∑

j=1

xj · aj

Důkaz.

Protože A : ej 7→ aj , tak A :
∑s

j=1 xj · ej 7→
∑s

j=1 xj · aj .

Značeńı (násobeńı matice vektorem)

Vektor
∑s

j=1 xj · aj znač́ıme A · x.
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Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Př́ıklad (rotace vektoru v R2)

Rotace (o úhel α):

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
. Potom součin

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(
x1
x2

)
= x1 ·

(
cosα
sinα

)
+ x2 ·

(
− sinα
cosα

)
=

(
x1 cosα− x2 sinα
x1 sinα + x2 cosα

)

dává výsledek otočeńı vektoru

(
x1
x2

)
o úhel α.

Nap̌ŕıklad pro α = π
4 :(√

2
2 −

√
2
2√

2
2

√
2
2

)
·
(
x1
x2

)
=

(
x1

√
2
2 − x2

√
2
2

x1
√
2
2 + x2

√
2
2

)
=

√
2

2
·
(
x1 − x2
x1 + x2

)

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 04A-2024: Lineárńı zobrazeńı 13/14



Lineárńı zobrazeńı
Lineárńı zobrazeńı z Fs do Fr

Poznámka (daľśı význam zápisu A · x = b)

Zápis A · x pro x v Fs , kóduje hodnotu lineárńıho zobrazeńı
A : Fs −→ Fr v bodě x.

Zvolme pevné b v Fr . Hledejme všechna x v Fs taková, že
A · x = b. Na tento problém se lze d́ıvat dvěma způsoby:

1 Hledáme vzor bodu b p̌ri lineárńım zobrazeńı A : Fs −→ Fr .

2 Řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic.
Počet sloupc̊u matice A je počet neznámých, počet řádk̊u
matice A je počet rovnic v soustavě.

Př́ıklad

(
1 0 −3 4
2 7 6 3

)
·


x1
x2
x3
x4

 =

(
24
8

)
je

x1 − 3x3 + 4x4 = 24
2x1 + 7x2 + 6x3 + 3x4 = 8
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Algebra matic

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 2.1, 2.2 a 4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Minulá p̌rednáška

1 Pojem lineárńıho zobrazeńı z Fs do Fr a jeho maticový zápis
(vzhledem ke kanonickým báźım).

Dnešńı p̌rednáška

1 Zavedeme základńı algebraické operace s maticemi.

2 V p̌ŕı̌st́ı p̌rednášce vše zobecńıme pro prostory konečných
dimenśı; zavedeme pojem matice lineárńıho zobrazeńı
(vzhledem k pevně zvoleným báźım).

Velmi d̊uležité p̌ripomenut́ı

Vektory z prostoru Fn ṕı̌seme jako sloupce.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Již v́ıme: Lin(Fs ,Fr ) je lineárńı prostor nad F.

Jak se operace v Lin(Fs ,Fr ) projev́ı na
”
manipulaci s tabulkami“?

Použijeme sloupcový zápis matic.

Pro A = (a1, . . . , as) a B = (b1, . . . ,bs) a skalár a z F je:

1 A + B : Fs −→ Fr matice se sloupcovým zápisem
(a1 + b1, . . . , as + bs). Zápis A + B čteme součet matic A a B.

2 a · A : Fs −→ Fr je matice se sloupcovým zápisem
(a · a1, . . . , a · as). Zápis a ·A čteme součin skaláru a a matice
A.

Nulový vektora v lineárńım prostoru Lin(Fs ,Fr ) je matice
Os,r = (o, . . . , o)︸ ︷︷ ︸

s-krát

, kde o je nulový vektor v Fr .

aŘ́ıkáme také: nulová matice.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Př́ıklad: výpočty v Lin(R3,R2)

1 Př́ıklad součtu:(
5 3 6
−1 0 7

)
+

(
2 5 −2
1 4 3

)
=

(
7 8 4
0 4 10

)
2 Př́ıklad skalárńıho násobku:

(−2) ·
(
−3 1 2
2 6 4

)
=

(
6 −2 −4
−4 −12 −8

)
3 Nulový vektor v v Lin(R3,R2) je:

O3,2 =

(
0 0 0
0 0 0

)
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Poznámky k součtu matic a ke skalárńımu násobku matic

Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobeńı skalárem jsou operace v lineárńım
prostoru Lin(Fs ,Fr ). Přirozená č́ısla s a r jsou pevná. Proto:

1 Sč́ıtat můžeme pouze matice stejných rozměr̊u. Pro matice
r̊uzných rozměr̊u neńı sč́ıtáńı definováno.

Sloupcový zápis součtu

(a1, . . . , as) + (b1, . . . ,bs) = (a1 + b1, . . . , as + bs)

dává okamžitě
”
položkový návod“: chcete-li seč́ıst dvě matice

stejných rozměr̊u, sečtěte položky na odpov́ıdaj́ıćıch posićıch.

2 Sloupcový zápis skalárńıho násobku

a · (a1, . . . , as) = (a · a1, . . . , a · as)

dává okamžitě
”
položkový návod“: chcete-li matici vynásobit

skalárem, vynásobte t́ımto skalárem každou položku matice.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Vlastnosti součtu matic a skalárńıho násobku matic

Protože Lin(Fs ,Fr ) je lineárńı prostor nad F, plat́ı:

1 A + Os,r = Os,r + A = A, pro vš. A z Lin(Fs ,Fr ).

2 A + B = B + A, pro vš. A, B z Lin(Fs ,Fr ).

3 A + (B + C) = (A + B) + C, pro vš. A, B, C z Lin(Fs ,Fr ).

4 Pro každé A z Lin(Fs ,Fr ) existuje právě jednoa B
z Lin(Fs ,Fr ) tak, že A + B = Os,r .

5 1 · A = A pro vš. A z Lin(Fs ,Fr ).

6 a · (b · A) = (a · b) · A pro vš. a, b z F a vš. A z Lin(Fs ,Fr ).

7 a · (A + B) = a · A + a · B pro vš. a z F a pro vš. A, B
z Lin(Fs ,Fr ).

8 (a + b) · A = a · A + b · A pro vš. a, b z F a pro vš. A
z Lin(Fs ,Fr ).

aTomuto jednoznačně určenému B ř́ıkáme opačná matice k matici A a
znač́ıme ji −A.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Připomenut́ı značeńı (téma 4A)

Matice A se sloupcovým zápisem A = (a1, . . . , as) je lineárńı
zobrazeńı z Fs do Fr , dané p̌redpisem

ej 7→ aj , j = 1, . . . , s

Princip superposice dává

s∑
j=1

xj · ej 7→
s∑

j=1

xj · aj

Pro x =
∑s

j=1 xj · ej znač́ıme
∑s

j=1 xj · aj jako A · x.

Proto
A : x 7→ A · x
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Definice (součin matic)

Pro situacia

Fs A // Fp B // Fr

ej
� // aj

� // B · aj

je B · A matice,b jej́ıž j-tý sloupec je B · aj , kde aj je j-tý sloupec
matice A. Ve sloupcovém zápisu tedy plat́ı
B · A = (B · a1, . . . ,B · as).

Matici B · A ř́ıkáme součin matic B a A.

aDiagram okamžitě dává rozměrovou zkoušku pro součin matic B · A: počet
řádk̊u matice A muśı být roven počtu sloupc̊u matice B. Jindy součin matic
nedefinujeme, protože by skládáńı nedávalo smysl.

bPoložkový zápis součinu B · A: pro A = (akj)k=1,...,p,j=1,...,s a
B = (bik)i=1,...,r,k=1,...,p je B · A matice s položkami (cij)i=1,...,r,j=1,...,s , kde

cij =

p∑
k=1

bik · akj
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Př́ıklad (matice složených lineárńıch transformaćı v R2)

Projekce na osu x :

(
1 0
0 0

)
, rotace (o úhel α):

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Součin matic(
1 0
0 0

)
·
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
=

(
cosα − sinα

0 0

)
je matice lineárńıho zobrazeńı

”
nejprve otočte o úhel α, potom

spočtěte projekci na osu x“.
Součin matic(

cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(

1 0
0 0

)
=

(
cosα 0
sinα 0

)
je matice lineárńıho zobrazeńı

”
nejprve spočtěte projekci na osu x ,

potom otočte o úhel α“.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Př́ıklad (reflexe podle osy, která sv́ırá úhel α s osou x)

Jde o složené zobrazeńı: nejďŕıve rotace o úhel −α, potom reflexe,
nakonec rotace o úhel α.(

cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(

1 0
0 −1

)
·
(

cos(−α) − sin(−α)
sin(−α) cos(−α)

)
=

(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)
Poznámka

Analogicky lze vytvǒrit matice základńıch lineárńıch transformaćı
v Rn, n ≥ 3. Aplikace: matematická analýza, fyzika, grafika.a

aDůležité: projděte si podrobně Př́ıklady 4.1.6 a 4.2.9 skript.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Vlastnosti operaćı s maticemi

1 Pro součin plat́ı asociativńı zákon C · (B · A) = (C · B) · A,
kdykoli jsou jednotlivé součiny definovány.

2 Obecně neplat́ı komutativńı zákon B · A = A · B (i když jsou
oba součiny definovány).

3 Pro každé n definujeme jednotkovou maticia En : Fn −→ Fn

takto: En = (e1, . . . , en), kde e1, . . . , en jsou vektory
kanonické báze Fn.

Potom pro každou matici A : Fs −→ Fr plat́ı:
Er · A = A = A · Es .

aMatice En je matićı identického lineárńıho zobrazeńı id : Fn −→ Fn.

Důkaz.

Okamžitě z vlastnost́ı lineárńıch zobrazeńı.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Př́ıklad (popis obrazu projekce na osu x v R2)

At’ Px : R2 −→ R2 je projekce na osu x , ztotožněná s matićı

Px =

(
1 0
0 0

)
.

Zaj́ımá nás, zda vektor b =

(
1
2

)
je projekćı nějakého vektoru

x =

(
x1
x2

)
. To lze zjistit algebrou matic:

Px · x =

(
1 0
0 0

)
·
(
x1
x2

)
=

(
x1
0

)
6=
(

1
2

)
= b

Žádný vektor x, jehož projekce na osu x je vektor b, neexistuje.

To ale znamená: soustava rovnic Px · x = b nemá řešeńı!
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Př́ıklad (popis vzoru projekce na osu x v R2)

At’ Px : R2 −→ R2 je projekce na osu x , ztotožněná s matićı

Px =

(
1 0
0 0

)
.

Pro vektor b =

(
3
0

)
nás zaj́ımaj́ı všechny vektory x =

(
x1
x2

)
, které

se na b projekćı zobraźı. To lze zjistit algebrou matic:

Px · x =

(
1 0
0 0

)
·
(
x1
x2

)
=

(
x1
0

)
=

(
3
0

)
= b

Řešeńım soustavy rovnic Px · x = b je množina všech vektor̊u x

tvaru

(
3
x2

)
, kde x2 je libovolné reálné č́ıslo.a

aŘešeńı lze napsat i ve tvaru

(
3
0

)
+ span(

(
0
1

)
). Jak uvid́ıme, tento druhý

způsob zápisu řešeńı bude ḿıt mnohé výhody.
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Př́ıklad (projekce na osu x v R2 neńı invertibilńı)

At’ Px : R2 −→ R2 je projekce na osu x , ztotožněná s matićı

Px =

(
1 0
0 0

)
.

Existuj́ı matice A : R2 −→ R2 a B : R2 −→ R2 takové, že

R2 A // R2 Px // R2
OO

E2

a R2 Px // R2 B // R2
OO

E2

?

Intuice: žádné takové matice neexistuj́ı, protože matice jsou
lineárńı zobrazeńı.

Jak intuici dokázat? Algebrou matic!
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Př́ıklad (projekce na osu x v R2 neńı invertibilńı, pokrač.)

Ptáme se, zda existuj́ı matice A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
takové, že plat́ı rovnosti(

1 0
0 0

)
·
(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
1 0
0 1

)
a

(
b11 b12
b21 b22

)
·
(

1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 1

)
Takové matice neexistuj́ı, protože(

1 0
0 0

)
·
(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
a11 a12
0 0

)
6=

(
1 0
0 1

)
(
b11 b12
b21 b22

)
·
(

1 0
0 0

)
=

(
b11 0
b21 0

)
6=

(
1 0
0 1

)
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Sč́ıtáńı matic a skalárńı násobek matic
Součin matic

Důsledek

Nenulovost čtvercové matice A typu n × n nezaručuje existenci
matic X a Y, které by řešily rovnice A · X = En a Y · A = En.

Proč nás to zaj́ımá?

Otázka řešitelnosti obecných maticových rovnic A · X = B a
Y · A = C je důležitá. Proč?
Jde o zobecněńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Lineárńı zobrazeńı, část 2

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 2.3, 3.4 a 9.1
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Minulá p̌rednáška

1 Matice A = (a1, . . . , as) (sloupcový zápis matice, každý
sloupec aj je vektor z Fr ) je ztotožněna s lineárńım
zobrazeńım A : Fs → Fr , ej 7→ aj .

Operace s maticemi odpov́ıdaj́ı operaćım s lineárńımi
zobrazeńımi.

Dnešńı p̌rednáška

1 Pojmy jádro, obraz, defekt a hodnost lineárńıho zobrazeńı.

Tyto pojmy umožńı jemněǰśı klasifikaci lineárńıch zobrazeńı.

2 Pojem matice obecného lineárńıho zobrazeńı f : L1 → L2
vzhledem k obecným uspǒrádaným báźım. Prostory L1 a L2
muśı ḿıt konečnou dimensi.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Připomenut́ı (témata 4A a 3B)

1 At’ L1, L2 jsou lineárńı prostory nad F. Zobrazeńı f : L1 → L2,
pro které plat́ı f(~x + ~x ′) = f(~x) + f(~x ′) a f(a · ~x) = a · f(~x) pro
vš. a z F a vš. ~x , ~x ′ z L1, ř́ıkáme lineárńı zobrazeńı z L1 do L2.

2 Zápis A : Fs → Fr znamenáa A : ej 7→ j-tý sloupec A.
Tud́ıž plat́ı x 7→ A · x, pro všechna x z Fs .

3 Trojúhelńık

Fs

A !!

B·A // Fr

Fp
B

==

je komutativńı.

aV terminologii dnešńı p̌rednášky: A : Fs → Fr je matićı zobrazeńı
A : ej 7→ j-tý sloupec A vzhledem ke kanonické bázi. Ale nep̌redb́ıhejme
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Definice (speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı)

Lineárńımu zobrazeńı f : L1 → L2 ř́ıkáme:

1 monomorfismus, je-li f injektivńı (také: prosté) zobrazeńı.

2 epimorfismus, je-li f surjektivńı (také: na) zobrazeńı.

3 isomorfismus, je-li f bijektivńı (také: prosté a na) zobrazeńı.a

aEkvivalentně: k zobrazeńı f existuje inversńı zobrazeńı f−1 a toto inversńı
zobrazeńı je opět lineárńı.

Tvrzeńı

Složeńı monomorfismů/epimorfismů/isomorfismů je
monomorfismus/epimorfismus/isomorfismus. Identita je
isomorfismus.

Důkaz.

Přednáška.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Definice (obraz a jádro)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı. Množině
ker(f) = {~x | f(~x) = ~o} ř́ıkáme jádro f, množině
im(f) = {f(~x) | ~x z L1} ř́ıkáme obraz f.

ker(f)

im(f)

~o

L1 L2

Slogany (tj. reklamńı hesla, nikoli skutečnost)

Jádro f ř́ıká, jak moc je f monomorfismus.
Obraz f ř́ıká, jak moc je f epimorfismus.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Tvrzeńı

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı. Pak ker(f) je podprostor L1,
im(f) je podprostor L2.a

aObecněji: {f(~w) | ~w ∈W } je podprostor L2, pro jakýkoli podprostor W
prostoru L1.

Důkaz.

Přednáška.

Definice (defekt a hodnost lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Č́ıslu def(f) = dim(ker(f)) ř́ıkáme defekt lineárńıho
zobrazeńı f a č́ıslu rank(f) = dim(im(f)) ř́ıkáme hodnost (také:
rank) lineárńıho zobrazeńı f.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Tvrzeńı (Věta o dimensi jádra a obrazu)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Pak def(f) + rank(f) = dim(L1).

Důkaz.

Bez důkazu (důkaz je nap̌ŕıklad ve skriptech, Věta 3.3.6).

ker(f)

im(f)

~o

L1 L2

def(f) = dim(ker(f)) rank(f) = dim(im(f))
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Tvrzeńı (charakterisace monomorfismů)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Pak je ekvivalentńı:

1 f je monomorfismus.

2 def(f) = 0.

3 f respektuje lineárńı nezávislost (tj. obraz lineárně nezávislé
množiny je opět lineárně nezávislá množina).

Důkaz.

Přednáška.

Důsledek (monomorfismy a soustavy rovnic)

A : Fs → Fr je monomorfismus právě tehdy, když soustava
A · x = o má pouze triviálńı řešeńı.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Tvrzeńı (charakterisace isomorfismů)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Pak je ekvivalentńı:

1 f je isomorfismus.

2 f je monomorfismus a epimorfismus současně.

3 def(f) = 0 a im(f) = L2 současně.

4 def(f) = 0 a dim(L1) = dim(L2).

5 f respektuje lineárńı nezávislost (tj. obraz lineárně nezávislé
množiny je opět lineárně nezávislá množina) a každá rovnice
f(~x) = ~b má alespoň jedno řešeńı.

Důkaz.

Přednáška.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Důsledek (isomorfismy a soustavy rovnic)

A : Fs → Fr je isomorfismus právě tehdy, když s = r a každá
soustava A · x = b má právě jedno řešeńı.

Definice (regulárńı a singulárńı matice)

Matice A : Fn → Fn typu je regulárńı (také: invertibilńı, také:
isomorfismus), pokud existuje jednoznačně určená matice A−1

taková, že plat́ı rovnosti A−1 · A = En = A · A−1. Matici A−1

ř́ıkáme inverse matice A.
Matice A : Fn → Fn je singulárńı, pokud neńı regulárńı.

Př́ıklad (rotace o úhel α v R2 je isomorfismus)

Rα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
je regulárńı (invertibilńı) matice.a

aInversńım zobrazeńım rotace o úhel α je rotace o úhel −α.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Důsledek (isomorfismy prostor̊u konečné dimense)

At’ dim(L1) = dim(L2) = n. Potom je, pro lineárńı zobrazeńı
f : L1 → L2, ekvivalentńı:

1 f je monomorfismus.

2 f je epimorfismus.

3 f je isomorfismus.

Př́ıklad (d̊uležité a užitečné: Lagrangeova interpolace)

At’ a1, . . . , an jsou navzájem r̊uzná reálná č́ısla. Lineárńı zobrazeńı

ev(a1,...,an) : R≤n−1[x ]→ Rn, p(x) 7→


p(a1)
p(a2)

...
p(an)


je monomorfismus, tud́ıž isomorfismus.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Př́ıklad (Lagrangeova interpolace, pokrač.)

ev(a1,...,an) je isomorfismus: pro každou n-tici

b1
...
bn

 v Rn existuje

jediný polynoma p(b1,...,bn)(x) v prostoru R≤n−1[x ] tak, že plat́ı
p(b1,...,bn)(ai ) = bi pro všechna i = 1, . . . , n.

x

y

(
−1
1

) (1
2

) (
3
2

)
−1

8x
2 + 1

2x + 13
8

aŘ́ıká se mu Lagrange̊uv interpolačńı polynom, viz skripta, Př́ıklad 3.3.9.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Tvrzeńı (d̊uležité)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je uspǒrádaná báze prostoru L. Potom
výpočet soǔradnic v bázi B

coordB : L→ Fn, ~x 7→ coordB(~x)

je isomorfismus.

Důkaz.

Přednáška.

Poznámka (d̊uležitá)

Protože isomorfńı lineárńı prostory se z abstraktńıho hlediska nijak
nelǐśı, vid́ıme: až na isomorfismus neexistuj́ı jiné konečně
dimensionálńı lineárńı prostory nad F než prostory tvaru Fn.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Definice (matice lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ B = (~b1, . . . , ~bs) a
C = (~c1, . . . , ~cr ) jsou uspǒrádané báze prostor̊u L1 a L2. Matice
zobrazeńı f (vzhledem k B a C ) je taková matice Af , pro kterou
plat́ı Fs x7→Af ·x // Fr

L1
f

//

coordB

OO

L2

coordC

OO

neboli:
coordB(~x) � // Af · coordB(~x) = coordC (f(~x))

~x � //
_

OO

f(~x)
_

OO

pro každý vektor ~x .
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Tvrzeńı (výpočet matice lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ B = (~b1, . . . , ~bs) a
C = (~c1, . . . , ~cr ) jsou uspǒrádané báze prostor̊u L1 a L2. Potom
matice Af má r řádk̊u a s sloupc̊u. Nav́ıc j-tý sloupec matice Af je
tvǒren soǔradnicemi coordC (f(~bj)), zapsanými do sloupce.

Důkaz.
ej

� // j-tý sloupec Af = coordC (f(~bj))

Fs x7→Af ·x // Fr

L1
f

//

coordB

OO

L2

coordC

OO

~bj

_

OO

� // f(~bj)
_

OO
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Věta (matice složeného zobrazeńı)

At’ L1, L2, L3 maj́ı uspǒrádané báze B = (~b1, . . . , ~bs),
C = (~c1, . . . , ~cp) a D = (~d1, . . . , ~dr ). At’ f : L1 → L2 a g : L2 → L3
jsou lineárńı zobrazeńı s maticemi Af (vzhledem k B a C ) a Ag

(vzhledem k C a D). Potom g · f : L1 → L3 má matici Ag · Af

(vzhledem k B a D).

Důkaz.

Fs x7→Af ·x // Fp x7→Ag·x
// Fr
��

x7→Ag·Af ·x

L1
f

//

coordB

OO

L2 g
//

coordC

OO

L3

coordD

OO

OO

g·f
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Věta (matice isomorfismu)
At’ L1, L2 maj́ı uspǒrádané báze B = (~b1, . . . , ~bn),
C = (~c1, . . . , ~cn). At’ lineárńı zobrazeńı f : L1 → L2 je isomorfismus
s matićı zobrazeńı Af (vzhledem k B a C ). Potom existuje
jednoznačně určená matice A−1f splňuj́ıćı rovnosti
A−1f · Af = En = Af · A−1f . Matice A−1f je matice Af−1 inversńıho
zobrazeńı f−1 (vzhledem k C a B).a

aTj. regulárńı (invertibilńı) matice jsou p̌resně matice isomorfismů.

Důkaz.

Fn x7→Af ·x // Fn
x7→(Af−1 )·x

// Fn
��

x7→x

L1
f

//

coordB

OO

L2
f−1

//

coordC

OO

L1

coordB

OO

OO

id

Proto A−1f · Af = En. Druhá rovnost analogicky.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Př́ıklad (výpočet matice pro derivováńı)

F≤3[x ] je prostor polynomů stupně ≤ 3 nad tělesem F. Báze
B = (x3, x2, x1, 1). Zobrazeńı

der : F≤3[x ]→ F≤3[x ],
(a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0) 7→ (3a3x

2 + 2a2x + a1)

je lineárńı a má následuj́ıćı matici vzhledem k B:

Ader =


0 0 0 0
3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0


Matice pro druhou derivaci: spoč́ıtáme součin Ader · Ader, atd.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Př́ıklad (matice zobrazeńı vzhledem k nekanonické bázi)

Lineárńı zobrazeńı f : R2 → R2 je dáno hodnotami

f(

(
1
−1

)
) = 2 ·

(
1
−1

)
a f(

(
1
1

)
) =

1

3
·
(

1
1

)
Zobrazeńı f tedy:

1

”
Prodlužuje“ 2× mě̌ŕıtko v ose druhého a čtvrtého kvadrantu.

2

”
Zkracuje“ 3× mě̌ŕıtko v ose prvńıho a ťret́ıho kvadrantu.

Vzhledem k nekanonické bázi B = (

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
) má tedy f matici

Af =

(
2 0
0 1

3

)
Jak spoč́ıtat matici Bf zobrazeńı f vzhledem ke kanonické bázi K2?
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Př́ıklad (pokrač.)

Myšlenka řešeńı: hledaná matice Bf muśı splňovat rovnici
Bf = S · Af · T, kde

R2 x7→T·x // R2 x7→Af ·x // R2 x 7→S·x // R2
��

x7→Bf ·x

L1
id

//

coordK2

OO

L1
f

//

coordB

OO

L2
id

//

coordB

OO

L2

coordK2

OO

OO

f

Jak naj́ıt matice S a T? Jednoduše: jsou to matice identického
zobrazeńı, nav́ıc evidentně plat́ı T = S−1.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklady

Př́ıklad (pokrač.)

Plat́ı (d́ıky tomu, co jsme již dokázali)

S =

(
1 1
−1 1

)
T =

(
1
2 −1

2
1
2

1
2

)
a tedy

Bf = S · Af · T =

(
1 1
−1 1

)
·
(

2 0
0 1

3

)
·
(

1
2 −1

2
1
2

1
2

)
=

(
7
6 −5

6
−5

6
7
6

)
Př́ı̌st́ı p̌rednáška (téma 5B)

Konceptuálńı hledáńı (analogíı) matic T a S: takzvané matice
transformace soǔradnic.
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Matice transformace soǔradnic

Transformace soǔradnic

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 9.2 a 9.3 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Matice transformace soǔradnic

Minulá p̌rednáška

1 Lineárńı zobrazeńı.

2 Výpočet soǔradnic vzhledem k bázi je lineárńı zobrazeńı.

3 Matice libovolného lineárńıho zobrazeńı mezi lineárńımi
prostory konečné dimense vzhledem k pevně zvoleným báźım.

Dnešńı p̌rednáška

1 Matice transformace soǔradnic v jedné bázi na soǔradnice ve
druhé bázi. Jde opět o matici jistého lineárńıho zobrazeńı.

2 Uvid́ıme, že pro stále v́ıce problémů je ťreba se naučit řešit
maticové soustavy.a

aŘadu p̌ŕıkladů tedy v této p̌rednášce nedopoč́ıtáme až do konce.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Koncepčně čistý a geometricky jasný způsob řešeńı soustav
lineárńıch rovnic, maticových rovnic, atd.
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Matice transformace soǔradnic

Připomenut́ı (výpočet matice lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ B = (~b1, . . . , ~bs) a
C = (~c1, . . . , ~cr ) jsou uspǒrádané báze prostor̊u L1 a L2. Potom
matice Af má r řádk̊u a s sloupc̊u a j-tý sloupec matice Af je
tvǒren soǔradnicemi coordC (f(~bj)), zapsanými do sloupce.

ej
� // j-tý sloupec Af = coordC (f(~bj))

Fs x7→Af ·x // Fr

L1
f

//

coordB

OO

L2

coordC

OO

~bj

_

OO

� // f(~bj)
_

OO
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Matice transformace soǔradnic

Definice (matice transformace soǔradnic)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) a C = (~c1, . . . , ~cn) jsou uspǒrádané báze
prostoru L. Maticia TB 7→C , která splňuje

ej
� // j-tý sloupec TB 7→C = coordC (~bj)

Fn x7→TB 7→C ·x // Fn

L
id

//

coordB

OO

L

coordC

OO

~bj

_

OO

� // ~bj

_

OO

ř́ıkáme matice transformace soǔradnic z báze B do báze C (také:
matice transformace soǔradnic v bázi B na soǔradnice v bázi C ).

aVšimněte si značeńı: v dolńım indexu TB 7→C je šipka s patkou (bázi B

”
pośıláme“ na bázi C).
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Matice transformace soǔradnic

Poznámky (základńı vlastnosti matice transformace
soǔradnic)

1 Plat́ı TB 7→C · coordB(~x) = coordC (~x), pro každý vektor ~x v L.
To plyne p̌ŕımo z definice matice TB 7→C :

Fn x7→TB 7→C ·x // Fn

L
id

//

coordB

OO

L

coordC

OO

2 Matice TB 7→C je vždy regulárńı. Plat́ı (TB 7→C )−1 = TC 7→B .
To plyne z toho, že id : L→ L je isomorfismus.
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Matice transformace soǔradnic

Poznámky (základńı vlastnosti matice transformace, pokrač.)

3 Plat́ı TB 7→B = En. To je triviálńı:

Fn x7→x // Fn

L
id

//

coordB

OO

L

coordB

OO

4 Plat́ı TB 7→D = TC 7→D · TB 7→C . To plyne z vlastnost́ı matice
složeného zobrazeńı:

Fn x7→TB 7→C ·x // Fn x7→TC 7→D ·x // Fn
��

x7→TC 7→D ·TB 7→C ·x

L
id

//

coordB

OO

L
id

//

coordC

OO

L

coordD

OO

OO

id
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (p̌repočet soǔradnic vzhledem k jiné bázi)

V prostoru R≤3[x ] nad R máme uspǒrádané báze B = (x3, x2, x , 1)
a C = ((x − 1)3, (x − 1)2, x − 1, 1).

Pro polynom p(x) = −3x2 + 6x + 3 z R≤3[x ] hledáme
coordC (p(x)). V́ıme, že coordC (p(x)) = TB 7→C · coordB(p(x)).

Protože coordB(p(x)) =


0
−3
6
3

, stač́ı tedy znáta matici TB 7→C .

TB 7→C = (TC 7→B)−1 =


1 0 0 0
−3 1 0 0
3 −2 1 0
−1 1 −1 1


−1

aUvid́ıme později, že pro nalezeńı matice (TC 7→B)−1 lze využ́ıt blokový tvar
Gaussovy eliminace:

(TC 7→B | En) ∼ · · · ∼ (En | (TC 7→B)−1)
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (p̌repočet soǔradnic vzhledem k jiné bázi)

Jsou dány ťri konečné báze B, C a D prostoru L. Spočtěte
coordB(4 · ~x + 12 · ~y + 3 · ~z), pokud znáte coordB(~x), coordC (~y)
a coordD(~z).

coordB(4 · ~x + 12 · ~y + 3 · ~z) =

4 · coordB(~x) + 12 · coordB(~y) + 3 · coordB(~z) =

4 · coordB(~x) + 12 · TC 7→B · coordC (~y) + 3 · TD 7→B · coordD(~z).
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Matice transformace soǔradnic

Poznámka (konceptuálńı výpočet TB 7→C v prostoru Fn)

At’ B = (b1, . . . ,bn) a C = (c1, . . . , cn) jsou libovolné báze
prostoru Fn.
Připomenut́ı: kanonická (také: standardńı) báze Kn = (e1, . . . , en)
prostoru Fn.

1 Je snadné nalézt matice TB 7→Kn a TC 7→Kn .
1 Do j-tého sloupce TB 7→Kn naṕı̌seme soǔradnice bj v kanonické

bázi Kn.
2 Do j-tého sloupce TC 7→Kn naṕı̌seme soǔradnice cj v kanonické

bázi Kn.

2 TB 7→C = TKn 7→C · TB 7→Kn = (TC 7→Kn)−1 · TB 7→Kn .

Stač́ı tedy vy̌rešita maticovou rovnici TC 7→Kn · X = TB 7→Kn .

aUvid́ıme později, že pro nalezeńı matice (TC 7→Kn )−1 · TB 7→Kn lze využ́ıt
blokový tvar Gaussovy eliminace:

(TC 7→Kn | TB 7→Kn ) ∼ · · · ∼ (En | (TC 7→Kn )−1 · TB 7→Kn )
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (nalezeńı báze, známe-li matici transformace)

B = (

1
1
2

 ,

−2
1
−2

 ,

 2
−1
1

) je báze lineárńıho prostoru R3. Tedy

TB 7→K3 =

1 −2 2
1 1 −1
2 −2 1

, kde K3 je kanonická báze R3.

Nalezněte bázi C = (

c11
c21
c31

 ,

c12
c22
c32

 ,

c13
c23
c33

) lineárńıho prostoru

R3 tak, aby platila rovnost TB 7→C =

−4 3 1
11 4 1
2 10 1

.
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (pokrač.)

Protože C je báze a protože K3 je kanonická báze, v́ıme, že plat́ı:c11 c12 c13
c21 c22 c23
c23 c32 c33

 = TC 7→K3

Protože plat́ı TC 7→K3 = TB 7→K3 · TC 7→B = TB 7→K3 · (TB 7→C )−1,
dosad́ıme a spoč́ıtámec11 c12 c13

c21 c22 c23
c31 c32 c33

 =

1 −2 2
1 1 −1
2 −2 1

 ·
−4 3 1

11 4 1
2 10 1

−1
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Matice transformace soǔradnic

Věta (změna matice zobrazeńı p̌ri změně báźı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, dim(L1) = n, dim(L2) = m.
At’ B a B ′ jsou báze prostoru L1 a at’ C a C ′ jsou báze prostoru L2.
Jestliže Af je matice f vzhledem k B a C , pak součin
TC 7→C ′ · Af · TB′ 7→B je matice f vzhledem k B ′ a C ′.

Důkaz.

Fn
x7→TB′ 7→B ·x // Fn x7→Af ·x // Fm

x7→TC 7→C ′ ·x // Fm
��

x7→TC 7→C ′ ·Af ·TB′ 7→B ·x

L1
id

//

coordB′

OO

L1
f

//

coordB

OO

L2
id

//

coordC

OO

L2

coordC ′

OO

OO

f
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Matice transformace soǔradnic

Výpočet matice lineárńıho zobrazeńı f : L1 → L2 vzhledem
k libovolným báźım

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je báze L1 a C = (~c1, . . . , ~cm) je báze prostoru
L2.
Předpokládejme, že matice Af zobrazeńı f : L1 → L2 vzhledem
k jistým báźım easyn = (~d1, . . . , ~dn) a easym = (~k1, . . . , ~km)
prostor̊u L1 a L2 se snadno urč́ı.

1 Matice transformaćı soǔradnic TB 7→easyn
a TC 7→easym

se také
urč́ı snadno:

1 Do j-tého sloupce matice TB 7→easyn
naṕı̌seme soǔradnice

vektoru ~bj vzhledem k bázi easyn.
2 Do j-tého sloupce matice TC 7→easym

naṕı̌seme soǔradnice
vektoru ~cj vzhledem k bázi easym.

2 Plat́ı: Teasym 7→C = (TC 7→easym
)−1.

3 Součin matic Teasym 7→C · Af · TB 7→easyn
je matice zobrazeńı f

vzhledem k báźım B a C .
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (matice zobrazeńı vzhledem k nestandardńı bázi)

Nalezněte matici A zobrazeńı der : R≤3[x ]→ R≤3[x ] vzhledem
k bázi C = (x3 + 3x2, 3x2 + 4x − 23, x − 1, 42).
V́ıme, že der má následuj́ıćı matici vzhledem k B = (x3, x2, x , 1):

Ader =


0 0 0 0
3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0


Plat́ı:

TC 7→B =


1 0 0 0
3 3 0 0
0 4 1 0
0 −23 −1 42


Tedy: A = TB 7→C · Ader · TC 7→B = (TC 7→B)−1 · Ader · TC 7→B .
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Matice transformace soǔradnic

Závěrečné poznámky k transformaci soǔradnic

1 Jakoukoli čvercovou regulárńı matici T typu n × n nad F lze
považovat za matici transformace soǔradnic TB 7→Kn , kde Kn

je kanonická báze prostoru Fn a báze B je tvǒrena sloupci
matice T.

2 Je-li Af matice zobrazeńı f : L1 → L2 vzhledem k báźım B a
C , pak matice zobrazeńı f vzhledem k nějakým báźım B ′ a C ′

má tvar S · Af · T, pro nějaké regulárńı matice S a T.

Speciálńı p̌ŕıpad: L1 = L2, B = C a B ′ = C ′. Pak matice Af

p̌rejde na matici tvaru T−1 · Af · T, pro nějakou regulárńı
matici T.
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Matice transformace soǔradnic

Poznámky (pokrač.)

3 Řekneme, že dvě matice A a B typu n × n nad F jsou si
podobné (značeńı: A ≈ B), pokud plat́ı rovnost
B = T−1 · A · T, pro nějakou regulárńı matici T.

Podobné matice jsou tedy ty, které popisuj́ı stejné lineárńı
zobrazeńı, každá matice jej vyjaďruje v jiné bázi. To využijeme
p̌ri hledáńı vlastńıch hodnot lineárńıch zobrazeńı (později).

Př́ıklad (Připomenut́ı p̌ŕıkladu z minulé p̌rednášky)

Lineárńı zobrazeńı f : R2 → R2 je dáno hodnotami

f(

(
1
−1

)
) = 2 ·

(
1
−1

)
a f(

(
1
1

)
) =

1

3
·
(

1
1

)
Zobrazeńı f tedy:

1

”
Prodlužuje“ 2× mě̌ŕıtko v ose druhého a čtvrtého kvadrantu.

2

”
Zkracuje“ 3× mě̌ŕıtko v ose prvńıho a ťret́ıho kvadrantu.
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (pokrač.)

Vzhledem k nekanonické bázi B = (

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
) lineárńıho

prostoru R2 má zobrazeńı f matici

Af =

(
2 0
0 1

3

)
Vzhledem ke kanonické bázi K2 lineárńıho prostoru R2 má
zobrazeńı f maticia

Bf =

(
7
6 −5

6
−5

6
7
6

)
Plat́ı: Af ≈ Bf .

Matice Af je
”
p̌rehlednějśı“ než matice Bf (matice Af vypov́ıdá

okamžitě o geometrické povaze zobrazeńı f).

aMinulá p̌rednáška.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

GEM a soustavy lineárńıch rovnic, část 1

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 6 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 06A-2024: GEM a soustavy, část 1 1/22
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Minulé p̌rednášky

1 Matice jako (speciálńı) lineárńı zobrazeńı. Obecná lineárńı
zobrazeńı lze representovat matićı (vzhledem k zadaným
báźım).

2 Algebra matic (sč́ıtáńı matic, násobeńı matic skalárem,
násobeńı matic mezi sebou).

3 Zápis A · x = b kóduje soustavu lineárńıch rovnic.

Dnešńı p̌rednáška

1 Gaussova eliminačńı metoda (GEM) jako universálńı a
systematická metoda řešeńı soustav lineárńıch rovnic (nad F).

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Maticové rovnice.

2 Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Připomenut́ı (maticový zápis soustavy lineárńıch rovnic)

Zápis A · x = b, kde A je matice typu r × s nad F, x je v Fs a b je
v Fr , kóduje soustavu lineárńıch rovnic nad F.

Terminologie: A je matice soustavy, b je pravá strana rovnice, x je
vektor neznámých. Matice (A | b) (také: (a1, . . . , as | b)) je
rozš́ı̌rená matice soustavy.
Nap̌ŕıklad (

2 −4 4
2 0 1

)
·

x1
x2
x3

 =

(
12
−42

)
je zápis soustavy

2x1 − 4x2 + 4x3 = 12
2x1 + x3 = −42

nad R.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Připomenut́ı (dva pohledy na řešeńı soustav)

Pro soustavu (
1 −1 4
2 1 5

)
nad R je řešeńı

1 Pr̊useč́ık dvou p̌ŕımek: x − y = 4 a 2x + y = 5:

x

y

y = x − 4

y = −2x + 5
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Připomenut́ı (dva pohledy na řešeńı soustav, pokrač.)

2 Pravá strana je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice soustavy(
1 −1 4
2 1 5

)

x

y(
1
2

)
(
−1
1

)
(

4
5

)

Řešeńı jsou koeficienty této lineárńı kombinace.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Výhoda druhého pohledu na řešeńı soustav

x

y(
1
2

)
(
−1
1

)
(

4
5

)

lze p̌revést iso-
morfismem na

x

y

(
1
0

)(
−1
3

)

(
4
−3

)

Koeficienty lineárńı kombinace situace napravo se najdou snadno.

Gaussova eliminačńı metoda je p̌resně postupné p̌reváděńı
vhodnými isomorfismy do p̌ŕıjemné polohy!
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Ve zbytku p̌rednášky

1 Nejprve se zamě̌ŕıme na problém řešeńı soustav tvaru
A · x = b.

Konvence: Nebude-li řečeno jinak, je soustava A · x = b ve
zbytku p̌rednášky soustavou r rovnic o s neznámých nad F.

Soustavy budeme věťsinou zapisovat rozš́ı̌renou matićı (A | b)
nebo (a1, . . . , as | b).

Zformulujeme a dokážeme důležitý výsledek: Frobeniovu větu
o řešitelnosti soustav lineárńıch rovnic.

2 Poté vy̌reš́ıme obecný problém maticových rovnic A · X = B.

3 Jako technický prosťredek použijeme Gaussovu eliminačńı
metodu (zkráceně: GEM). GEM p̌revád́ı matice (a t́ım i
soustavy) na

”
p̌ŕıjemný“ tvar.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Definice (horńı blokový tvar matice)
Matice M je v horńım blokovém tvaru, jsou-li splněny následuj́ıćı
dvě podḿınky:a

1 Každý nenulový řádek matice M je nad jakýmkoli řádkem
samých nul.

2 Každý pivot (tj. nenulová položka prvńı zleva) jakéhokoli
nenulového řádku matice M je vždy v́ıce napravo než pivot
p̌redchoźıho řádku.

aPozorováńı: M je v horńım blokovém tvaru iff (M | o) je v horńım blokovém
tvaru.

Př́ıklad
3 −1 4 6 1 5 32
0 0 6 2 3 −4 −1
0 0 0 12 2 8 14
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


 31 10 14 16 −23 15 32

0 0 23 2 3 −4 −1
0 0 42 12 2 8 14
0 0 0 0 0 0 15


Je v horńım blokovém tvaru. Neńı v horńım blokovém tvaru.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 06A-2024: GEM a soustavy, část 1 8/22



Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Věta (Gaussova eliminačńı metoda (GEM) nad F)

Jakoukoli matici M nad F lze konečným počtem tzv. řádkových
elementárńıch úprav p̌revést na horńı blokový tvar.
Řádkové elementárńı úpravy jsou ťŕı typů:

(I) Přičteńı skalárńıho násobku řádku matice k jinému řádku
matice.

(II) Prohozeńı dvou řádk̊u v matici.

(III) Vynásobeńı řádku matice nenulovým skalárem.

Důkaz.

Nebudeme dělat (viz skripta, Věta 6.3.10.).

Poznámky

GEM: použit́ı řádkových elementárńıch úprav dané matice s ćılem
zapsat danou matici v horńım blokovém tvaru. Při dosažeńı tohoto
tvaru ř́ıkáme, že GEM skončila.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Př́ıklad (Přičteńı skalárńıho násobku řádku k řádku)

At’ M =

2 3 5 8
4 1 7 3
5 2 6 4

 a at’ P =

1 0 0
0 1 0
3 0 1

.

Plat́ı

P ·M =

1 0 0
0 1 0
3 0 1

 ·
2 3 5 8

4 1 7 3
5 2 6 4

 =

 2 3 5 8
4 1 7 3

11 11 21 28

 R1

R2

R3 + 3R1

Tud́ıž: p̌ričteńı skalárńıho násobku řádku k danému řádku je dáno
isomorfismem P : R3 → R3, aplikovaným na čtvěrici vektor̊u
M = (m1,m2,m3,m4) z R3.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Př́ıklad (prohozeńı dvou řádk̊u v matici)

At’ M =

2 3 5 8
4 1 7 3
5 2 6 4

 a at’ P =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

.

Plat́ı

P ·M =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ·
2 3 5 8

4 1 7 3
5 2 6 4

 =

5 2 6 4
4 1 7 3
2 3 5 8

 R3

R2

R1

Tud́ıž: prohozeńı dvou řádk̊u je dáno isomorfismem P : R3 → R3,
aplikovaným na čtvěrici vektor̊u M = (m1,m2,m3,m4) z R3.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Př́ıklad (Vynásobeńı řádku matice nenulovým skalárem)

At’ M =

2 3 5 8
4 1 7 3
5 2 6 4

 a at’ P =

1 0 0
0 −5 0
0 0 1

.

Plat́ı

P ·M =

1 0 0
0 −5 0
0 0 1

 ·
2 3 5 8

4 1 7 3
5 2 6 4

 =

 2 3 5 8
−20 −5 −35 −15

5 2 6 4

 R1

−5R2

R3

Tud́ıž: vynásobeńı řádku matice nenulovým skalárem je dáno
isomorfismem P : R3 → R3, aplikovaným na čtvěrici vektor̊u
M = (m1,m2,m3,m4) z R3.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Definice (ekvivalentńı soustavy)
Řekneme, že soustavy (A | b) a (A′ | b′) r rovnic o s neznámých
jsou ekvivalentńıa (značeńı: (A | b) ∼ (A′ | b′)), když pro každý
vektor x z Fs plat́ı: A · x = b právě tehdy, když A′ · x = b′.

aSlogan: Ekvivalentńı soustavy stejných rozměr̊u maj́ı stejná řešeńı.

Tvrzeńı (základńı vlastnosti ekvivalence soustav)

Plat́ı:
1 (A | b) ∼ (A | b).
2 Jestliže (A | b) ∼ (A′ | b′), pak (A′ | b′) ∼ (A | b).
3 Jestliže (A | b) ∼ (A′ | b′) a (A′ | b′) ∼ (A′′ | b′′), pak

(A | b) ∼ (A′′ | b′′).

At’ P : Fr → Fr je jakýkoli isomorfismus. Potom plat́ı

1 (A | b) ∼ (P · A | P · b).
2 rank((A | b)) = rank((P · A | P · b)).

Důkaz.

Přednáška.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Shrnut́ı

At’ M je jakákoli nad F o r řádćıch. Potom plat́ı:

1 Každá elementárńı úprava matice M je dána součinem P ·M
pro vhodný

”
elementárńı“ isomorfismus P : Fr → Fr .

2 Je-li matice M′ horńım blokovým tvarema matice M, pak
1 Existuje isomorfismus P : Fr → Fr tak, že M′ = P ·M a

P = Pk · . . . · P1, kde k je nějaké p̌rirozené č́ıslo a P1, . . . , Pk

jsou
”
elementárńı“ isomorfismy.

2 Plat́ı rank(M) = rank(M′) a def(M) = def(M′).

Speciálně: pro M ve tvaru (A | b) lze elementárńımi úpravami
p̌revést každou soustavu na horńı blokový tvar (A′ | b′). Nav́ıc plat́ı
(A | b) ∼ (A′ | b′).

aDůležité: nikdy jsme něŕıkali, že p̌ri elementárńıch úpravách lze vyškrtávat
nulové řádky. Vyškrtávat nulové řádky p̌ri GEM nebudeme; matice M a M′ muśı
ḿıt stejné rozměry!
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Důsledky

1 Pro každou matici M plat́ı rank(M) = rank(MT ), kde MT je
transponovaná maticea k matici M.

2 Hodnost matice M je rovna počtu nenulových řádk̊u v horńım
blokovém tvaru po skončeńı GEM.

3 Defekt matice M je roven počtu sloupc̊u matice M ḿınus
hodnost matice M.

aMatice MT má jako své sloupce původńı řádky matice M zapsané ve
stejném pǒrad́ı. Nap̌ŕıklad pro

M =

(
2 4 −1
3 1 7

)
je

MT =

 2 3
4 1
−1 7


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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Věta (Frobenius)

1 Soustava (A | b) má řešeńı právě tehdy, když plat́ı rovnost
rank(A) = rank(A | b).

2 Pokud (A | b) má řešeńı, potom lze ř́ıci následuj́ıćı:a

Zvolme jakékoli p, splňuj́ıćı rovnost A · p = b.
Potom A · x0 = b plat́ı právě tehdy, když x0 = p + xh pro
nějaké xh z ker(A).

aBudeme použ́ıvat i zkrácený a p̌rehledný zápis: množinu všech řešeńı lze
napsat jako p + ker(A) = {p + xh | xh ∈ ker(A)}, kde A · p = b.

Důkaz.

1 (A | b) má řešeńı právě tehdy, když b je v im(A). To nastane
právě tehdy, když rank(A) = rank(A | b). Viz str 12,
téma 3A.

2 Triviálńı.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Základńı myšlenky řešeńı soustavy (A | b)

1 ker(A) = {x | A · x = o} je lineárńı podprostor prostoru Fs .
Tud́ıž pro vy̌rešeńı A · x = o stač́ı naj́ıt bázi ker(A). Tato báze
má p̌resně def(A) prvk̊u.

Jakékoli bázi prostoru ker(A) budeme ř́ıkat fundamentálńı
systém soustavy s matićı A.

2 Soustavě (A | o) budeme ř́ıkat homogenńı soustava p̌ŕıslušná
k matici A.

Jakékoli řešeńı homogenńı soustavy je tedy lineárńı kombinaćı
prvk̊u fundamentálńıho systému.

3 Jakékoli řešeńı soustavy lze vyjáďrit ve tvaru p + xh, kde xh je
v ker(A) a p je jakékoli řešeńı původńı soustavy (takzvané
partikulárńı řešeńı).
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Jak vy̌rešit homogenńı soustavu (A | o)

1 GEM: (A | o) ∼ (A′ | o).

2 V́ıme: rank(A) = rank(A′) a matice A′ je v horńım blokovém
tvaru. Tud́ıž známe defekt matice A:
d = def(A) = s − rank(A) = s − rank(A′).

3 Báze prostoru ker(A) muśı ḿıt d prvk̊u. Tud́ıž d hodnot
v každém řešeńı lze zvolit (jde o posice, na kterých nejsou
pivoty matice A′). Touto volbou zajist́ıme lineárńı nezávislost.
Daľśıch s − d hodnot lze spoč́ıst z nenulových rovnic
v soustavě (A′ | o) zpětným dosazeńım.

Jak nalézt partikulárńı řešeńı soustavy (A | b)

1 GEM: (A | b) ∼ (A′ | b′).

2 d hodnot v partikulárńım řešeńı lze zvolit (jde o posice, na
kterých nejsou pivoty matice A′).

3 Zpětné dopočteńı z nenulových rovnic soustavy (A′ | b′).
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Př́ıklad (ukázka systematického řešeńı soustavy nad R)

Nad R vy̌rešte: 2x1 + 3x2 − 4x3 = 2 (maticově:
(

2 3 −4 2
)
).

Pro matici soustavy A =
(
2 3 −4

)
plat́ı rovnosti rank(A) = 1 a

def(A) = 2. Pivot je na prvńı posici: volit budeme vždy druhou a
ťret́ı položku, prvńı položku dopočteme.

1 Př́ıslušná homogenńı rovnice:
(

2 3 −4 0
)
.

Fundamentálńı systém:

−3
2

1
0

,

2
0
1

.

2 Partikulárńı řešeńı pro
(

2 3 −4 2
)
:

1
0
0

.

3 Celkové řešeńı:

1
0
0

+ span{

−3
2

1
0

 ,

4
0
1

}.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Př́ıklad (geometrický význam postupu řešeńı soustavy)

Rovnice 2x1 + 3x2 − 4x3 = 2 v R3 popisuje rovinu ρ v prostoru R3.
Tato rovina ρ je v obecné poloze (rovina ρ neprocháźı počátkem,
protože 2 6= 0).

1 Homogenńı rovnice 2x1 + 3x2 − 4x3 = 0 je paralelńı posunut́ı
roviny ρ tak, aby výsledná rovina ρh procházela počátkem.

Fundamentálńı systém x1, x2 je systém soǔradnic v rovině ρh.

2 Partikulárńı řešeńı rovnice 2x1 + 3x2 − 4x3 = 2 je libovolný
bod p v původńı rovině ρ.

3 Zápis p + span{x1, x2} obecného řešeńı vyjaďruje opětovné
paralelńı posunut́ı roviny ρh zpět do roviny ρ.

Poznámka

Stejnou geometrickou p̌redstavu je ťreba ḿıt pro řešeńı obecné
soustavy (A | b) nad F.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Př́ıklad (systematické řešeńı komplikovaněǰśı soustavy nad R)
1 3 2 0 3
1 1 1 −1 5
2 8 5 3 7
3 9 6 2 12

 ∼


1 3 2 0 3
0 −2 −1 −1 2
0 2 1 3 1
0 0 0 2 3


R1

R2 − R1

R3 − 2R1

R4 − 3R1

∼


1 3 2 0 3
0 1 1

2
1
2 −1

0 0 0 2 3
0 0 0 2 3


R1

−1/2R2

R3 + R2

R4

∼


1 3 2 0 3
0 1 1

2
1
2 −1

0 0 0 1 3
2

0 0 0 0 0


R1

R2

1/2R3

R4 − R3

Důležité: povšimněme si značeńı řádkových úprav; úpravy budeme
vždy takto vyznačovat.
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Soustavy lineárńıch rovnic — úvod
GEM

Frobeniova věta

Př́ıklad (pokrač.)

Po skončeńı GEM


1 3 2 0 3
0 1 1

2
1
2 −1

0 0 0 1 3
2

0 0 0 0 0

 jsou pivoty na čtvrté,

druhé a prvńı posici. Tyto položky v řešeńı budeme dopoč́ıtávat,
ťret́ı položku řešeńı budeme volit.

Řešeńı je:


33
4
−7

4
0
3
2

+ a ·


−1

2
−1

2
1
0

, kde a ∈ R.

Zkrácený zápis:


33
4
−7

4
0
3
2

+ span(


−1

2
−1

2
1
0

).

Řešeńım soustavy je p̌ŕımka v R4.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

GEM a soustavy lineárńıch rovnic, část 2

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 6 a 7.1
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Minulá p̌rednáška

1 Gaussova eliminačńı metoda (GEM) jako universálńı a
systematická metoda řešeńı soustav lineárńıch rovnic (nad F).

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı maticové rovnice.

2 Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nalezněte všechny matice X, které splňuj́ı rovnosta

Rα · X = X · Rα, kde Rα : R2 → R2 je matice rotace o úhel α,
α ∈ [0; 2π).

Rozměrová zkouška: muśı platit X : R2 → R2.

Rešeńımi jsou nap̌ŕıklad matice E2, O2,2 a Rα.

Jak nalézt všechna řešeńı? Předvedeme universálńı metodu.

1 Označme X =

(
x11 x12
x21 x22

)
. Potom

Rα · X =

(
cosα · x11 − sinα · x21 cosα · x12 − sinα · x22
sinα · x11 + cosα · x21 sinα · x12 + cosα · x22

)
a

X ·Rα =

(
cosα · x11 + sinα · x12 − sinα · x11 + cosα · x12
cosα · x21 + sinα · x22 − sinα · x21 + cosα · x22

)
.

aGeometrický význam: hledáme všechny transformace X roviny, které jsou
záměnné s rotaćı o úhel α.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

2 Rovnost Rα · X = X · Rα je ekvivalentńı rovnosti
Rα ·X−X ·Rα = O2,2. Stač́ı tedy vy̌rešit soustavu čty̌r rovnic

− sinα · x21 − sinα · x12 = 0
sinα · x11 − sinα · x22 = 0
sinα · x11 − sinα · x22 = 0

sinα · x21 + sinα · x12 = 0

V maticovém zápisu (po skončeńı GEM) máme řešit soustavu
sinα 0 0 − sinα 0

0 sinα sinα 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


v závislosti na parametru α ∈ [0; 2π).
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

3 Pro sinα = 0 má soustava tvar
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


a tud́ıž řešeńı je tvaru X =

(
x11 x12
x21 x22

)
, kde x11, x21, x12 a

x22 jsou libovolná reálná č́ısla.

Závěr: s rotaćı o úhel 0 nebo π je záměnná libovolná
transformace roviny.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

4 Pro sinα 6= 0 má soustava tvar
1 0 0 −1 0
0 1 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



a řešeńı span(


0
−1
1
0

 ,


1
0
0
1

).

Závěr: s rotaćı Rα o úhel α /∈ {0, π} jsou záměnné

transformace roviny tvaru X = a ·
(

0 1
−1 0

)
+ b ·

(
1 0
0 1

)
,

kde a, b jsou libovolná reálná č́ısla.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Poznámky

1 Předchoźı metoda (rozměrová zkouška pro hledanou matici X
a následné řešeńı velké soustavy rovnic) je universálńı
metodou pro řešeńı maticových rovnic, kde neznámá matice X
vystupuje pouze v prvńı mocnině.

Jak už to u universálńıch metod bývá: v některých p̌ŕıpadech
je taková metoda zbytečně zdlouhavá.

2 Předvedeme speciálńı metodu řešeńı maticových rovnic tvarua

A · X = B.

aProtože rovnost X · A = B je ekvivalentńı rovnosti AT · XT = BT , źıskáme
tak i metodu pro řešeńı rovnic tvaru X · A = B. Muśıme ovšem obežretně
zacházet s transposicemi matic.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Převod maticové rovnice na v́ıce soustav lineárńıch rovnic

Maticovou rovnici A · X = B, kde matice A : Fs → Fr , a matice
B : Fp → Fr , p̌revedeme na p soustav

A · x = b1, . . . , A · x = bp

kde B = (b1 b2 . . . bp).

1 Každou takovou soustavu A · x = bi vy̌reš́ıme p̌redešlými
postupy.a

2 Řešeńı A · X = B existuje právě tehdy, když každá soustava
A · x = bi má řešeńı.

3 Pokud má každá soustava A · x = bi řešeńı, pak
”
sesazeńım“

všech řešeńı x1, . . . xs jednotlivých soustav dostaneme řešeńı
původńı maticové rovnice: X = (x1 x2 . . . xp).

aJak uvid́ıme, lze takový systém soustav řešit simultánně.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nad R vy̌rešte rovnici

(
1 2 1
1 −3 2

)
· X =

(
2 1
1 2

)
.

Protože X : R2 → R3, máme řešit dvě soustavy:(
1 2 1
1 −3 2

)
· x =

(
2
1

) (
1 2 1
1 −3 2

)
· x =

(
1
2

)
Obě soustavy maj́ı stejnou matici soustavy, lze je tedy řešit
simultánně:

1 Simultánńı GEM:(
1 2 1 2 1
1 −3 2 1 2

)
∼
(

1 2 1 2 1
0 −5 1 −1 1

)
R1

R2 − R1

Podle Frobeniovy věty maj́ı obě soustavy řešeńı.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

2 Zápis

(
1 2 1 2 1
0 −5 1 −1 1

)
kóduje dvě soustavy s řešeńımi

(v pǒrad́ı soustav zleva doprava): 3
0
−1

+ span(

−7
1
5

)

0
0
1

+ span(

−7
1
5

)

3

”
Sesazeńı řešeńı dohromady“: celkové řešeńı je tvaru

X =

 3− 7a −7b
a b

−1 + 5a 1 + 5b


kde a, b jsou libovolná reálná č́ısla.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Poznámka

V́ıme, že pro regulárńı matici A : Fn → Fn má soustava A · X = B
jediné řešeńı, a sice X = A−1 · B.

Toto jediné řešeńı lze nalézt postupem, kterému se někdy ř́ıká
Gaussova-Jordanova eliminace: eleminace řádkovými úpravami
nekonč́ı po dosažeńı horńı trojúhelńıkové matice, ale pokračujuje
nulováńım i nad hlavńı diagonálou.

Źıskáváme tak postup

(A | B) ∼ · · · ∼ (En | A−1 · B)

Speciálně: pro regulárńı A : Fn → Fn lze nalézt A−1 postupem

(A | En) ∼ · · · ∼ (En | A−1)

V́ıce viz cvičeńı a skripta, Př́ıklad 6.4.12.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html


Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nad R nalezněte (jakoukoli) soustavu tvaru A · x = b, která má
řešeńı 3

2
6

+ span(

1
2
0

 ,

2
0
4

)

Myšlenky postupu:

1 Zadané řešeńı tvǒŕı rovinu v R3, která procháźı bodem

3
2
6

 a

má
”
směr“ určený vektory

1
2
0

 ,

2
0
4

.

2 Tud́ıž: hledanou soustavu očekáváme ve tvaru (a1 a2 a3 | b),
neboli a1x + a2y + a3z = b.
Jak naj́ıt soustavu (a1 a2 a3 | b) systematicky?
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad, pokrač.

Podle Frobeniovy věty je(
3
2
6

)
+ span(

(
1
2
0

)
,

(
2
0
4

)
)

řešeńım soustavy A · x = b, kde

1 Vektory

(
1
2
0

)
,

(
2
0
4

)
jsou lineárně nezávislé; tvǒŕı tud́ıž

fundamentálńı systém soustavy A · x = o, kde def(A) = 2 a A
má ťri sloupce. To umožńı nalézt A = (a1 a2 a3).

2 Vektor

(
3
2
6

)
je partikulárńı řešeńı soustavy A · x = b, neboli

A ·

(
3
2
6

)
= b. Matici A známe, můžeme dopoč́ıtat b = (b).
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad, pokrač.

3 Nalezeńı A:
1 Protože má platit (a1 a2 a3) ·

2
0
4

 = 0, muśı platit

(2 0 4) ·

a1
a2
a3

 = 0.

2 Protože má platit (a1 a2 a3) ·

1
2
0

 = 0,

muśı platit (1 2 0) ·

a1
a2
a3

 = 0

Tud́ıž

(
a1
a2
a3

)
je fundamentálńı systém soustavy(

2 0 4 0
1 2 0 0

)
, neboli (nap̌r.)

(
a1
a2
a3

)
=

(
2
−1
−1

)
a

A = (2 − 1 − 1).
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad, pokrač.

4 Nalezeńı b. Protože A = (2 − 1 − 1) a A ·

(
3
2
6

)
= b, je

b = −2.

5 Závěr: hledaná soustava je (nap̌ŕıklad) (2 − 1 − 1 | −2).

Poznámky

1 Předchoźı p̌ŕıklad nalezl obecnou rovnici roviny z jej́ıho
parametrického zadáńı. Postup využ́ıval platnosti Frobeniovy
věty a základńıch vlastnost́ı matic.

2 Očekáváme: podobný postup bude fungovat pro nalezeńı
soustavy A · x = b nad tělesem F, která má řešeńı

p + span(x1, . . . , xd)

kde vektory x1, . . . , xd jsou lineárně nezávislé.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Definice

Zápisu p + span(x1, . . . , xd) v Fs , kde vektory x1, . . . , xd jsou
lineárně nezávislé, ř́ıkáme afinńı podprostor dimense d v prostoru
Fs .a Seznamu (x1, . . . , xd) ř́ıkáme směr (také: zamě̌reńı) tohoto
podprostoru.

aTaké: d-dimensionálńı plocha v Fs .

Ilustračńı obrázek

x1

x2

•p
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Tvrzeńı

Ke každému d-dimensionálńımu afinńımu podprostoru
p + span(x1, . . . , xd) v Fs existuje alespoň jedna soustava tvaru
A · x = b, která má p + span(x1, . . . , xd) jako množinu řešeńı.

Důkaz.
Podrobně na p̌rednášce; hlavńı myšlenky jsou:

1 Muśı platit A · xi = o pro i = 1, . . . , d a A · p = b.

2 Označme X = (x1, . . . , xd). Protože seznam (x1, . . . , xd) je
lineárně nezávislý, plat́ı d = rank(X) = rank(XT ).
Soustavaa XT ·a = o má s−d prvk̊u ve svém fundamentálńım
systému. Označme tento systém jako (a1, . . . , as−d).

3 Známe A = (a1, . . . , as−d)T a dopočteme b z rovnice
A · p = b.

aPozor: matici XT známe, neznámá je označena jako a.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad

Nad R nalezněte (jakoukoli) soustavu tvaru A · x = b, která má
řešeńı 

1
1
−2
0
2

+ span(


2
1
1
0
0

 ,


1
2
0
1
0

 ,


−1
2
0
0
1

)

1 Označme X =


2 1 −1
1 2 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1

, potom XT =

 2 1 1 0 0
1 2 0 1 0
−1 2 0 0 1

. Plat́ı

3 = rank(X) = rank(XT ).

2 Matice A má jako řádky fundamentálńı systém soustavy XT · a = o.
Protože rank(XT ) = 3, bude ḿıt matice A dva lineárně nezávislé řádky.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

3 Fundamentálńı systém soustavy XT · a = o, neboli homogenńı soustavy 2 1 1 0 0 0
1 2 0 1 0 0
−1 2 0 0 1 0

, je nap̌ŕıklad


−1/2
−1/4
5/4

1
0

,


1/2
−1/4
−3/4

0
1

.

Užitečný trik:a proto je i 4 ·


−1/2
−1/4
5/4

1
0

 =


−2
−1
5
4
0

, 4 ·


1/2
−1/4
−3/4

0
1

 =


2
−1
−3
0
4


fundamentálńı systém soustavy XT · a = o.

Můžeme tedy psát: A =

(
−2 −1 5 4 0
2 −1 −3 0 4

)
.

aFundamentálńı systém tvǒŕı bázi jádra matice soustavy. A nenulové skalárńı
násobky prvk̊u jakékoli báze opět tvǒŕı bázi.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Př́ıklad (pokrač.)

4 Dopočteme b z rovnice A ·


1
1
−2
0
2

 = b.

Tud́ıž b =

(
−2 −1 5 4 0
2 −1 −3 0 4

)
·


1
1
−2
0
2

 =

(
−13
15

)
.

Odpověd’: 3-dimensionálńı afinńı podprostor v R5
1
1
−2
0
2

+ span(


2
1
1
0
0

 ,


1
2
0
1
0

 ,


−1
2
0
0
1

)

je řešeńım soustavy

(
−2 −1 5 4 0 −13
2 −1 −3 0 4 15

)
nad R.
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Lineárńı maticové rovnice
Hledáńı soustav, které maj́ı zadané řešeńı

Závěrečné poznámky ke GEM

Závěrečné poznámky

1 GEM je sice universálńı metodou řešeńı soustav lineárńıch
rovnic, nad R (nebo C) je však numericky nestabilńı.

V praxi je pro řešeńı (zvláště velkých) soustav lineárńıch
rovnic nad R (nebo C) nutno použ́ıt jiné metody (nap̌ŕıklad
iteračńı Gaussovu-Seidelovu metodu,a a jiné). Tyto metody
jsou mimo sylabus standardńı p̌rednášky z lineárńı algebry.

2 Jak řešit soustavy s parametrem? GEM je universálńı
metodou! Při řešeńı soustav s parametrem pomoćı GEM
muśıme být velmi opatrńı na prováděńı elementárńıch úprav.

Pro soustavy se čtvercovou matićı vyvineme později daľśı
metodu řešeńı (kombinaci GEM a Cramerovy věty).

3 Nepovinné: Nad R lze ḿıt i daľśı geometrický pohled na GEM
(tzv. Householderovy reflexe).

aViz Poznámku 6.4.7 skript.
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Permutace
Determinant

Determinant: část 1

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 8.1 a 8.2
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 07A-2024: Determinant, část 1 1/19
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Permutace
Determinant

Minulé p̌rednášky

1 GEM.

2 Regularita a singularita čtvercových matic.

Dnešńı p̌rednáška

1 Determinant čtvercové matice: test regularity matice.
Determinant má ale p̌redevš́ım geometrický význam.

2 Bude nutné p̌ripomenout základńı fakta o permutaćıch.
Použijeme grafickou notaci pro permutace: strunové diagramy.

3 Základńı metody výpočtu determinantu: z definice a pomoćı
GEM.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Hlubš́ı poznatky o determinantech.

2 Aplikace determinantu na řešeńı čtvercových soustav
lineárńıch rovnic.
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Permutace
Determinant

Definice (permutace)

Permutace množiny {1, 2, . . . , n} je jakákoli bijekce
π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}.

Zápisy permutaćı

1 Výčtem: π : 1 7→ 2, 2 7→ 3, 3 7→ 4, 4 7→ 1.

2 Tabulkou:a π =

[
1 2 3 4
2 3 4 1

]
3 Strunovým diagramem:b

1 2 3 4

1 2 3 4

π =

Strunový diagram čteme odshora dol̊u.

aUpozorněńı: tato tabulka neńı matice ve smyslu našeho p̌redmětu.
bŘešené p̌ŕıklady na strunové diagramy naleznete v kapitole 8.1 skript.
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Permutace
Determinant

Grafické skládáńı permutaćı

Nap̌ŕıklad:

1 2 3 4

1 2 3 4

π =

1 2 3 4

1 2 3 4

σ =

Spočteme nejďŕıve π a potom σ (směrem shora dol̊u):

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

σ · π = =

1 2 3 4

1 2 3 4
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Permutace
Determinant

Definice (symetrická grupa permutaćı)

Množině všech permutaćı množiny {1, 2, . . . , n}, spolu s výše
uvedenou operaćı skládáńı ·, ř́ıkáme symetrická grupa permutaćı
n-prvkové množiny. Značeńı: Sn.

Tvrzeńı (vlastnosti skládáńı permutaćı)

Skládáńı · v Sn je asociativńı, má neutrálńı prvek (̌ŕıkáme mu
jednotková (také: triviálńı) permutace, znač́ıme idn), každá
permutace má inversi vzhledem ke skládáńı · (značeńı a
terminologie: π−1 je inversńı permutace k permutaci π).

Důkaz.

Plyne okamžitě z vlastnost́ı bijekćı.
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Permutace
Determinant

Definice (znaménko permutace)
At’ π je permutace množiny {1, . . . , n}. Znaménko permutace π je
č́ıslo signπ, které je definováno takto:

signπ =



+1, pokud strunový diagram π
obsahuje sudý počet p̌reǩŕıžeńı strun
(v tomto p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že π je sudá permutace),

−1, pokud strunový diagram π
obsahuje lichý počet p̌reǩŕıžeńı strun
(v tomto p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že π je lichá permutace).

Př́ıklad
Pro permutace

1 2 3 4

1 2 3 4

π =

1 2 3 4

1 2 3 4

π−1 =

plat́ı: signπ = −1 = sign(π−1).
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Permutace
Determinant

Tvrzeńı (znaménka speciálńıch permutaćı)

1 Pro identickou permutaci idn v Sn plat́ı sign(idn) = 1.

2 Pro libovolné permutace σ a π v Sn plat́ı
sign(σ · π) = (signσ) · (signπ).

3 At’ π je permutace v Sn. Pak plat́ı signπ = sign(π−1).

4 At’ π je permutace v Sn. Označte jako σ permutaci v Sn
vzniklou z π prohozeńım dvou hodnot. Potom
signσ = − signπ.

Důkaz.

Přednáška (strunové diagramy).
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Permutace
Determinant

Definice (determinant čtvercové matice)

Pro matici A typu n × n nad F definujeme determinant jako skalár

det(A) =
∑
π∈Sn

signπ · aπ(1),1 · aπ(2),2 · . . . · aπ(n),n

Často se ṕı̌se i |A| ḿısto det(A).

”
Šachový význam“ součinu aπ(1),1 · aπ(2),2 · . . . · aπ(n),n

1 At’ π je permutace v Sn.
Pokud na poĺıčka aπ(1),1, aπ(2),2, . . . , aπ(n),n rozestav́ıme věže,
pak se navzájem neohrožuj́ı.a

2 Obráceně: n navzájem se neohrožuj́ıćıch věž́ı na
”
šachovnici“

(ai ,j) určuje permutaci π v Sn a t́ım i jeden součin
aπ(1),1 · aπ(2),2 · . . . · aπ(n),n.

aPřipomenut́ı: Položka aπ(j),j matice A je položka v j-tém sloupci na
π(j)-tém řádku.
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Permutace
Determinant

Př́ıklad (Sarrusovo pravidlo pro matice 3× 3)

Na množině {1, 2, 3} existuje p̌resně šest následuj́ıćıch permutaćı:

π0 =
1 2 3

1 2 3

π2 =
1 2 3

1 2 3

π4 =
1 2 3

1 2 3

π1 =
1 2 3

1 2 3

π3 =
1 2 3

1 2 3

π5 =
1 2 3

1 2 3

Tud́ıž:∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11 · a22 · a33 + a21 · a32 · a13 + a31 · a12 · a23

−a21 · a12 · a33 − a11 · a32 · a23 − a31 · a22 · a13
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Permutace
Determinant

Geometrický význam determinantu matice 2× 2 nad R

Determinant

∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ je velikost P(a,b) orientované plochy

(
a1

a2

)

(
b1

b2

) (
a1 + b1

a2 + b2

)

kde a =

(
a1

a2

)
a b =

(
b1

b2

)
.
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Permutace
Determinant

Geometrie determinantu (pokrač.)

Vlastnosti velikosti P(a,b) orientované plochy jsou:

1 P(e1, e2) = 1. Tato rovnost zavád́ı jednotku plochy a
orientaci prostoru R2: p̌ri pohybu kolem počátku jsme zvolili
směr proti směru hodinových ručiček — prvńı je vektor e1,
vektor e2 je druhý.

e1

e2
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Permutace
Determinant

Geometrie determinantu (pokrač.)

2 P(a,b) = −P(b, a). Tato rovnost vystihuje, jak chápeme
orientaci velikosti plochy: změnou pǒrad́ı vektor̊u a, b
změńıme znaménko velikosti plochy.

a

b

a

b

P(a,b) = −P(b, a)
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Permutace
Determinant

Geometrie determinantu (pokrač.)

3 Výpočet hodnoty P(a,b) je lineárńı v každé položce, tj. pro
libovolná reálná č́ısla a1, a2, b1, b2 a libovolné vektory a, b,
a1, a2, b1, b2 plat́ı rovnosti

P(a1 · a1 + a2 · a2,b) = a1 · P(a1,b) + a2 · P(a2,b)

P(a, b1 · b1 + b2 · b2) = b1 · P(a,b1) + b2 · P(a,b2)

Důležitý důsledek: plat́ı rovnosti P(a,b) = P(a,b + a · a) a
P(a,b) = P(a + b · b,b) pro a, b reálná.
Nap̌ŕıklad:

a

b
b− 2a

P(a,b) = P(a,b− 2a)
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Permutace
Determinant

Zobecněńı (geometrický význam determinantu)

Determinant det(A) matice A = (a1, . . . , an) typu n × n nad F je
velikost V (a1, . . . , an) orientovaného objemu rovnoběžnostěnu
v prostoru Fn. Rovnoběžnostěn je určen vektory a1, . . . , an

(v tomto pǒrad́ı).
Plat́ı:

1 V (e1, . . . , en) = 1.

2 V (a1, . . . , an) = signπ · V (aπ(1), . . . , aπ(n)), kde π je
libovolná permutace v Sn.

3 V (a1, . . . , an) je lineárńı v každé soǔradnici zvlášt’.

Výše uvedené ťri vlastnosti funkce

V : Fn × · · · × Fn︸ ︷︷ ︸
n-krát

→ F

určuj́ı pojem determinantu jednoznačně.
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Permutace
Determinant

Tvrzeńı (determinant transponované matice)

Plat́ı: det(A) = det(AT ).

Důkaz.

det(A) =
∑
π∈Sn

signπ · aπ(1),1 · aπ(2),2 · . . . · aπ(n),n

=
∑

π−1∈Sn

signπ−1 · a1,π−1(1) · a2,π−1(2) · . . . · an,π−1(n)

=
∑
π∈Sn

signπ · a1,π(1) · a2,π(2) · . . . · an,π(n)

= det(AT )

Využili jsme jednoduchého faktu: plat́ı rovnosti
{π | π ∈ Sn} = Sn = {π−1 | π ∈ Sn}.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 07A-2024: Determinant, část 1 15/19
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Důsledky (výpočet determinantu a GEM)

1 Prohozeńı dvou řádk̊u měńı znaménko determinantu.

2 Vynásobeńı jednoho řádku nenulovým skalárem a změńı
determinant a-krát.

3 Přičteńı lineárńı kombinace ostatńıch řádk̊u k řádku nezměńı
hodnotu determinantu.

Tvrzeńı (determinant horńı trojúhelńıkové matice)

At’ A je horńı trojúhelńıková matice. Potom det(A) = součin prvk̊u
na hlavńı diagonále matice.

Důsledek (opatrný výpočet determinantu pomoćı GEM)

det(A) lze poč́ıtat pomoćı GEM: je nutné si ovšem poznamenat
typy úprav (a tud́ıž i p̌ŕıpadné změny hodnoty determinantu).
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Př́ıklad (výpočet determinantu pomoćı GEM)

∣∣∣∣∣∣
2 3 1
3 1 4
−2 16 3

∣∣∣∣∣∣ = −1

2

∣∣∣∣∣∣
2 3 1
−6 −2 −8
−2 16 3

∣∣∣∣∣∣
R1

−2R2

R3

=

= −1

2

∣∣∣∣∣∣
2 3 1
0 7 −5
0 19 4

∣∣∣∣∣∣
R1

R2 + 3R1

R3 + R1

=

=
1

2
· 1

7

∣∣∣∣∣∣
2 3 1
0 7 −5
0 −133 −28

∣∣∣∣∣∣
R1

R2

−7R3

=

=
1

2
· 1

7

∣∣∣∣∣∣
2 3 1
0 7 −5
0 0 −123

∣∣∣∣∣∣
R1

R2

R3 + 19R2

=

=
2 · 7 · (−123)

2 · 7
= −123
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Permutace
Determinant

Věta (invertibilita matice pomoćı determinantu)

Pro matici A typu n × n nad F plat́ı: A je regulárńı právě tehdy,
když det(A) 6= 0.

Důkaz.

Bez důkazu (viz nap̌r. Důsledek 8.4.4 skript).

Poznámky k výpočtu det(A)

1 Výpočet z definice: časově náročný. Je zapoťreb́ı se vyznat
v Sn (má n! prvk̊u).

2 Výpočet pomoćı GEM: méně náročný (̌rádově n3 krok̊u).
Pozor! Nad R a C je GEM numericky nestabilńı. Nav́ıc (p̌ri
ručńım výpočtu) je zapoťreb́ı GEM provádět opatrně.

3 Jiný způsob výpočtu? Ano: rozvoj podle řádku nebo sloupce
(rekursivńı výpočet). Př́ı̌stě.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 07A-2024: Determinant, část 1 18/19
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Jiný zp̊usob zavedeńı determinantu (nepovinné)

Determinant lze zavést pomoćı vněǰśı mocninya lineárńıho
prostoru, viz kapitolu 5 skript.

Výhody tohoto p̌ŕıstupu:

1 Okamžitý geometrický vhled do pojmu determinant a snadné
důkazy vlastnost́ı determinantu.

2 Determinant je možno poč́ıtat pro libovolná lineárńı zobrazeńı,
ne jen pro matice.

3 Pojem vněǰśı mocniny vede rychle ke geometrické algeb̌re,
která umožňuje elegantńı a rychlé výpočty v poč́ıtačové
grafice, viz nap̌ŕıklad knihu

L. Dorst, D. Fontijne, S. Mann, Geometric algebra for
Computer Science, Elsevier, 2007

aNa prvńı pohled myšlenka vněǰśı mocniny vypadá velmi divoce. Tato
myšlenka je ale velmi p̌rirozená a je stejně stará jako lineárńı algebra: v roce
1844 s ńı p̌rǐsel Hermann Grassmann (1808–1887).
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Determinant, část 2

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 8.3 a 8.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html


(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Minulá p̌rednáška

1 Definice determinantu čtvercové matice (s použit́ım
permutaćı).

2 Základńı metody výpočtu determinantu:
1 Z definice: nutnost znalosti Sn.
2 Pomoćı GEM: nutnost opatrného prováděńı GEM.

3 Čtvercová matice A je regulárńı právě tehdy, když det(A) 6= 0.

Dnešńı p̌rednáška

1 Věta o rozvoji determinantu podle sloupce.a

2 Hlubš́ı poznatky o determinantu.

3 Aplikace determinantu na řešeńı čtvercových soustav
lineárńıch rovnic (Cramerova věta). Ukážeme geometrický
význam Cramerovy věty.

aV́ıme: det(AT ) = det(A). Takže determinant půjde rozv́ıjet i podle řádku.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Připomenut́ı

Determinant det(A) čtvercové matice A = (a1, . . . , an) je lineárńı
v každém sloupci. Speciálně: protože aj =

∑n
i=1 aij · ei (kde aj je

j-tý sloupec matice A), plat́ı rovnost:a

det(A) =
n∑

i=1

aij · det(a1, . . . , aj−1, ei , aj+1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸
Značeńı: Aij .

Nap̌ŕıklad (zvolili jsme j = 2, tj. rozv́ıj́ıme podle druhého sloupce):∣∣∣∣∣∣
−2 4 5
3 6 7
7 −2 5

∣∣∣∣∣∣ = 4·

∣∣∣∣∣∣
−2 1 5
3 0 7
7 0 5

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A12

+6·

∣∣∣∣∣∣
−2 0 5
3 1 7
7 0 5

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A22

−2·

∣∣∣∣∣∣
−2 0 5
3 0 7
7 1 5

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A32

aTéto rovnosti se ř́ıká (Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle j-tého sloupce.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Definice

Determinantu Aij = det(a1, . . . , aj−1, ei , aj+1, . . . , an) ř́ıkáme
algebraický doplněk posice (i , j) v matici A = (a1, . . . , an).

Věta (praktický výpočet algebraického doplňku)

At’ A je matice typu n × n nad F, n ≥ 2. Označme jako Aij matici
typu (n − 1)× (n − 1) vzniklou z matice A vynecháńım i-tého
řádku a j-tého sloupce. Potoma Aij = (−1)i+j · det(Aij).

aPozor: nezapomeňte na znaménko posice (i , j): Aij = (−1)i+j · det(Aij).

Důkaz.

Bez důkazu (viz nap̌r. Lemma 8.3.4 ve skriptech).

Pozorováńı

Rozvoj determinantu podle sloupce umožňuje rekursivńı výpočet
determinantu! Důvod: pro A typu n × n jsou algebraické doplňky
jedotlivých posic determinanty matic typu (n − 1)× (n − 1).
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Př́ıklad (determinant rozvojem podle ťret́ıho sloupce)∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
2 7 6 3
5 2 0 3
3 2 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 · (−1)1+3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 7 3
5 2 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A13

+ 6 · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
5 2 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A23

+ 0 · (−1)3+3 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 7 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A33

+ 5 · (−1)4+3 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 7 3
5 2 3

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A43
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Poznámky k výpočtu determinantu rozvojem podle sloupce

1 Protože det(A) = det(AT ), lze determinant poč́ıtat i
rozvojem podle řádku.

2 Rekursivńı výpočet determinantu (tj. výpočet rozvojem podle
sloupce nebo řádku) má složitost n! — je tud́ıž obecně
výpočetně pomalý.

3 Výpočet determinantu rozvojem je vhodný pro ř́ıdké matice
(matice, obsahuj́ıćı hodně nul).

Definice (adjungovaná matice)

Pro matici A typu n × n je jej́ı adjungovaná matice adj(A)
transponovaná matice algebraických doplňk̊u posic v matici A.

Př́ıklad (nad R)

Pro A =

(
2 7
5 3

)
je adj(A) =

(
3 −7
−5 2

)
.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Věta (inverse matice pomoćı algebraických doplňk̊u)

At’ A je matice typu n × n nad F, n ≥ 2. Potom plat́ı rovnosti:

A · adj(A) = det(A) · En = adj(A) · A

Pro regulárńı A tedy plat́ı A−1 = det(A)−1 · adj(A).

Důkaz.

1 Každý prvek na hlavńı diagonále matice A · adj(A) má
hodnotu det(A). To plyne z rozvoje determinantu podle
sloupce.

2 Každý prvek mimo hlavńı diagonálu matice A · adj(A) má
hodnotu 0. To plyne z rozvoje determinantu, aplikovaného na
matici se dvěma stejnými řádky.

Tud́ıž A · adj(A) = det(A) · En. Druhá rovnost se dokáže
analogicky.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Př́ıklad (inverse pomoćı adjungované matice)

Pro A =

1 2 3
2 4 7
4 2 1

 nad R je det(A) = 6. V́ıme, že inverse

matice A existuje.
1 Matice algebraických doplňk̊u posic v matici A je

−10 26 −12
4 −11 6
2 −1 0

.

Proto adj(A) =

−10 26 −12
4 −11 6
2 −1 0

T

=

−10 4 2
26 −11 −1
−12 6 0

.

2 Celkově A−1 = 6−1 ·

−10 4 2
26 −11 −1
−12 6 0

.

Doporučeńı (sanity check)

Při výpočtu adj(A) je možná rozumné nejprve spoč́ıtat matici
algebraických doplňk̊u a potom ji transponovat.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Výhodnost a vhodnost výpočtu A−1 pomoćı adj(A)

1 Pro obecné (velké) matice je výpočet nevýhodný. Vyžaduje
spoč́ıtat velké množstv́ı determinant̊u.

2 Pro velké a ř́ıdké matice (tj. pro matice obsahuj́ıćı velké
množstv́ı nulových položek) může j́ıt o výhodný výpočet.

3 Výpočet je výhodný pro matice typu 2× 2.

At’ A =

(
a b
c d

)
je regulárńı (tj., at’ det(A) = ad − bc 6= 0).

Potom

A−1 = (ad−bc)−1 ·
(

d −c
−b a

)T

= (ad−bc)−1 ·
(

d −b
−c a

)
.

4 Poznámka: některé aplikace (nap̌ŕıklad v kryptografii) vyžaduj́ı
práci s maticemi nad ještě obecněǰśı strukturou než je těleso.
Pak je výpočet A−1 pomoćı adj(A) často jediná možnost.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Věta (základńı strukturálńı vlastnosti determinantu)
Funkce det : Fn × . . .Fn︸ ︷︷ ︸

n-krát

→ F má následuj́ıćı vlastnosti:

1 det(En) = 1.
2 det(B · A) = det(B) · det(A).
3 Pro regulárńı A je det(A−1) = (det(A))−1.
4 det(a · A) = an · det(A), kde a je libovolný skalár.a

aPozor: rovnost det(A + B) = det(A) + det(B) obecně neplat́ı.

Důkaz.
1 V́ıme z minulé p̌rednášky.
2 Bez důkazu (viz nap̌r. Tvrzeńı 8.2.19 ve skriptech).
3 Pro regulárńı A plat́ı rovnosti

1 = det(En) = det(A · A−1) = det(A) · det(A−1).
Takže det(A−1) = (det(A))−1.

4 Plyne z toho, že determinant je v každém sloupci lineárńı.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Definice (soustava se čtvercovou matićı)

Rovnici A · x = b, kde A je matice typu n × n nad F, ř́ıkáme
soustava se čtvercovou matićı.

Tvrzeńı (̌rešeńı čtvercové soustavy s regulárńı matićı)

At’ A · x = b je soustava se čtvercovou matićı. Tato soustava má
jediné řešeńı právě tehdy, když A je regulárńı matice. V tomto
p̌ŕıpadě je toto jediné řešeńı tvaru A−1 · b.

Důkaz.

Regularita matice A znamená p̌resně to, že A : Fn → Fn je
isomorfismus. To znamená p̌resně to, že pro každé b existuje právě
jedno x takové, že A : x 7→ b, neboli A · x = b.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Cramerova věta (také: Cramerovo pravidlo)

At’ A · x = b je soustava se čtvercovou regulárńı matićı nad F.
Potom j-tá položka jediného řešeńı x = A−1 · b je tvaru

xj = det(A)−1 · det(a1, . . . , aj−1,b, aj+1, . . . , an)

Důkaz.

V́ıme: x = A−1 · b = det(A)−1 · adj(A) · b. Takže

det(A) · x = adj(A) · b

Proto det(A) · xj je součin j-tého řádku matice adj(A) se sloupcem
b.
Ten součin je roven det(a1, . . . , aj−1,b, aj+1, . . . , an).
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Př́ıklad (použit́ı Cramerovy věty)

Pro soustavu

(
2 4 1
−3 5 6

)
nad R plat́ı

∣∣∣∣ 2 4
−3 5

∣∣∣∣ = 22 6= 0. Lze

tedy použ́ıt Cramerovu větu:

1 Prvńı položka jediného řešeńı je:

∣∣∣∣∣∣ 1 4
6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 4
−3 5

∣∣∣∣∣∣
=
−19

22
.

2 Druhá položka jediného řešeńı je:

∣∣∣∣∣∣ 2 1
−3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 4
−3 5

∣∣∣∣∣∣
=

15

22
.

Jediné řešeńı:


−19

22

15

22

.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Geometrie Cramerovy věty pro soustavy 2× 2 nad R
Pro regulárńı soustavu (a1, a2 | b) plat́ı podle Cramerovy věty
det(b,a2)
det(a1,a2) · a1 + det(a1,b)

det(a1,a2) · a2 = b. Co to opravdu znamená?a

a1
x · a1

a2

y · a2 b

Ale x · det(a1, a2) = det(x · a1, a2) = det(b, a2), takže plat́ı

x = det(b,a2)
det(a1,a2) :

a1
x · a1

a2

b

a1
x · a1

a2

b

Podobnou úvahu lze provést pro y = det(a1,b)
det(a1,a2) .

aAnalogicky lze postupovat pro regulárńı soustavy věťśıch rozměr̊u a nad
libovolným tělesem (muśıme ovšem kreslit rovnoběžnostěny).
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Př́ıklad (vy̌rešte nad R, p ∈ R je parametr)

(A | b) =

 2 −p −1 3
1 −7 −5 0
−1 3 p −1

, det(A) = (p − 2) · (p − 17).

1 det(A) 6= 0 právě tehdy, když p 6∈ {2, 17}.
V tomto p̌ŕıpadě existuje jediné řešeńı. Toto jediné řešeńı lze
nalézt pomoćı GEM nebo pomoćı Cramerovy věty.

Řešeńı:



26

17− p

3

17− p

1

17− p


, p 6∈ {2, 17}.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Hlubš́ı poznatky o determinantu

Soustavy rovnic s regulárńı čtvercovou matićı

Př́ıklad (pokrač.)

2 p = 2. Řeš́ıme soustavu

 2 −2 −1 3
1 −7 −5 0
−1 3 2 −1

.

Řešeńı:

5
3
0
1
3

+ span(

 1
3
−4

), pro p = 2.

3 p = 17. Řeš́ıme soustavu

 2 −17 −1 3
1 −7 −5 0
−1 3 17 −1

.

Řešeńı pro p = 17 neexistuje (Frobeniova věta).

Doporučeńı

Pro čtvercové soustavy s parametrem doporučujeme použ́ıt
kombinaci Cramerovy věty a GEM. Výpočet pak má dvě fáze:

1 Cramerova věta pro ty parametry, pro které je matice soustavy regulárńı.

2 GEM pro ty parametry, pro které je matice soustavy singulárńı.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Vlastńı hodnoty a vlastńı vektory

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Minulé p̌rednášky
1 Matice lineárńıch zobrazeńı mezi prostory konečných dimenśı.

2 Matice transformace soǔradnic.

Dnešńı p̌rednáška
1 Budeme studovat obecná lineárńı zobrazeńı f : L→ L, kde L

má konečnou dimensi.
Zjist́ıme, pro které vektory ~x plat́ı f(~x) = λ · ~x (tzv homotetie
— to je to nejjednoduš̌śı lineárńı zobrazeńı z L do L).

2 Budeme se snažit změnit bázi L tak, aby ve směrech vektor̊u
nové báze bylo zobrazeńı f : L→ L homotetíı (obecně pro
každý směr r̊uznou). Ne vždy to půjde.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška
1 Diagonalisace matic nad R a nad C.

2 Dvě aplikace diagonalisace: řešeńı rekurentńıch rovnic a
funkce matic.a

aTyto dvě aplikace nebudou zkoušeny!
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u)

Pro matici A =

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
nalezněte alespoň jeden nenulový

vektor q tak, aby platila rovnosta A · q = q.

To je snadné:

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
·
(

1
1

)
=

(
1
1

)
, protože řádkové součty

matice A jsou 1. Tud́ıž q =

(
1
1

)
.

aStejnou (ale komplikovaněji zadanou) úlohu řeš́ı algoritmus PageRank, viz
nap̌ŕıklad K. Bryan a A. Leise, The $ 25,000,000,000 eigenvector: The linear
algebra behind Google, SIAM Rev. 48.3 (2006), 569–581, nebo Dodatek F
skript.

Co dělat pro obecnou matici A?

Měli jsme štěst́ı (
”
hezký“ tvar matice A, takovým matićım se ř́ıká

řádkově stochastické). Jak ale postupovat pro obecnou matici A?
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, znovu a jinak)

Pro matici A =

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
nalezneme všechna nenulová řešeńı

všech soustav tvaru A · x = λ · x, kde λ ∈ R je neznámé.

Přepsáńım soustavy A · x = λ · x na (A− λ · E2) · x = o zjist́ıme,
co je ťreba udělat:

1 Matice A− λ · E2 muśı být singulárńı. Jedině tehdy bude ḿıt
rovnice (A− λ · E2) · x = o nenulové řešeńı.

To jest: hledáme všechna λ taková, aby det(A− λ · E2) = 0.

To znamená vy̌rešit rovnici det(A− x · E2) = 0.

2 Pro konkrétńı hodnoty λ nalezneme nenulové řešeńı soustavy
(A− λ · E2) · x = o pomoćı GEM.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

det(A−x ·E2) =

∣∣∣∣ 0.3− x 0.7
0.8 0.2− x

∣∣∣∣ = (0.3−x)·(0.2−x)−0.56 =

= x2 − 0.5x − 0.5 = (x − 1) · (x + 0.5) = 0.

Soustava (A− x · E2) · x = o pro

1 x = 1 má tvar

(
−0.7 0.7 0
0.8 −0.8 0

)
a řešeńıa span(

(
1
1

)
).

To znamená: A · x = x pro všechna x ze span(

(
1
1

)
).

2 x = −0.5 má tvar

(
0.8 0.7 0
0.8 0.7 0

)
a řešeńıb span(

(
−7
8

)
).

To znamená: A · x = −0.5 · x pro všechna x ze span(

(
−7
8

)
).

aTo jsme již věděli.
bTo je nová informace.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

Co jsme se vlastně dozvěděli a k čemu je to dobré?

1 V soǔradnicovém systému B = (

(
1
1

)
,

(
−7
8

)
) se matice A

stane diagonálńı matićı D(1;−0.5) =

(
1 0
0 −0.5

)
.

Opravdu:(
1 −7
1 8

)
︸ ︷︷ ︸

TB 7→K2

·
(

1 0
0 −0.5

)
︸ ︷︷ ︸

D(1;−0.5)

=

(
1 3.5
1 −4

)
=

(
0.3 0.7
0.8 0.2

)
︸ ︷︷ ︸

A

·
(

1 −7
1 8

)
︸ ︷︷ ︸

TB 7→K2

tud́ıž(
1 0
0 −0.5

)
︸ ︷︷ ︸

D(1;−0.5)

=

(
1 −7
1 8

)−1
︸ ︷︷ ︸

TK2 7→B

·
(

0.3 0.7
0.8 0.2

)
︸ ︷︷ ︸

A

·
(

1 −7
1 8

)
︸ ︷︷ ︸

TB 7→K2
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

2 D́ıky p̌redchoźımu vid́ıme, že zadáme-li rekurentńı proces

x0 libovolný vektor z R2, A · xk = xk+1, k ≥ 0,

pak se posloupnost vektor̊u x0, x1, x2, . . . chová následovně:

1 Je-li x0 na p̌ŕımce span(

(
1
1

)
), jde o posloupnost x0, x0, x0, . . .

2 Je-li x0 na p̌ŕımce span(

(
−7
8

)
), jde o posloupnost x0,

−0.5 · x0, (−0.5)2 · x0, (−0.5)3 · x0, . . .

3 Je-li x0 = a ·
(

1
1

)
+ b ·

(
−7
8

)
, tedy jestliže plat́ı rovnost

coordB(x0) =

(
a
b

)
, potom coordB(xn) =

(
a

(−0.5)n · b

)
.

Diagonalisaćı matice A tedy źıskáváme o rekurentńım procesu
úplný p̌rehled.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x0
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x0
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x1
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (equilibrium stochastických proces̊u, pokrač.)

y

x

span(

(
1
1

)
)

span(

(
−7
8

)
)

x2
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Shrnut́ı dosavadńıch úvah

1 Pokud pro obecnou matici A : Fn → Fn najdeme bázi B, ve
které A je diagonálńı matićı, źıskáme v nové bázi úplný
p̌rehled o matićıch tvaru Ak , kde k ≥ 0.

To je důležité nap̌ŕıklad v následuj́ıćıch oblastech:
1 Teorie dynamických systémů.
2 Ekonomie (nap̌ŕıklad tzv. Leontief̊uv input-output model).
3 Složitost rekursivńıch algoritmů (̌rešeńı rekurentńıch rovnic, viz

p̌ŕı̌st́ı p̌rednášku).
4 Geometrie kvadratických útvar̊u, viz kapitolu 14.1 skript.
5 Funkce matic, viz p̌ŕı̌st́ı p̌rednášku.
6 Atd.

Hledáńı diagonálńı matice k matici A se ř́ıká diagonalisace
matice A. Ne vždy zadanou matici diagonalisovat půjde.

2 Problém diagonalisace lze zformulovat (a řešit) pro obecná
lineárńı zobrazeńı f : L→ L, kde L má konečnou dimensi.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Definice

Pro lineárńı zobrazeńı f : L→ L je λ v F vlastńı hodnotou (také:
vlastńım č́ıslem), pokud existuje nenulový vektor ~x , splňuj́ıćı
rovnost f(~x) = λ · ~x .
Každému takovému nenulovému vektoru ~x ř́ıkáme vlastńı vektor
p̌ŕıslušný hodnotě λ.

Pozorováńı

At’ f : L→ L je lineárńı zobrazeńı.

1 Pro libovolné λ v F plat́ı: {~x | f(~x) = λ · ~x} = ker(f − λ · id).
Tud́ıž vlastńı vektory p̌ŕıslušné hodnotě λ tvǒŕı podprostor L.a

2 λ je vlastńı hodnota f právě tehdy, když eigen(λ, f) je
netriviálńı prostor.

aŘ́ıkáme mu vlastńı podprostor p̌ŕıslušný λ, znač́ıme jej eigen(λ, f). Důvod:
vlastńı hodnotě se ř́ıká eigenvalue, vlastńımu vektoru eigenvector, vlastńımu
podprostoru eigenspace. Německy: eigen=vlastńı.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Připomenut́ı (základńı vlastnosti podobnosti matic)

Řekneme, že dvě matice A a B typu n × n nad F jsou si podobné
(značeńı: A ≈ B), pokud plat́ı rovnost B = T−1 · A · T, pro
nějakou regulárńı matici T.

Podobné matice jsou maticemi stejného lineárńıho zobrazeńı, ale
vzhledem k jiné bázi.

Plat́ı:

1 A ≈ A.

2 Jestliže A ≈ B, potom B ≈ A.

3 Jestliže A ≈ B a B ≈ C, potom A ≈ C.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Definice (charakteristický polynom čtvercové matice)

At’ A je matice typu n × n nad F, n ≥ 1. Výrazu det(A− xEn)
ř́ıkáme charakteristický polynom matice A (značeńı: charA(x)).

Poznámky (pro matice typu n × n nad F)

1 charA(x) je polynom stupně n. Tud́ıž má v F nanejvýš n

kǒrenů (i s násobnostmi). Pro matici A =

(
0 −1
1 0

)
nad R

nemá polynom charA(x) v R žádný kǒren.

2 Jestliže A ≈ B, potom charA(x) = charB(x).a

Důvod:

det(B− xEn) = det(T−1AT− xEn) = det(T−1AT− T−1xT) =
det(T−1(A− xEn)T) = det(T−1) det(A− xEn) det(T) =
det(A− xEn).

aPozor: obrácená implikace neplat́ı, viz dále.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Tvrzeńı

At’ f : L→ L je lineárńı zobrazeńı, dim(L) = n. Označme jako Af

matici f vzhledem k jakékoli bázi prostoru L. Potom λ v F je
vlastńı hodnotou f právě tehdy, když det(Af − λEn) = 0.

Důkaz.

Protože L má dimensi n, je λ vlastńı hodnotou f právě tehdy, když
def(f − λid) > 0. To nastane právě tehdy, když matice Af − λEn je
singulárńı.

Poznámka

Předchoźı tvrzeńı nezáviśı na volbě báze prostoru L a t́ım pádem
nezáviśı na volbě matice Af .
Připomenut́ı: změnou báze změńıme matici Af na matici
T−1 · Af · T, pro nějakou regulárńı matici T.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (matice mohou ḿıt stejné vlastńı hodnoty, ale r̊uzné
vlastńı podprostory)

At’ A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 je matice nad R.

Potom charA(x) = −(x − 3)2 · (x − 2).

1 Pro dvojnásobnou vlastńı hodnotu λ = 3:

eigen(3,A) = ker(A− 3E3) = span(

1
1
0

 ,

−1
0
1

).

2 Pro jednonásobnou vlastńı hodnotu λ = 2:

eigen(2,A) = ker(A− 2E3) = span(

−2
1
4

).
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (pokrač.)

Pozor! Pro B =

 2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4

 je charB(x) = charA(x). Ale

eigen(3,B) = span(

1
1
1

) a eigen(2,B) = span(

0
3
4

).

Tedy: A a B maj́ı stejná vlastńı č́ısla (i s násobnostmi), ale r̊uzné
vlastńı podprostory.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Problém diagonalisace

Pro matici A typu n × n nad F chceme rozhodnout, zda A ≈ D,
kde D = D(λ1;λ2; . . . ;λn) je diagonálńı matice

λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
...
0 0 0 . . . λn


nebo ve sloupcovém zápisu

(λ1 · e1, λ2 · e2, λ3 · e3, . . . , λn · en)
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Myšlenka nalezeńı matic T a D v rovnici T−1 · A · T = D

At’ D = D(λ1; . . . ;λn).

1 Rovnost T−1 · A · T = D plat́ı právě tehdy, když plat́ı rovnost
A · T = T ·D a matice T je regulárńı.

2 Pro regulárńı matici T = (t1, . . . , tn) plat́ı rovnost
A · T = T ·D právě tehdy, když plat́ı rovnosti A · tj = λj · tj
pro všechna j = 1, . . . , n.

Shrnuto: rovnost T−1 · A · T = D(λ1, . . . , λn) plat́ı právě tehdy,
když plat́ı následuj́ıćı dvě podḿınky:

A · tj = λj · tj pro všechna j = 1, . . . , n.
To jest: j-tý sloupec tj matice T je vlastńı vektor p̌ŕıslušný
vlastńı hodnotě λj matice A.

Matice T = (t1, . . . , tn) je regulárńı.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Pozorováńı

Dva vlastńı vektory, p̌ŕıslušej́ıćı dvěma r̊uzným vlastńım hodnotám,
jsou lineárně nezávislé.
Plat́ı-li

A · tj1 = λj1 · tj1 a A · tj2 = λj2 · tj2
pak z rovnosti a1 · tj1 + a2 · tj2 = o plyne

o = (A− λj2 · E) · o
= (A− λj2 · E) · (a1 · tj1 + a2 · tj2)

= a1 · (A− λj2 · E) · tj1︸ ︷︷ ︸
6=o

+a2 · (A− λj2 · E) · tj2︸ ︷︷ ︸
=o

tedy a1 = 0.
Rovnost a2 = 0 se dokáže analogicky.

Problém

Existuje dostatek lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u pro stejnou
vlastńı hodnotu?
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Věta (charakterisace diagonalisovatelných matic nad F)

Pro matici A typu n × n nad F jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 A je diagonalisovatelná, tj A ≈ D pro nějakou diagonálńı
matici D.

2 Charakteristický polynom charA(x) lze v F rozložit na součin
lineárńıch faktor̊u a plat́ı: násobnost λ jako kǒrene charA(x) je
rovna dim(eigen(λ,A)).a

aNásobnosti λ jako kǒrene charA(x) se někdy ř́ıká algebraická násobnost λ,
č́ıslu dim(eigen(λ,A)) se někdy ř́ıká geometrická násobnost λ.

Důkaz.

Bez důkazu (nemáme vybudovanou teorii polynomů nad obecným
tělesem F). Pro zájemce: Věta 10.4.8 skript.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad (nad R)

Matice A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 a B =

 2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4

 splňuj́ı:

1 charA(x) = charB(x) = −(x − 3)2 · (x − 2).

2 Protože dim(eigen(3,A)) = 2 a dim(eigen(2,A)) = 1, plat́ı
A ≈ D pro nějakou diagonálńı matici D.

3 Protože dim(eigen(3,B)) = 1 a dim(eigen(2,B)) = 1, neplat́ı
B ≈ D pro žádnou diagonálńı matici D.

Ukázali jsme (mimo jiné): A 6≈ B, p̌restože charA(x) = charB(x).
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Vlastńı č́ısla a vlastńı hodnoty lineárńıch zobrazeńı
Diagonalisace matic

Př́ıklad
Pro matici A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 nad R plat́ı charA(x) = −(x − 3)2 · (x − 2)

a D = T−1 · A · T, kde D =

3 0 0
0 3 0
0 0 2

 a T =

1 −1 −2
1 0 1
0 1 4

.

Matice A v kanonické bázi odpov́ıdá lineárńımu zobrazeńıx
y
z

 7→
5x − 2y + 2z
−x + 4y − z
−4x + 4y − z



Vzhledem k bázi (

1
1
0

 ,

−1
0
1

 ,

−2
1
4

) jde o podstatně jednoduš̌śı zobrazeńı

x
y
z

 7→
3x

3y
2z


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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Diagonalisace matic

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Minulá p̌rednáška

1 Pojmy vlastńı hodnota a vlastńı vektor lineárńıho zobrazeńı.

2 Věta o diagonalisovatelnosti čtvercových matic nad C.

Dnešńı p̌rednáška

1 Diagonalisovatelnost matic nad C a nad R.

2 Dvě aplikace: řešeńı rekurentńıch rovnic a funkce matic.a

aTyto dvě aplikace nebudou zkoušeny!
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Připomenut́ı d̊uležité vlastnosti tělesa C

Každý polynom p(x) v C[x ] stupně n má p̌resně n kǒrenů
(poč́ıtaných i s násobnostmi).a

aTéto vlastnosti tělesa C se ř́ıká algebraická uzav̌renost.

1 Komplexńı č́ıslo λ je kǒren polynomu p(x) ∈ C[x ] násobnosti k, pokud
plat́ı rovnost p(x) = (x − λ)k · q(x) pro q(x) ∈ C[x ] a q(λ) 6= 0.

2 Speciálně: č́ıslo λ má jako kǒren p(x) násobnost nula právě tehdy, když λ
neńı kǒrenem polynomu p(x).

Důsledek (téma 8A, tvar věty o diagonalisaci pro F = C)

Pro čtvercovou matici A nad C jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 Matice A diagonalisovatelná.

2 Pro každé komplexńı č́ıslo λ plat́ı: násobnost λ jako kǒrene
polynomu charA(x) je rovna dim(eigen(λ,A)).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad

Pauliho maticea jsou následuj́ıćı ťri matice nad C:

X =

(
0 1
1 0

)
Y =

(
0 −i
i 0

)
Z =

(
1 0
0 −1

)
Všechny tyto matice jsou diagonalisovatelné:

1 Matice Z již diagonálńı je.

aJde o důležitý p̌ŕıklad v kvantové mechanice a kvantovém poč́ıtáńı. Matice
X , Y a Z jsou operátory spinu ve směrech os x , y , z a znač́ıvaj́ı se též

σx (také: σ1) σy (také: σ2) σz (také: σ3)

Užitečná početńı cvičeńı: plat́ı rovnosti
1 σ2

1 = σ2
2 = σ2

3 = −i · σ1σ2σ3 = E2.

2 {σj , σk} = 2δjkE2, kde {σj , σk} = σjσk + σkσj je tzv Poissonova závorka a
δjk je Kronecker̊uv symbol.

3 [σj , σk ] =
∑3

l=1 2iεjklσl , kde [σj , σk ] = σjσk − σkσj je tzv komutátor a εjkl
je Levi-Civit̊uv symbol.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (pokrač.)

2 Diagonalisace matice X =

(
0 1
1 0

)
.

Plat́ı charX (x) = x2 − 1 = (x − 1) · (x + 1).

Vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice X jsou: λ1 = 1,

t1 =

(
1
1

)
a λ2 = −1, t2 =

(
1
−1

)
.

Tud́ıž (
0 1
1 0

)
≈
(

1 0
0 −1

)
a operátor X je diagonálńı v bázi (t1, t2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (pokrač.)

3 Diagonalisace matice Y =

(
0 −i
i 0

)
.

Plat́ı charY (x) = x2 − 1 = (x − 1) · (x + 1).

Vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice Y jsou: λ1 = 1,

v1 =

(
−i
1

)
a λ2 = −1, v2 =

(
i
1

)
.

Tud́ıž (
0 1
1 0

)
≈
(

1 0
0 −1

)
a operátor Y je diagonálńı v bázi (v1, v2).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Jordan̊uv tvar čtvercové matice

At’ A je matice typu n × n nad F taková, že polynom charA(x) lze
rozložit na součin lineárńıch faktor̊u.a

Potom lze dokázat, že A je
”
témě̌r diagonalisovatelná“. Přesněji:

plat́ı A ≈ J, kde

J =


J1 0 0 0 . . . 0
0 J2 0 0 . . . 0
0 0 J3 0 . . . 0
...
0 0 0 0 . . . Jn


O Jordanově tvaru budeme mluvit na p̌ŕı̌st́ı p̌rednášce (téma 9A).

aTo plat́ı nap̌ŕıklad pro libovolnou matici nad C.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Jordan̊uv tvar čtvercové matice (pokrač.)

Ji =


λi 1 0 0 0 . . . 0
0 λi 1 0 0 . . . 0
0 0 λi 1 0 . . . 0
...
0 0 0 0 0 . . . λi


Matici Ji ř́ıkáme Jordanova buňka. Na diagonále je vlastńı hodnota
λi matice A. Rozměr matice Ji je roven násobnosti vlastńı hodnoty
λ jako kǒrene charA(x).

Existenci Jordanova tvaru budou věnovány daľśı p̌rednášky.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 08B-2024: Diagonalisace matic 8/17



Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad

At’ A =

(
a −b
b a

)
je regulárńı matice nad R. Potom plat́ı:

1 charA(x) = (a− x)2 + b2 = x2 − 2ax + (a2 + b2).
Diskriminant tohoto výrazu je −4b2.

Matice A je tedy nad R diagonalisovatelná pouze v p̌ŕıpadě
b = 0.

V tomto p̌ŕıpadě ale A už je diagonálńı: A =

(
a 0
0 a

)
a

muśı platit a 6= 0, protože A je regulárńı.

Matice A je tedy matićı změny mě̌ŕıtka (změna je stejná na
obou soǔradnicových osách).
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (pokrač.)

2 V p̌ŕıpadě b 6= 0 matice A =

(
a −b
b a

)
neńı nad R

diagonalisovatelná.

Matice A (chápaná jako matice nad C) má vlastńı hodnoty
λ1 = a + bi a λ2 = a− bi , protože
charA(x) = x2−2ax +(a2+b2) = (x−(a+ ib)) ·(x−(a− ib)).

Označme r = |λ1| = |λ2| =
√

a2 + b2. Dále označme jako α

úhela mezi vektory

(
1
0

)
a

(
a
b

)
.

Potom

A =

(
a −b
b a

)
=

(
r 0
0 r

)
·
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
To jest: A je rotace o úhel α, následovaná změnou mě̌ŕıtka.

aÚhlu α se ř́ıká argument komplexńıho č́ısla a + bi . Plat́ı tedy rovnost
a + bi = r · (cosα + i sinα) = r · e iα.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Tvrzeńı (klasifikace regulárńıch transformaćı roviny)

At’ M : R2 → R2 je regulárńı a at’ nemá 2-násobnou vlastńı
hodnotu. Pak M je podobná bud’

1 matici

(
a 0
0 b

)
, kde a 6= b jsou z R a a · b 6= 0,

nebo

2 matici

(
r 0
0 r

)
·
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
, kde r > 0 a

α ∈ [0; 2π).

Slogan

Regulárńı transformace roviny bez 2-násobných vlastńıch hodnot
jsou pouze dvou typů:

1 Změny mě̌ŕıtka (změna mě̌ŕıtka je na každé soǔradnicové ose
jiná).

2 Rotace následované změnou mě̌ŕıtka stejnou na obou
soǔradnicových osách.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Důkaz (klasifikace regulárńıch transformaćı roviny).

1 V p̌ŕıpadě, kdy M je diagonalisovatelná nad R, má M dvě

r̊uzné reálné vlastńı hodnoty a, b. Tud́ıž M ≈
(

a 0
0 b

)
, kde

a · b 6= 0, protože M je regulárńı.

2 V p̌ŕıpadě, kdy M nad R diagonalisovatelná neńı, má
charM(x) komplexńı kǒren λ = a + bi , kde b 6= 0.
Označme jako v komplexńı vlastńı vektor p̌ŕıslušný vlastńı
hodnotě λ. Označme jako T matici se sloupci t1 = Re(v)
(vektor reálných část́ı položek vektoru v) a t2 = Im(v) (vektor
imaginárńıch část́ı položek vektoru v).

Potom plat́ı rovnost M = T ·
(

a −b
b a

)
· T−1.

Nyńı stač́ı použ́ıt p̌redchoźı p̌ŕıklad.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Výpočet mocnin diagonalisovatelné matice

Pro diagonalisovatelnou matici A typu n × n nad F plat́ı:
A = T−1 ·D · T pro nějakou regulárńı matici T.

Tud́ıž: A2 = A · A = (T−1 ·D · T) · (T−1 ·D · T) = T−1 ·D2 · T.

Obecně: Ak = T−1 ·Dk · T, pro všechna p̌rirozená č́ısla k ≥ 0.

Protože mocniny diagonálńı matice lze poč́ıtat velmi rychle, lze
rychle poč́ıtat i mocniny diagonalisovatelných matic.

Ukážeme dvě aplikace umocňováńı:

1 Řešeńı lineárńıch homogenńıch rekurentńıch rovnic.
To je důležité p̌ri analýze složitosti rekursivńıch algoritmů.

2 Základńı myšlenku funkćı matice.
To je důležité ve fyzice, grafice, kvantovém poč́ıtáńı, . . .
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (Fibonacciho posloupnost)

Hledáme posloupnost č́ısel F (n), splňuj́ıćı lineárńı rekurentńı
rovnici F (n + 2) = F (n + 1) + F (n), pro všechna p̌r. č. n ≥ 0.

Ćıl: chceme explicitńı vzorec pro F (n), n ≥ 0.

Evidentně: známe-li F (0) a F (1), známe všechna F (n).a

1 Vytvǒŕıme generuj́ıćı matici F =

(
0 1
1 1

)
pro kterou plat́ı:

F ·
(
F (0)
F (1)

)
=

(
F (1)
F (2)

)
, obecně Fn ·

(
F (0)
F (1)

)
=

(
F (n)

F (n + 1)

)
.

2 Matice F je diagonalisovatelná nad R: λ1 = 1+
√
5

2 , λ2 = 1−
√
5

2

D =

(
λ1 0
0 λ2

)
= T−1·F·T, T =

(
1 1
λ1 λ2

)
, Fn = T·Dn·T−1

aPožadavk̊um F (0) = x0 a F (1) = x1 se ř́ıká počátečńı podḿınka. Pro
klasickou Fibonacciho posloupnost jde o F (0) = 1, F (1) = 1.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (Fibonacciho posloupnost, pokrač.)

3

(
F (n)

F (n + 1)

)
= T ·

(
λn1 0
0 λn2

)
· T−1 ·

(
F (0)
F (1)

)
=(

1 1
λ1 λ2

)
·
(
λn1 0
0 λn2

)
· 1
λ2−λ1

·
(
λ2 −1
−λ1 1

)
·
(
F (0)
F (1)

)
=

1
λ2−λ1

·
(

1 1
λ1 λ2

)
·
(
λn1 0
0 λn2

)
·
(
λ2 −1
−λ1 1

)
·
(
F (0)
F (1)

)
Takže: F (n) =

λn
1·λ2−λn

2·λ1

λ2−λ1
· F (0) +

−λn
1+λn

2
λ2−λ1

· F (1)

V klasickém p̌ŕıpadě (tj když F (0) = F (1) = 1), je

F (n) =
λn1 · λ2 − λn2 · λ1

λ2 − λ1
+
−λn1 + λn2
λ2 − λ1

=

= λn1 ·
λ2 − 1

λ2 − λ1
+ λn2 ·

1− λ1
λ2 − λ1
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Poznámky (lineárńı homogenńı rekurence k-tého řádu)

Obdobným způsobem lze řešit jakoukoli homogenńı lineárńı
rekurentńı rovnici k-tého řádu: hledáme posloupnost X (n) prvk̊u F,
které splňuj́ı

X (n + k) = a1X (n + k − 1) + a2X (n + k − 2) + . . . akX (n)

pro všechna p̌rirozená č́ısla n ≥ 0, kde a1, . . . , ak jsou v F.

Jediné, co poťrebujeme, je diagonalisovatelnost generuj́ıćı matice.

1 Řešeńı rekurentńıch rovnic hraje zásadńı úlohu p̌ri analýze
složitosti rekursivńıch algoritmů.

2 Podobné postupy funguj́ı i pro lineárńı homogenńı diferenciálńı
rovnice k-tého řádu. Viz Dodatek O skript.
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Diagonalisovatelnost matic nad C a R
Dvě d̊uležité aplikace diagonalisovatelnosti matic

Př́ıklad (exponenciála matice)

V́ıme, že funkce ex má Taylor̊uv rozvoj ex =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Pro čtvercovou diagonalisovatelnou matici X = T−1 ·D · T
definujeme

eX =
∞∑
i=0

Xn

n!
=
∞∑
i=0

T−1 ·Dn · T
n!

= T−1 ·

( ∞∑
i=0

Dn

n!

)
︸ ︷︷ ︸

=eD

·T

Konvergenci této řady muśıme chápat ve smyslu normy.a

Lze ukázat, že matice eD je diagonálńı, a že plat́ı eD = (δij · edij ).

aTo je velmi technický pojem, nebudeme o něm mluvit. V́ıce nap̌ŕıklad
v knize Roger A. Horn, Charles J. Johnson, Matrix analysis, Cambridge
University Press, 2012, nebo v p̌rednášce A0B01PAN (Pokročilá analýza), nebo
v kapitole 13.2 skript. Analogicky exponenciále lze postupovat pro obecnou
funkci f : R→ R (p̌ŕıpadně f : C→ C), která má Taylor̊uv rozvoj.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Jordan̊uv tvar

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 11.1 a 11.3
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Minulé p̌rednášky
1 Matice některých lineárńıch zobrazeńı mezi prostory konečných

dimenśı lze (za určitých p̌redpokladů) diagonalisovat.

2 Matice některých lineárńıch zobrazeńı mezi prostory
konečných dimenśı diagonalisovat nelze.

Dnešńı p̌rednáška
1 Budeme studovat obecná lineárńı zobrazeńı f : L→ L, kde L

má konečnou dimensi.
Vysvětĺıme, co je Jordanův tvar zobrazeńı f.a

Půjde o tvar: f = diagonálńı + nilpotentńı.
Nilpotentńı =

”
témě̌r nulové zobrazeńı“.

To znamená: Jordanův tvar =
”
témě̌r diagonálńı tvar“.

aJde o velmi technickou partii lineárńı algebry. Některé důkazy tud́ıž
neuvedeme. Důkazy všech tvrzeńı naleznete v Kapitole 11 skript.
Zkouška: výpočet Jordanova tvaru nebude v ṕısemné části (mohou tam ale být
nilpotentńı matice), u ústńı části mohou být vyžadovány pouze hlavńı myšlenky
Jordanova tvaru (viz str 9 tohoto tématu).

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 09A-2024: Jordan̊uv tvar 2/20

https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html


Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (direktńı rozklad rotace v rovině xy)

Pro cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

 : R3 → R3

je

1 R3 = span(e1, e2)∨ span(e3) a span(e1, e2)∩ span(e3) = {o}.
Tento fakt budeme značit R3 = span(e1, e2)⊕ span(e3) a
budeme mluvit o direktńım rozkladu R3 na span(e1, e2) a
span(e3).

2 Direktně rozložit lze i celé lineárńı zobrazeńı:cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

 =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
⊕
(
1
)

protože podprostory span(e1, e2) a span(e3) jsou invariantńı
na dané zobrazeńı.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (diagonalisovatelná matice a direktńı rozklad)

At’ A : Fn → Fn je diagonalisovatelná matice:
D(λ1; . . . ;λn) = T−1 · A · T, kde T = (1, . . . ,n ).
Potom pro Wi = span(i) plat́ı:

1 1 Fn = W1 ∨ . . . ∨Wn,
2 Wi ∩

∨
j 6=i

Wj = {o} pro všechna i .

Tato dvě fakta budeme značit Fn = W1 ⊕ . . .⊕Wn a budeme
ř́ıkat, že W1, . . . , Wn tvǒŕı direktńı rozklad prostoru Fn.

2 Pro každé x z Wi je Ax opět z Wi . To jest: každé Wi je
A-invariantńı podprostor prostoru Fn.
Můžeme tedy psát: A ≈ A1 ⊕ . . .⊕ An.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad

At’ A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 je matice nad R.

Potom charA(x) = −(x − 3)2 · (x − 2).

1 Pro dvojnásobnou vlastńı hodnotu λ = 3:

eigen(3,A) = ker(A− 3E3) = span(

1
1
0

 ,

−1
0
1

).

2 Pro jednonásobnou vlastńı hodnotu λ = 2:

eigen(2,A) = ker(A− 2E3) = span(

−2
1
4

).

Plat́ı R3 = eigen(3,A)⊕ eigen(2,A) a A ≈
(

3 0
0 3

)
⊕
(
2
)
.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (diagonalisovatelná matice a direktńı rozklad, pokrač)

At’ A : Fn → Fn je diagonalisovatelná matice:
D(λ1; . . . ;λn) = T−1 · A · T, kde T = (1, . . . ,n ).

Direktńı rozklad lze zlepšit: pokud
charA(x) = a · (x − λ1)m1 · . . . · (x − λp)mp , potom

Fn = V1 ⊕ . . .⊕ Vp, A ≈ B1 ⊕ . . .⊕ Bp

To jest: A-invariantńı podprostory Vi můžeme zvolit tak, že
dim(Vi ) = mi .

Poznámka

Kdy A diagonalisovat nelze? Když dim(Vi ) < mi pro alespoň jedno
i . Budeme muset vylepšit pojem invariantńıho podprostoru.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (neexistence direktńıho rozkladu pro
nediagonalisovatelnou matici)

Pro B =

 2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4

 nad R je charB(x) = −(x − 3)2 · (x − 2).

Ale eigen(3,B) = span(

1
1
1

) a eigen(2,B) = span(

0
3
4

).

To znamená:

1 Prostory eigen(3,B) a eigen(2,B) jsou B-invariantńı.

2 R3 6= eigen(3,B)⊕ eigen(2,B).
Prostor eigen(3,B) vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušných hodnotě 3
má malou dimensi.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı

Pro f : L1 → L2, kde L1 = W1 ⊕ . . .⊕Wk , L2 = V1 ⊕ . . .⊕ Vk a
f(~x) je z Vi , jakmile ~x je z Wi , ṕı̌seme

o

Wk

W1

Wi

L1

...

...

o

Vk

V1

Vi

L2

...

...

f = f1 ⊕ . . .⊕ fk

f1

fk

fi

To znamená: f(~x) = f1(~x1) + . . .+ fk(~xk), kde ~x = ~x1 + . . .+ ~xk .
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Ćıl této p̌rednášky (hlavńı myšlenky Jordanova tvaru)

1 Pro lineárńı zobrazeńı f chceme psát f = fdiag + fnil, kde
1 fdiag je diagonalisovatelné.
2 fnil se

”
p̌ŕılǐs nelǐśı“ od nulového zobrazeńı o. Přesněji:

(fnil)
k = o pro nějaké k .

3 fnil · fdiag = fdiag · fnil.

Tomuto součtu budeme ř́ıkat Jordanův tvar f.

K čemu je to dobré? Budeme moci poč́ıtat mocninya

fm = (fdiag + fnil)
m =

k∑
j=0

(
m

j

)
· (fdiag)j︸ ︷︷ ︸

snadné

· (fnil)
m−j︸ ︷︷ ︸

=o pro m − j ≥ k

2 Naḿısto Jordanova tvaru lineárńıho zobrazeńı hledáme
věťsinou Jordanův tvar jeho matice.
V určité bázi (které se ř́ıká Jordanova báze) bude tedy matice
ḿıt

”
p̌ŕıjemný tvar“.

aTo je v nejr̊uzněǰśıch aplikaćıch velmi důležité.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Ćıl této p̌rednášky (pokrač.)

3 Věťsinu výsledk̊u nedokážeme, pouze uvedeme p̌ŕıklady.

Nav́ıc: nenauč́ıme se hledat Jordanovu bázi. Je to velmi
technické, v́ıce se lze doč́ıst v Kapitole 11 skript.

Značeńı

Pro lineárńı zobrazeńı f : L→ L znač́ıme f0 = id a fk+1 = f · fk
pro k ≥ 0.

Definice (nilpotentńı zobrazeńı)

Lineárńımu zobrazeńı f : L→ L, pro které existuje k tak, že
fk = o, ř́ıkáme nilpotentńı. Nejmenš́ımu takovému k ř́ıkáme index
nilpotence a znač́ıme jej nil(f).
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (nilpotentńı matice)

Matice

N =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


je nilpotentńı, plat́ı nil(N) = 3.
Pojd’me

”
stopovat“ cestu vektor̊u kanonické báze p̌ri postupné

aplikaci matice N:

e1 7→ o, e2 7→ e1 7→ o, e3 7→ e2 7→ e1 7→ o, e4 7→ o

Všechny čty̌ri bázové vektory se nakonec zobraźı na nulový vektor,
protože matice N je nilpotentńı. Nav́ıc nil(N) je zjevně rovna
nejvěťśı z délek jednotlivých řetězc̊u, tj. nil(N) je maximálńı z č́ısel
1, 2, 3, 1.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (nilpotentńı matice)

Matice

N =

0 1 3
0 0 1
0 0 0


nad R je nilpotentńı: jej́ı řetězce jsou

e1 7→ o
e2 7→ e1 7→ o
e3 7→ 3e1 + e2 7→ e1 7→ o

a proto plat́ı nil(N) = 3.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Definice

Čtvercové matici
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 = (o, e1, e2, . . . , en−1)

ř́ıkáme Jordanova buňka.a

aBuňka v této definici má rozměry n × n.

Pozorováńı

Každá Jordanova buňka je nilpotentńı matice. Index nilpotence je
roven rozměr̊um buňky.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Nalezeńı Jordanova tvaru matice M : Fn → Fn

Postupujeme takto:
1 Spočteme charakteristický polynom charM(x) matice M.

1 Pokud charM(x) nelze v F[x ] rozložit na součin kǒrenových
faktor̊u, výpočet konč́ıme. Jordanův tvar matice M neexistuje.

2 Pokud charM(x) = a · (x − λ1)m1 · . . . · (x − λp)mp v F[x ],
Jordanův tvar matice M existuje a my postupujeme podle
daľśıch bodů.

2 Jordanův tvar bude ḿıt p Jordanových segment̊u Bi (λi ),
i = 1, . . . , p. Segment Bi (λi ) má rozměry mi ×mi .

3 Nalezeńı i-tého segmentu Bi (λi ):
1 Utvǒŕıme nilpotentńı matici M− λi · En. a nalezneme jej́ı

Jordanův tvar Ni .
2 Plat́ı Bi (λi ) = Ni + λi · Emi .

4 Z Jordanových segment̊u utvǒŕıme Jordanův tvar matice M
jakožto blokově diagonálńı matici.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Praktický význam Jordanova tvaru matice M : Fn → Fn

Pokud charM(x) = a · (x − λ1)m1 · . . . · (x − λp)mp v F[x ], pak plat́ı

M ≈Mdiag + Mnil

kde Mdiag je diagonálńı, Mnil je nilpotentńı a plat́ı rovnost

Mdiag ·Mnil = Mnil ·Mdiag

To je velmi důležitý výsledek v aplikaćıch!
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad

Připomenut́ı: pro čtvercovou matici X nad R (nebo nad C) lze
definovat

exp(X) =
+∞∑
n=0

Xn

n!

a výsledkem je opět čtvercová matice nad R (nebo nad C).
Nav́ıc: pro funkci t 7→ exp(tX) reálné proměnné plat́ı rovnost

d

dt
exp(tX) = X · exp(tX)

a to umožňuje elegantně řešit soustavy lineárńıch diferencálńıch
prvńıho řádu s konstantńımi koeficienty, viz Dodatek O skript.
Matici exp(tX) lze snadno spoč́ıtat, známe-li Jordanův tvar matice
X.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad

Pro matici

M =



5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
0 −1 2 0 2 0
−8 −8 −1 2 −12 −7
0 0 0 0 −1 0
−8 −8 −1 0 −9 −5


nad R nalezneme jej́ı Jordanův tvar.

1 Plat́ı charM(x) = (x − 2)4(x + 1)2.
Jordanův tvar M bude ḿıt dva Jordanovy segmenty:

1 Segment B1(2) velikosti 4× 4, protože násobnost 2 jako
kǒrene charakteristické rovnice je 4.

2 Segment B2(−1) velikosti 2× 2, protože násobnost −1 jako
kǒrene charakteristické rovnice je 2.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (pokrač.)

2 Celkově: Jordanův tvar matice M je

M ≈ B1(2)⊕ B2(−1) =



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0

0 0 0 2

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

−1 0

0 −1


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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (pokrač.)

Nap̌ŕıklad: v́ıme, že plat́ı

tM ≈ t


5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
0 −1 2 0 2 0
−8 −8 −1 2 −12 −7
0 0 0 0 −1 0
−8 −8 −1 0 −9 −5

 ≈


2t 0 0 0 0 0
0 2t 0 0 0 0
0 0 2t 0 0 0
0 0 0 2t 0 0
0 0 0 0 −t 0
0 0 0 0 0 −t


︸ ︷︷ ︸

=tMdiag

+


0 t 0 0 0 0
0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=tMnil
pro každé t z R.
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Direktńı rozklad lineárńıho prostoru a lineárńıho zobrazeńı
Nilpotentńı zobrazeńı

Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Př́ıklad (pokrač.)

To znamená, žea

exp(tM) ≈ exp(tMdiag + tMnil) = exp(tMdiag) · exp(tMnil)

= exp(tMdiag) · (E6 + tMnil +
t2

2
M2

nil)

=


e2t te2t t2

2
e2t 0 0 0

0 e2t te2t 0 0 0
0 0 e2t 0 0 0
0 0 0 e2t 0 0
0 0 0 0 e−t 0
0 0 0 0 0 e−t


aExponenciála diagonálńı matice se poč́ıtá snadno. Exponenciála nilpotentńı

matice se poč́ıtá v konečně kroćıch. V našem p̌ŕıpadě plat́ı nil(Mnil) = 3, proto

exp(tMnil) = E6 + tMnil +
t2

2
M2

nil.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Abstraktńı skalárńı součin

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 12.1 a 12.2 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Dnešńı p̌rednáška

1 V této p̌rednášce (a ve všech p̌rednáškách týkaj́ıćıch se
skalárńıho součinu) se zamě̌ŕıme na lineárńı prostory nad R.a

2 Skalárńı součin zavedeme axiomaticky. Odvod́ıme geometrický
význam skalárńıho součinu.b

Axiomatické zavedeńı skalárńıho součinu nám umožńı p̌revést
známé významy z Rn (kolmost, délka vektoru, atd) do
obecných lineárńıch prostor̊u se skalárńım součinem.

aVelmi málo řekneme i o lineárńıch prostorech nad C. Důvod: fyzika a
kvantové poč́ıtáńı.

bSlogan: skalárńı součin je ḿıra
”
odchylky“ dvou vektor̊u.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Popis obecných skalárńıch součinů v prostorech Rn.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Definice (reálný skalárńı součin)

At’ L je lineárńı prostor nad R. Funkci x´ | ´y : Lˆ LÑ R ř́ıkáme
skalárńı součin,a pokud plat́ı následuj́ıćı, pro libovolné vektory ~x , ~y :

1 Komutativita: x~x | ~yy “ x~y | ~xy.

2 Linearita ve druhé soǔradnici: zobrazeńı x~x | ´y : LÑ R je
lineárńı.

3 Positivńı definitnost: x~x | ~xy ě 0, x~x | ~xy “ 0 iff ~x “ ~o.

aNaše značeńı pro skalárńı součin je obvyklé ve fyzice (tzv bra-ket notation
nebo Diracova notace) a má jisté výhody. Značeńı ~x ¨ ~y pro skalárńı součin
nebudeme použ́ıvat! Důvod: p̌ret́ıžeńı značky ¨ pro součin.

Poznámka (skalárńı součin pro prostory nad C)

V p̌ŕıpadě lineárńıho prostoru nad C mluv́ıme o skalárńım součinu,
pokud x´ | ´y : Lˆ LÑ C je positivně definitńı, lineárńı ve druhé
soǔradnici a ḿısto komutativity plat́ı rovnost x~x | ~yy “ x~y | ~xy.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklady skalárńıch součin̊u

1 Skalárńı součin v prostoru orientovaných úseček:
x~x | ~yy “ }~x} ¨ }~y} ¨ cosϕ, kde }~x} a }~y} jsou délky úseček ~x a
~y a ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı:a

ϕ

~x

~y

Tento skalárńı součin splňuje všechny ťri požadované
vlastnosti: je komutativńı, lineárńı ve druhé soǔradnici a
positivně definitńı.

aDůležitá poznámka: v daľśı části p̌rednášky ukážeme, že pro libovolný
skalárńı součin je možné definovat pojmy délky }~x} vektoru ~x (také: normy
vektoru ~x) a úhlu ϕ mezi dvěma vektory tak, že plat́ı rovnost
x~x | ~yy “ }~x} ¨ }~y} ¨ cosϕ.

V prostoru s obecným skalárńım součinem se tud́ıž budeme moci
”
chovat

stejně“ jako v klasické geometrii. Bude tak nap̌ŕıklad platit Pythagorova věta, a
podobně.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklady skalárńıch součin̊u (pokrač.)

2 Standardńı skalárńı součin v Rn: xx | yy “ xT ¨ y “
n
ÿ

i“1

xi ¨ yi .

3 Standardńı skalárńı součin neńı jediný skalárńı součin v Rn.

Nap̌ŕıklada x

ˆ

x1

x2

˙

|

ˆ

y1

y2

˙

y “ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2 je

skalárńı součin v R2. (Jde o úmorné, ale užitečné cvičeńı.)

4 Standardńı skalárńı součin v Cn: xx | yy “
n
ÿ

i“1

xi ¨ yi .

Pozor! Plat́ı rovnost xx | yy “ xy | xy, nikoli xx | yy “ xy | xy.

aK tomuto skalárńımu součinu se vrát́ıme koncem této p̌rednášky. Po p̌ŕı̌st́ı
p̌rednášce budeme schopni (témě̌r) okamžitě uvidět, že jde o skalárńı součin.
Budeme také schopni popsat všechny možné skalárńı součiny v prostoru Rn.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Tvrzeńı (nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski)

Plat́ı |x~x | ~yy| ď
b

x~x | ~xy ¨
b

x~y | ~yy.

Důkaz.

Plat́ı 0 ď x~x ` a~y | ~x ` a~yy “ x~x | ~xy
loomoon

C

`a 2x~x | ~yy
looomooon

B

`a2 x~y | ~yy
loomoon

A

, pro

každé a P R.

Tud́ıž B2 ´ 4AC ď 0, neboli B2 ď 4AC . Z toho nerovnost

|x~x | ~yy| ď
b

x~x | ~xy ¨
b

x~y | ~yy plyne okamžitě.

Jednoduchý, ale d̊uležitý d̊usledek: úhel mezi vektory

Pro nenulové ~x , ~y plat́ı ´1 ď
x~x | ~yy

b

x~x | ~xy ¨
b

x~y | ~yy
looooooooooomooooooooooon

“cosϕ pro jediné ϕ P r0;πs

ď 1. Úhlu ϕ

ř́ıkáme úhel mezi vektory ~x a ~y .
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Definice (norma vektoru)

Normu vektoru ~x definujemea jako }~x} “
a

x~x | ~xy.

aNerovnost C-S-B tedy můžeme zapsat jako |x~x | ~yy| ď }~x} ¨ }~y}.

Tvrzeńı (vlastnosti normy)

Plat́ı:

1 }~x} ě 0, }~x} “ 0 iff ~x “ ~o.

2 }a ¨ ~x} “ |a| ¨ }~x}.

3 Trojúhelńıková nerovnost: }~x ` ~y} ď }~x} ` }~y}.

Důkaz.

Jediná netriviálńı vlastnost je trojúhelńıková nerovnost. Upravujte:
}~x ` ~y}2 “ x~x ` ~y | ~x ` ~yy “ }~x}2 ` 2x~x | ~yy ` }~y}2 a použijte
nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski:
}~x}2 ` 2x~x | ~yy ` }~y}2 ď }~x}2 ` 2}~x} ¨ }~y} ` }~y}2 “ p}~x} ` }~y}q2.
Celkově: }~x ` ~y}2 ď p}~x} ` }~y}q2, tedy }~x ` ~y} ď }~x} ` }~y}.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Důsledek

Pro nenulová ~x , ~y plat́ı rovnost x~x | ~yy “ }~x} ¨ }~y} ¨ cosϕ.

Poznámka

Předchoźı důsledek je stejná rovnost, která plat́ı pro
”
klasický“

skalárńı součin v prostoru orientovaných úseček!

Definice (ortogonalita vektor̊u)

Pokud x~x | ~yy “ 0, mluv́ıme o ortogonálńıch (také: navzájem
kolmých) vektorech.

Několik poznámek o ortogonalitě

1 Něrekli jsme, že vektory ~x a ~y jsou na sebe kolmé, pokud
sv́ıraj́ı úhel π2 . Taková úvaha plat́ı pouze pro nenulové vektory.
Chceme ovšem hovǒrit i o nulovém vektoru, proto jsme
definovali kolmost rovnost́ı x~x | ~yy “ 0.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Několik poznámek o ortogonalitě (pokrač.)

2 Pozor: nulový vektor ~o je kolmý na každý vektor ~x .
Důvod: z definice skalárńıho součinu v́ıme, že zobrazeńı

x~x | ´y : LÑ R

je lineárńı. Proto x~x | ´y muśı poslat nulový vektor na nulový
vektor, neboli muśı platit rovnost

x~x | ~oy “ 0

Obráceně: jestliže ~x je kolmý na každý vektor, pak ~x “ ~o.
Důvod: podle p̌redpokladu je x~x | ~xy “ 0. Z definice
skalárńıho součinu plyne, že ~x “ ~o.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Několik poznámek o ortogonalitě (pokrač.)

3 Chceme-li pro nějaký vektor ~x ově̌rit, že x~x | ~vy “ 0 pro každý
vektor ~v ze spanpMq, stač́ı ově̌rit, že plat́ı x~x | ~my “ 0 pro
všechny vektory ~m z M.

Důvod: pro obecný vektor ~v ze spanpMq nastane jedna ze
dvou situaćı:

1 ~v “ ~o. Pak x~x | ~vy “ 0.

2 ~v “
n
ÿ

i“1

ai ¨ ~mi pro nějaká ai z R a nějaká ~mi z M. Pak

x~x | ~vy “ x~x |
n
ÿ

i“1

ai ¨ ~miy “

n
ÿ

i“1

ai ¨ x~x | ~miy

Jestliže tedy je x~x | ~miy “ 0 pro každé i , plat́ı x~x | ~vy “ 0.

Slogan: ortogonalitu stač́ı ově̌rovat pouze pro množinu
generátor̊u podprostoru.

Ortogonalitou se budeme podrobněji zabývat v p̌ŕı̌st́ıch
p̌rednáškách.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklady (geometrie prostoru se skalárńım součinem)

1 Kosinová věta: Nenulové vektory ~x a ~y určuj́ı trojúhelńık

ϕ

~x

~y

Plat́ı: }~x ´ ~y}2 “ }~x}2 ` }~y}2 ´ 2 ¨ x~x | ~yy
loooomoooon

2¨}~x}¨}~y}¨cosϕ

.

Př́ıpadu, kdy x~x | ~yy “ 0, se ř́ıká Pythagorova věta.

2 Rovnoběžńıková rovnost: Dva nenulové vektory ~x a ~y určuj́ı
strany rovnoběžńıka s úhlop̌ŕıčkami ~x ´ ~y a ~x ` ~y .

~x

~y

Plat́ı: }~x ´ ~y}2 ` }~x ` ~y}2 “ 2p}~x}2 ` }~y}2q.

Upravujte:
}~x ´ ~y}2 ` }~x ` ~y}2 “ x~x ´ ~y | ~x ´ ~yy ` x~x ` ~y | ~x ` ~yy “ . . .
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Poznámky (vztah skalárńıho součinu, normy a metriky)

Skalárńı součin indukuje normu a ta indukuje metriku (také:
distanci) na množině L. Jde o funkci d : Lˆ LÑ R, která splňuje:

1 dp~x , ~yq ě 0, rovnost nastává právě tehdy, když ~x “ ~y .

2 dp~x , ~yq “ dp~y , ~xq.

3 dp~x , ~yq ď dp~x , ~zq ` dp~z , ~yq.

Stač́ı definovat dp~x , ~yq “ }~x ´ ~y}.
O prostoru L s metrikou d mluv́ıme jako o metrickém lineárńım
prostoru.
Pro lineárńı prostory plat́ı:a skalárńı součin ù norma ù metrika.

aObrácené implikace neplat́ı. Nap̌ŕıklad dpx , yq “

"

1, když x ­“ y ,
0, když x “ y ,

je

metrika na R, která nevznikla z žádné normy na R (tj }x} “ dp0, xq neńı

norma). Norma }

ˆ

x1

x2

˙

} “ |x1| ` |x2| na R2 nevznikla z žádného skalárńıho

součinu na R2, protože nesplňuje rovnoběžńıkovou rovnost.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Poznámka

Předchoźı úvahy ř́ıkaj́ı, že prostory se skalárńım součinem se
chovaj́ı tak, jak jsme zvykĺı z klasické geometrie. Daľśı p̌ŕıklad
ukazuje, že klasická geometrie nemuśı být vždy vhodná.

Př́ıklad (nikoli positivně definitńı
”
skalárńı součin“)

Na R4 definujte x

¨

˚

˝

t
x
y
z

˛

‹

‚

|

¨

˚

˝

t 1

x 1

y 1

z 1

˛

‹

‚

y “ tt 1 ´ xx 1 ´ yy 1 ´ zz 1. Protože

x

¨

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‚

|

¨

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‚

y “ ´1, nejde o positivně definitńı
”
skalárńı součin“.

Tento
”
skalárńı součin“ je velmi důležitý v teorii relativity.

Př́ıslušnému pojmu
”
vzdálenosti“ vektor̊u x a y v R4 se ř́ıká

Lorentzova metrika Minkowského časoprostoru.a

aV tomto časoprostoru je rychlost světla c rovna 1.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklad (Lorentzova transformace)

Pohyb podsvětelnou rychlost́ı v ve směru osy x v Minkowského
časoprostoru je lineárńı zobrazeńı L : R4 Ñ R4, pro které plat́ı

t 1 “ γ ¨ pt ´ vxq
x 1 “ γ ¨ px ´ vtq
y 1 “ y
z 1 “ z

kde 0 ď v ă c “ 1 a γ “
1

b

1´ v 2
.

Vzhledem ke kanonické bázi R4 má zobrazeńı L matici

Λ “

¨

˚

˝

γ ´v ¨ γ 0 0
´v ¨ γ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

coshϕ ´ sinhϕ 0 0
´ sinhϕ coshϕ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‚

kde ϕ “ lnpγp1` vqq. Pohyb ve směru osy x podsvětelnou rychlost́ı
v v Minkowského časoprostoru lze tedy interpretovat jako rotaci
(v rovině dané osami t a x) o úhel ϕ v hyperbolické geometrii.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklad (rotace a standardńı skalárńı součin)

Připomenut́ı: rotace o úhel α je Rα : R2 Ñ R2, kdea

Rα “

ˆ

cosα ´ sinα
sinα cosα

˙

Potom plat́ı:

xRα ¨ x | Rα ¨ yy “ pRα ¨ xq
T ¨ pRα ¨ yq

“ xT ¨ RT
α ¨ Rα ¨ y

“ xT ¨ R´1
α ¨ Rα ¨ y

“ xT ¨ y

“ xx | yy

Tud́ıž plat́ı: }x} “ }Rα ¨ x} a }x´ y} “ }Rα ¨ x´ Rα ¨ y}.

Ukázali jsme: rotace zachovává standardńı skalárńı součin, normu a
metriku.

aPovšimněme si: RT
α “ R´1

α .
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Tvrzeńı

Pro matici A : Rn Ñ Rn jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:

1 A zachovává standardńı skalárńı součin v Rn.

2 A je regulárńı a plat́ı AT “ A´1.

Důkaz.

Z (1) plyne (2):a δij “ xei | ejy “ xA ¨ ei | A ¨ ejy “ eTi ¨A
T ¨A ¨ ej ,

takže AT ¨ A “ En.
Ze (2) plyne (1):
xA ¨x | A ¨yy “ xT ¨AT ¨A ¨y “ xT ¨A´1 ¨A ¨y “ xT ¨y “ xx | yy.

aPřipomenut́ı: pro Kronecker̊uv symbol δ plat́ı δij “ 0 pro i ­“ j a δii “ 1.

Poznámka (základńı transformace prostoru R2)

Projekce na osy a změna mě̌ŕıtka nezachovávaj́ı standardńı skalárńı
součin! Rotace skalárńı součin zachovávaj́ı (viz p̌redchoźı p̌ŕıklad).
Reflexe podle os x a y standardńı skalárńı součin zachovávaj́ı.
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Př́ıklad (netradičńı skalárńı součin v R2)

Pro x

ˆ

x1

x2

˙

|

ˆ

y1

y2

˙

y “ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2 v R2 plat́ı

rovnost x

ˆ

1
0

˙

|

ˆ

´1
1

˙

y “ 0.

To znamená, že náš skalárńı součin
”
vid́ı“ vektory

ˆ

1
0

˙

,

ˆ

´1
1

˙

jako navzájem kolmé:

To může být velmi praktické. Jak tedy rozpoznat obecný skalárńı
součin? Všimněme si, že náš součin je zadán jistou matićı G:

x

ˆ

x1

x2

˙

|

ˆ

y1

y2

˙

y “
`

x1 x2

˘

¨

ˆ

1 1
1 2

˙

looomooon

G

¨

ˆ

y1

y2

˙

“ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2
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Obecná fakta o skalárńım součinu
Geometrický význam obecných skalárńıch součin̊u v Rn

Co dál?

Budeme cht́ıt pochopit, které matice G zadávaj́ı skalárńı součiny
v prostoru Rn.

Uvid́ıme, že skalárńı součiny v Rn p̌resně odpov́ıdaj́ı matićım,
kterým ř́ıkáme positivně definitńı.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Charakterisace skalárńıch součin̊u v Rn

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 12.1, 12.2 a 12.3
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Dnešńı p̌rednáška

1 V této p̌rednášce (a ve všech p̌rednáškách týkaj́ıćıch se
skalárńıho součinu) se zamě̌ŕıme na lineárńı prostory nad R.

2 Charakterisace matic, které zadávaj́ı skalárńı součiny
v prostoru Rn.

3 Konstrukce skalárńıch součinů požadovaných vlastnost́ı.

Př́ı̌st́ı p̌rednášky ke skalárńımu součinu

1 Ortogonálńı báze a ortonormálńı báze.

2 Ortogonalisačńı proces a ortonormalisačńı proces.

3 Ortogonálńı projekce a ortogonálńı rejekce.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Připomenut́ı (dva r̊uzné skalárńı součiny v R2)

1 Standardńı skalárńı součin:

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “ x1y1 ` x2y2

“
`

x1 x2
˘

¨

ˆ

1 0
0 1

˙

looomooon

E2

¨

ˆ

y1
y2

˙

2

”
Nezvyklý“ skalárńı součin:

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2

“
`

x1 x2
˘

¨

ˆ

1 1
1 2

˙

looomooon

G

¨

ˆ

y1
y2

˙

V obou p̌ŕıpadech je součin zadán jistou matićı typu 2ˆ 2. Je to
náhoda?
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Co dál?

Ukážeme, že skalárńı součiny v Rn odpov́ıdaj́ı p̌resně těm
čtvercovým matićım, kterým ř́ıkáme positivně definitńı.

Definice (positivně definitńı matice)

Řekneme, že matice G typu nˆ n nad R je positivně definitńı, když
existuje matice R s lineárně nezávislými sloupci tak, že G “ RT ¨R.

Poznámky

1 Protože GT “ pRT ¨ RqT “ RT ¨ R “ G, je každá positivně
definitńı matice G symetrická.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Poznámky (pokrač.)

2 Positivně definitńı matice G zobecňuj́ı kladná reálná č́ısla:
matice R je

”
druhá odmocnina“a matice G.

Opravdu: Matice G “ pgq typu 1ˆ 1 je positivně definitńı
právě tehdy, když g ą 0.

1 At’ G “ pgq “ RT ¨R. Pak R “

¨

˚

˝

r1
...
rn

˛

‹

‚

a plat́ı g “ r21 ` ¨ ¨ ¨ ` r2n .

Protože jediný sloupec R muśı být lineárně nezávislý, je g ą 0.
2 Je-li g ą 0, plat́ı pgq “ p

?
gqT ¨ p

?
gq. Protože

?
g ą 0, je

jediný sloupec matice R “ p
?
gq lineárně nezávislý. Matice G

je tud́ıž positivně definitńı.

aJde jen o slogan: matice R neńı určena jednoznačně. Nap̌ŕıklad plat́ı

p4q “ p2qT ¨ p2q “

ˆ

2
0

˙T

¨

ˆ

2
0

˙

.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Věta (charakterisace positivně definitńıch matic)

Pro matici G “ pgijqi“1,...,n,j“1,...,n nad R jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 G je positivně definitńı.

2 Matice G je symetrická a determinanty všech matic
Gk “ pgijqi“1,...,k,j“1,...,k , kde 1 ď k ď n, jsou kladné.a

3 Matice G je symetrická a nerovnost xT ¨ G ¨ x ě 0 plat́ı pro
všechna x z Rn (rovnost plat́ı pouze pro x “ o).

4 Matice G je symetrická a charGpxq má všechny kǒreny reálné
a kladné.

5 Existuje regulárńı matice R tak, že plat́ı G “ RT ¨ R.

aTento test positivńı definitnosti budete využ́ıvat v analýze pro určováńı
lokálńıch minim funkćı v́ıce proměnných.

Důkaz.

Bez důkazu (je těžký, pro zájemce: Tvrzeńı 12.3.4 skript).
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Poznámka o Choleskyho faktorisaci — nepovinné

1 Připomenut́ı definice: G je positivně definitńı právě tehdy,
když G “ RT ¨ R, kde R má lineárně nezávislé sloupce.

2 Předchoźı věta: G je positivně definitńı právě tehdy, když
G “ RT ¨ R, kde R je regulárńı.

3 Ześıleńı věty: G je positivně definitńı právě tehdy, když
G “ RT ¨ R, kde R je regulárńı v horńım blokovém tvaru.

Rovnosti G “ RT ¨ R pro regulárńı matici R v horńım
blokovém tvaru se ř́ıká Choleskyho faktorisace matice G.
Př́ıklad Choleskyho faktorisace:

˜

1 2 8
2 8 12
8 12 27

¸

“

˜

1 2 3
0 2 3
0 0 3

¸T

¨

˜

1 2 3
0 2 3
0 0 3

¸

Choleskyho faktorisaci lze nalézt algoritmem, viz skripta,
Př́ıklad 12.3.6. Tento algoritmus je nepovinný.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklady

1 Protože En “ ET
n ¨ En, je jednotková matice En positivně

definitńı.

Připomeňme: En zadává standardńı skalárńı součin
xx | yy “ xT ¨ En ¨ y “ xT ¨ y v Rn.

2 Matice G “

ˆ

1 1
1 2

˙

je positivně definitńı podle p̌redchoźı

věty: G je symetrická a plat́ı nerovnosti detpG1q “ detp1q ą 0
a detpG2q “ detpGq ą 0.

Připomeňme: G zadává
”
nezvyklý“ skalárńı součin

xx | yy “ xT ¨ G ¨ y v R2.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklady (pokrač.)

3 Matice

G “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

neńı positivně definitńı podle p̌redchoźı věty: plat́ı
detpG1q ą 0, detpG2q ă 0, detpG3q ą 0, detpG4q ă 0.

Připomeňme (minulá p̌rednáška): G zadává
”
skalárńı součin“

xx | yy “ xT ¨ G ¨ y v Minkowského časoprostoru R4.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Věta (obecný tvar skalárńıho součinu v Rn)

1 At’ G je positivně definitńı matice typu n ˆ n nad R.
Potom maticový součin

xT ¨ G ¨ y

definuje skalárńı součin v Rn.

2 Každý skalárńı součin x´ | ´y v Rn definuje positivně
definitńıa matici G “ pgijqi“1,...,n,j“1,...,n, kde gij “ xei | ejy.
Potom plat́ı rovnost xx | yy “ xT ¨ G ¨ y.

aMatici G ř́ıkáme metrický tensor (také: Gramova matice) skalárńıho součinu
x´ | ´y.

Důkaz.

Přednáška.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklad (popis všech skalárńıch součin̊u v R2)

Matice G “

ˆ

a b
c d

˙

je positivně definitńı právě tehdy, když plat́ı:

1 G je symetrická matice, tj. když plat́ı c “ b.

2 detpG1q “ a ą 0 a detpG2q “ detpGq “ ad ´ b2 ą 0.

To znamená: výraz

ax1y1 ` bpx1y2 ` x2y1q ` dx2y2

zadává skalárńı součin x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y v R2 právě tehdy, když plat́ı

nerovnosti a ą 0 a ad ´ b2 ą 0.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklad (jednotková kružnice pro skalárńı součin v R2)

Pro positivně definitńıa matici G “

ˆ

a b
b d

˙

a p̌ŕıslušný skalárńı

součin x´ | ´y je množinab

t

ˆ

x1
x2

˙

| }

ˆ

x1
x2

˙

} “ 1u

jednotková kružnice. Rovnice této kružnice je

ax21 ` 2bx1x2 ` dx22 “ 1

a my ukážeme, že v bázi vlastńıch vektor̊u matice G, jde o elipsu.

aPřipomenut́ı: plat́ı a ą 0 a ad ´ b2
ą 0.

bPřipomenut́ı: } ´ } je norma vytvǒrená skalárńım součinem

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “
`

x1 x2
˘

¨

ˆ

a b
b d

˙

¨

ˆ

y1
y2

˙

.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklad (jednotková kružnice, pokrač.)

1 Positivně definitńı matice G “

ˆ

a b
b d

˙

má charakteristický

polynom charGpxq “ x2 ´ pa` dqx ` pad ´ b2q
s diskriminantem D “ pa´ dq2 ` 4b2 ě 0.

2 V p̌ŕıpadě D “ pa´ dq2 ` 4b2 “ 0 plat́ı b “ 0 a a “ d ą 0.

Pak matice G je diagonálńı, vlastńı vektory jsou e1 a e2 a
v bázi pe1, e2q má rovnice jednotkové kružnice tvar

x21 ` x22 “

ˆ

1
?
a

˙2
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklad (jednotková kružnice, pokrač.)

3 V p̌ŕıpadě D “ pa´ dq2 ` 4b2 ą 0 rozlǐśıme dva p̌ŕıpady:
1 b “ 0. Pak G je diagonálńı a a ­“ d . Vlastńı vektory G jsou e1

a e2 a v bázi pe1, e2q má rovnice jednotkové kružnice tvar
ˆ

x1
?
d

˙2

`

ˆ

x2
?
a

˙2

“

ˆ

1
?
ad

˙2

protože d ą 0, nebot’ G je positivně definitńı. Jde tedy o elipsu.
2 b ­“ 0. Matice G pak má dvě r̊uzné kladné vlastńı hodnoty

λ1 “
a` d `

?
D

2
λ2 “

a` d ´
?
D

2

V bázi pv1, v2q vlastńıch vektor̊u má rovnice jednotkové
kružnice tvar

ˆ

t1
?
λ2

˙2

`

ˆ

t2
?
λ1

˙2

“

ˆ

1
?
λ1λ2

˙2

Jde tedy o elipsu.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Připomenut́ı

Minulá p̌rednáška: každý skalárńı součin vytvá̌ŕı normu.
Je-li x´ | ´y skalárńı součin na Rn, pak

1 vektory x a y jsou ortogonálńı (také: navzájem kolmé), pokud
xx | yy “ 0,

2 norma (také: velikost) vektoru x je }x} “
b

xx | xy,

3 vektor x je normovaný, pokud }x} “ 1.

Tvrzeńı (kanonická báze Rn a standardńı skalárńı součin v Rn)

Pro standardńı skalárńı součin xx | yy “ xT ¨ y a kanonickou bázi

pe1, . . . , enq v Rn plat́ı:a xei | ejy “ eTi ¨ ej “ δij “

"

0, pro i ­“ j
1, pro i “ j

.

aTakovým báźım budeme ř́ıkat ortonormálńı a obecně je budeme studovat
p̌ŕı̌stě. To jest: vektory takové báze jsou na sebe navzájem kolmé a každý vektor
takové báze má normu 1.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Věta (každou bázi Rn lze považovat za ortonormálńı)

At’ pb1, . . . ,bnq je jakákoli uspǒrádaná báze Rn. Potom existuje
jediný skalárńı součin x´ | ´y takový, že xbi | bjy “ δij .

Důkaz.

Označme B “ pb1, . . . ,bnq, p̌ripomenut́ı (téma 5B):
TB ÞÑKn ¨ ei “ bi , čili TKn ÞÑB ¨ bi “ ei , pro vš i “ 1, . . . , n.

1 Existence hledaného skalárńıho součinu.
Definujte G “ pTKn ÞÑBq

T ¨ TKn ÞÑB . Potom matice G je
positivně definitńı a plat́ı

xbi | bjy “ bT
i ¨ G ¨ bj

“ bT
i ¨ pTKn ÞÑBq

T
loooooooomoooooooon

“pTKn ÞÑB ¨bi q
T“eTi

¨TKn ÞÑB ¨ bj
looooomooooon

“ej

“ eTi ¨ ej “ δij
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Důkaz (pokrač.)

2 Jednoznačnost hledaného skalárńıho součinu.
At’ bT

i ¨ G1 ¨ bj “ bT
i ¨ G2 ¨ bj “ δij . Ukážeme G1 “ G2.

Opravdu: plat́ı bT
i ¨ pG1 ´ G2q ¨ bj “ 0 pro vš. i , j .

To znamená pTB ÞÑKn ¨ ei q
T ¨ pG1 ´ G2q ¨ pTB ÞÑKn ¨ ejq “ 0 pro

vš. i , j , neboli eTi ¨ pTB ÞÑKnq
T ¨ pG1 ´G2q ¨TB ÞÑKn ¨ ej “ 0 pro

vš. i , j .

Ukázali jsme rovnost pTB ÞÑKnq
T ¨ pG1 ´ G2q ¨ TB ÞÑKn “ On,n.

Protože TB ÞÑKn i pTB ÞÑKnq
T jsou regulárńı, plat́ı

G1 ´ G2 “ On,n.

Tud́ıž G1 “ G2.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklad

Najděte skalárńı součin v R2 takový, aby vektory

ˆ

2
´3

˙

a

ˆ

5
´3

˙

byly navzájem kolmé a každý měl normu 1.
Obrázek:

Skalárńı součin nalezneme podle p̌redchoźıho tvrzeńı:

1 Pro TB ÞÑKn “

ˆ

2 5
´3 ´3

˙

jea pTB ÞÑKnq
´1 “

1

9
¨

ˆ

´3 ´5
3 2

˙

.

Tud́ıž G “ ppTB ÞÑKnq
´1qT ¨ pTB ÞÑKnq

´1 “
1

81
¨

ˆ

18 21
21 29

˙

.

aInversi matice TB ÞÑKn nalezneme nejrychleji pomoćı adjungované matice.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Př́ıklad (pokrač.)

2 Hledaný skalárńı součin je

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “
18

81
¨ x1y1 `

21

81
¨ x1y2 `

21

81
¨ x2y1 `

29

81
¨ x2y2.

3 x

ˆ

2
´3

˙

|

ˆ

5
´3

˙

y “

18

81
¨ 2 ¨ 5`

21

81
¨ 2 ¨ p´3q `

21

81
¨ p´3q ¨ 5`

29

81
¨ p´3q ¨ p´3q “ 0.

4 x

ˆ

2
´3

˙

|

ˆ

2
´3

˙

y “

18

81
¨ 2 ¨ 2`

21

81
¨ 2 ¨ p´3q `

21

81
¨ p´3q ¨ 2`

29

81
¨ p´3q ¨ p´3q “ 1.

5 x

ˆ

5
´3

˙

|

ˆ

5
´3

˙

y “

18

81
¨ 5 ¨ 5`

21

81
¨ 5 ¨ p´3q `

21

81
¨ p´3q ¨ 5`

29

81
¨ p´3q ¨ p´3q “ 1.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

K čemu jsou takové výpočty dobré?

Skalárńı součin

x

ˆ

x1
x2

˙

|

ˆ

y1
y2

˙

y “
18

81
¨ x1y1 `

21

81
¨ x1y2 `

21

81
¨ x2y1 `

29

81
¨ x2y2

z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu
”
vid́ı“

jako jednotkovou pravoúhlou śıt’.
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Positivně definitńı matice
Konstrukce speciálńıch skalárńıch součin̊u

Co zat́ım v Rn uḿıme

Pro zadanou bázi pb1, . . . ,bnq prostoru Rn uḿıme sestrojit skalárńı
součin x´ | ´y v Rn tak, že pb1, . . . ,bnq je ortonormálńı báze
vzhledem k x´ | ´y.

Př́ı̌stě se v Rn nauč́ıme

Pro zadanou bázi pb1, . . . ,bnq prostoru Rn a zadaný skalárńı součin
x´ | ´y v Rn nalezneme novou bázi pc1, . . . , cnq, která je
ortonormálńı vzhledem k x´ | ´y.

Hledaná báze bude nav́ıc splňovat rovnost
spanpb1, . . . ,bkq “ spanpc1, . . . , ckq pro všechna k “ 1, . . . , n.

K tomu bude zapoťreb́ı zavedeńı nových pojmů: ortogonálńı
projekce a ortogonálńı rejekce.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Ortogonalisace a ortogonálńı projekce

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 12.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Minulé p̌rednášky

1 Definice skalárńıho součinu v lineárńıch prostorech nad R.

2 Úplný popis skalárńıch součinů v prostoru Rn.

Dnešńı p̌rednáška

1 V této p̌rednášce (a ve všech p̌rednáškách týkaj́ıćıch se
skalárńıho součinu) se zamě̌ŕıme na lineárńı prostory nad R.

2 Ortogonálńı báze a ortonormálńı báze.

3 Ortogonálńı projekce. Ortogonalisace a ortonormalisace.

Důležitá aplikace — viz p̌ŕı̌st́ı p̌rednášku

1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Připomenut́ı vlastnost́ı ortogonality (minulé p̌rednášky)

Plat́ı-li 〈~x | ~y〉 = 0, ř́ıkáme, že vektory ~x a ~y jsou ortogonálńı
(také: navzájem kolmé).

1 Pozor: nulový vektor ~o je kolmý na každý vektor ~x .
Obráceně: jestliže ~x je kolmý na každý vektor, pak ~x = ~o.

2 Abychom ukázali, že rovnost 〈~x | ~v〉 = 0 plat́ı pro každý
vektor ~v ze span(M), stač́ı ukázat, že všechny vektory ~m z M
plat́ı rovnost 〈~x | ~m〉 = 0.

Speciálńı p̌ŕıpad výše uvedeného je:a

At’ (~b1, . . . , ~bk) je báze lineárńıho podprostoru W lineárńıho
prostoru L. Jestliže plat́ı 〈~x | ~bi 〉 = 0 pro všechna i = 1, . . . , k ,
potom plat́ı 〈~x | ~w〉 = 0 pro všechny vektory ~w z W .

aTento speciálńı p̌ŕıpad několikrát (bez daľśıch komentá̌r̊u) v dnešńı
p̌rednášce použijeme.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Tvrzeńı (lineárńı nezávislost ortogonálńı množiny vektor̊u)

At’ M je jakákoli množina nenulových vektor̊u s vlastnost́ı
〈~x | ~y〉 = 0 pro jakékoli r̊uzné vektory ~x , ~y z M.a Pak M je lineárně
nezávislá množina.

aTakové množině ř́ıkáme ortogonálńı množina.

Důkaz.

At’ {~x1, . . . , ~xn} je jakákoli konečná podmnožina M. At’
n∑

i=1

ai · ~xi = ~o. Pro libovolné pevné i0 ∈ {1, . . . , n} plat́ı:

0 = 〈~xi0 | ~o〉 = 〈~xi0 |
n∑

i=1

ai · ~xi 〉 =
n∑

i=1

ai · 〈~xi0 | ~xi 〉 = ai0 · 〈~xi0 | ~xi0〉.

Protože ~xi0 6= ~o, plat́ı〈~xi0 | ~xi0〉 6= 0. Proto ai0 = 0.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Několik slogan̊u

1 Jestliže dim(L) = n, potom každá ortogonálńı množina v L
má nejvýše n prvk̊u.

Slogan: v prostoru dimense n může existovat maximálně n
navzájem na sebe kolmých nenulových vektor̊u.

2 Ortogonálńı množině v L, která tvǒŕı bázi L, ř́ıkáme
ortogonálńı báze.

Slogan:a ortogonálńı báze je pravoúhlý soǔradnicový systém.

3 Každou bázi (~b1, . . . , ~bn) lze normalisovat: v bázi

(
~b1

‖~b1‖
, . . . ,

~bn

‖~bn‖
) maj́ı všechny vektory normu 1.

Slogan: normálńı báze má jednotkové úseky na jednotlivých
soǔradnicových osách.

aPozor: jde jen o slogan. V́ıme, že nap̌ŕıklad leckterý skalárńı součin v rovině
může jako ortogonálńı vidět vektory, které

”
ve skutečnosti“ nesv́ıraj́ı pravý úhel.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Definice (ortonormálńı báze, čili normálńı a ortogonálńı báze)

Bázi (~b1, . . . , ~bn) prostoru se skalárńım součinem, která splňuje
rovnost 〈~bi | ~bj〉 = δij ,

a ř́ıkáme ortonormálńı.

aKronecker̊uv symbol δ splňuje: δii = 1, δij = 0 pro i 6= j .

Poznámky

1 Kanonická báze (e1, . . . , en) prostoru Rn je ortonormálńı
vzhledem ke standardńımu skalárńımu součinu.

2 Pro jakoukoli bázi (b1, . . . ,bn) prostoru Rn existuje
jednoznačně určený skalárńı součin, ve kterém je tato báze
ortonormálńı (viz minulou p̌rednášku).

Stejnou větu lze dokázat pro obecné prostory nad R konečné
dimense. To dokazovat nebudeme.

3 Ortonormálńı báze jsou důležité: umožňuj́ı
”
zp̌ŕıjemnit“ řadu

výpočt̊u. Viz dále.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Tvrzeńı (výpočet soǔradnic v ortonormálńı bázi)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je ortonormálńı báze prostoru se skalárńım

součinem. Pak ~x =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi , čili coordB(~x) =

〈~b1 | ~x〉...

〈~bn | ~x〉

.

Důkaz.

Definujeme: ~y =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi . Muśıme ukázat: ~y = ~x .

Pro libovolné pevné i0 ∈ {1, . . . , n} plat́ı:

〈 ~bi0 | ~y〉 = 〈 ~bi0 |
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi 〉 =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bi0 | ~bi 〉 = 〈~bi0 | ~x〉.

Takže 〈~bi0 | ~x − ~y〉 = 0, pro libovolné pevné i0 ∈ {1, . . . , n}.
Kdyby ~x − ~y 6= ~o, byla by (n + 1)-prvková množina nenulových
vektor̊u {~x − ~y , ~b1, . . . , ~bn} lineárně nezávislá.
To neńı možné: proto je ~y = ~x .
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Důsledek (skalárńı součin v ortonormálńı bázi)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je ortonomálńı báze prostoru se skalárńım

součinem. Pak plat́ı:a 〈~x | ~y〉 =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bi | ~y〉.

aPodle p̌redchoźıho to znamená: 〈~x | ~y〉 = xT · y, kde coordB(~x) = x a
coordB(~y) = y. Slogan: skalárńı součin v ortonormálńı bázi se poč́ıtá jako
standardńı skalárńı součin soǔradnic.

Důkaz.

〈~x | ~y〉 = 〈
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉 · ~bi |
n∑

j=1

〈~bj | ~y〉 · ~bj〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bj | ~y〉 · 〈~bi | ~bj〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bj | ~y〉 · δij =

n∑
i=1

〈~bi | ~x〉 · 〈~bi | ~y〉.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Poznámka pro ty, ktěŕı chtěj́ı vidět souvislosti (nepovinné)

Předchoźı dvě tvrzeńı (výpočet soǔradnic v ortonormálńı bázi a
výpočet skalárńıho součinu v ortonormálńı bázi) jsou pouhou
instanćı toho, že pro ortonormálńı bázi B = (~b1, . . . , ~bn) prostoru L
tvǒŕı seznam

B∗ = (〈~b1 | −〉, . . . , 〈~bn | −〉)

bázi duálńıho prostoru L∗, která je duálńı báźı k bázi B.

V́ıce se lze dozvědět v kapitole 3.5 skript.

Zde se objevuj́ı výhody Diracovy (také: bra-ket) notace pro skalárńı
součin. Ve fyzice se vektor ~x často ṕı̌se jako |~x〉 (čteme: ket ~x).
Př́ıslušný kovektor se ṕı̌se jako 〈~x | (čteme: bra ~x). Skalárńı součin
〈~x | ~y〉 je pak aplikaćı kovektoru 〈~x | na vektor |~y〉. Tud́ıž 〈~x | ~y〉 je
bra-keta ~x a ~y .

aSamožrejmě: bra-ket je jazyková ȟŕıčka, správně by mělo být bracket.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Daľśı d̊usledek (úhly vektoru se soǔradnicovými osami)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je ortonormálńı báze prostoru se skalárńım
součinem. At’ vektor ~x je nenulový. Potom pro úhel ϕi0 , který

vektor ~x sv́ırá se soǔradnicovou osou ~bi0 , plat́ı rovnosta

cosϕi0 =
〈~bi0 | ~x〉
‖~x‖

. Nav́ıc plat́ı
n∑

i=1

cos2 ϕi = 1.

aVšimněme si: tvrd́ıme, že 〈~bi0 | ~x〉, tj. i0-tá soǔradnice vektoru ~x vzhledem
k bázi B, se poč́ıtá jako součin ‖~x‖ · cosϕi0 . To je zobecněńı známého faktu
z elementárńı geometrie roviny (viz daľśı stranu).

Důkaz.

Protože 〈~bi0 | ~x〉 = ‖~bi0‖︸ ︷︷ ︸
=1

·‖~x‖ · cosϕi0 , plat́ı cosϕi0 =
〈~bi0 | ~x〉
‖~x‖

.

Dále:
n∑

i=1

cos2 ϕi =
n∑

i=1

〈~bi | ~x〉2

‖~x‖2
=

n∑
i=1

〈~bi | ~x〉2

‖~x‖2
=
〈~x | ~x〉
‖~x‖2

= 1.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Předchoźı tvrzeńı v rovině s ortonormálńı báźı (e1, e2)

e1

e2

x

〈e1 | x〉

〈e2 | x〉

ϕ1

ϕ2

cosϕ1 =
orientovaná délka p̌rilehlé odvěsny

délka p̌repony
=
〈e1 | x〉
‖x‖

cosϕ2 =
orientovaná délka p̌rilehlé odvěsny

délka p̌repony
=
〈e2 | x〉
‖x‖

ϕ1 + ϕ2 =
π

2
, čili cosϕ2 = cos

(π
2
− ϕ1

)
= sinϕ1

Tud́ıž cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 = cos2 ϕ1 + sin2 ϕ1 = 1.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Ortogonálńı projekce na p̌ŕımku a ortogonálńı rejekce
p̌ŕımkou
At’ ~s 6= ~o je vektor v prostoru L se skalárńım součinem 〈− | −〉.
Potom pro každý vektor ~x plat́ı:

1 Vektor 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s zjevně lež́ı na p̌ŕımce span(~s).

2 Vektor ~x − 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s je kolmý na p̌ŕımku ~s, protože plat́ı

〈~s | ~x − 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s〉 = 〈~s | ~x〉 − 〈~s | ~x〉 · 〈~s|~s〉〈~s|~s〉︸︷︷︸
=1

= 0

Dostáváme tedy ortogonálńı rozklada vektoru ~x :

~s

〈~s|~x〉
〈~s|~s〉 · ~s︸ ︷︷ ︸

ortogonálńı projekce na p̌ŕımku span(~s)

~x − 〈~s|~x〉〈~s|~s〉 · ~s︸ ︷︷ ︸
ortogonálńı rejekce p̌ŕımkou span(~s)

~x

aSlovńık: projekce=proḿıtnut́ı, rejekce=odḿıtnut́ı.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Zobecněńı: projekce na podprostor a rejekce podprostorem

At’ W je podprostor lineárńıho prostoru L se skalárńım součinem,
at’ ~x je libovolný vektor v L.
Vektoru projW (~x), který lež́ı ve W a pro který je ~x − projW (~x)
kolmý na všechny vektory z W , ř́ıkáme ortogonálńı projekce
vektoru ~x na podprostor W .

~x

projW (~x)

~x − projW (~x)

W

Vektoru ~x − projW (~x) budeme ř́ıkat ortogonálńı rejekce vektoru ~x
podprostorem W a budeme jej značit rejW (~x).
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Ortogonálńı rejekce je
”
nejkraťśı“ ze všech rejekćı

Pro jakýkoli vektor ~x , který nelež́ı ve W , a pro jakýkoli vektor ~w ,
který ve W lež́ı, vzniká pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami
projW (~x)− ~w a ~x − projW (~x), a s p̌reponou ~x − ~w .

~x

projW (~x)

~w

W

D́ıky Pythagorově větě tedy pro všechny vektory ~w z W plat́ıa

‖~x−projW (~x)‖2 ≤ ‖~x−projW (~x)‖2+‖projW (~x)− ~w‖2︸ ︷︷ ︸
≥0

= ‖~x−~w‖2

aNa této nerovnosti je založena metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, viz téma 11A.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Věta (ortogonálńı projekce na podprostor s ortogonálńı báźı)
At’ M = {~u1, . . . , ~uk} je konečná neprázdná ortogonálńı množina
vektor̊u. Označme W = span(M). Pro libovolný vektor ~x je

projW (~x) =
k∑

i=1

projspan(~ui )(~x) =
k∑

i=1

〈~ui | ~x〉
〈~ui | ~ui 〉

· ~ui

ortogonálńı projekce vektoru ~x na podprostor W .
Důkaz.
Evidentně: projW (~x) lež́ı ve W .
Pro každé i0 = 1, . . . , k plat́ı 〈~ui0 | ~x − projW (~x)〉 = 0, protože:

〈~ui0 | ~x − projW (~x)〉 = 〈~ui0 | ~x〉 − 〈~ui0 | projW (~x)〉 =

〈~ui0 | ~x〉 − 〈~ui0 |
k∑

i=1

〈~ui | ~x〉
〈~ui | ~ui 〉

· ~ui 〉 =

〈~ui0 | ~x〉−
k∑

i=0

〈~ui | ~x〉
〈~ui | ~ui 〉

· 〈~ui0 | ~ui 〉 = 〈~ui0 | ~x〉− 〈~ui0 | ~x〉 = 0.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Ortogonalisačńı proces (Gram-Schmidt)

Každou bázi B = (~b1, . . . , ~bn) prostoru se skalárńım součinem lze
p̌revést na bázi C = (~c1, . . . , ~cn) s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1 C je ortogonálńı, tj 〈~ci | ~cj〉 = 0 pro i 6= j .

2 Pro každé k ∈ {1, . . . , n} plat́ı
span{~b1, . . . , ~bk} = span{~c1, . . . , ~ck}.

Důkaz.

Definujemea

~c1 := ~b1, ~ck+1 := rejspan{~c1,...,~ck}(
~bk+1)︸ ︷︷ ︸

rejekce vektoru ~bk+1 podprostorem span{~c1, . . . , ~ck}

D́ıky definici je splněno span{~b1, . . . , ~bk} = span{~c1, . . . , ~ck}, pro
každé k ∈ {1, . . . , n}.
Prvńı podḿınka je splněna z definice ortogonálńı rejekce.

aSlogan: Gram-Schmidt je posloupnost postupných ortogonálńıch rejekćı.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Poznámka (ortonormalisačńı proces)

Pokud je C = (~c1, . . . , ~cn) ortogonálńı bázea prostoru L, je seznam

(
~c1
‖~c1‖

, . . . ,
~cn
‖~cn‖

) ortonormálńı báze prostoru L (tj je ortogonálńı a

norma každého prvku je 1):

〈
~ci
‖~ci‖

|
~cj
‖~cj‖
〉 =

1

‖~ci‖ · ‖~cj‖
· 〈~ci | ~cj〉 = δij

Každou konečnou bázi B v prostoru se skalárńım součinem tedy lze
ortonormalisovat:

1 Nejprve provedeme Gram-Schmidt̊uv ortogonalisačńı proces na
bázi B. Dostaneme ortogonálńı bázi C .

2 Ortogonálńı bázi C znormalisujeme výše uvedeným postupem.

aEvidentně pro každé i plat́ı ‖~ci‖ 6= 0, protože C je báze.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Př́ıklad (ortogonalisace vektor̊u — Gram-Schmidt)

Vektory b1 =


1
1
1
1

, b2 =


0
1
1
1

 a b3 =


0
0
1
1

 jsou lineárně

nezávislé v R4. Př́ıslušnou bázi (b1,b2,b3) podprostoru W dimense
3 označ́ıme B.

Báze B neńı ortogonálńı vzhledem ke standardńımu skalárńımu
součinu v R4. Bázi B nyńı ortogonalisujeme. Výsledné vektory
v nové (ortogonálńı) bázi označ́ıme c1, c2, c3. Budeme postupovat
Gram-Schmidtovou metodou.

1 Prvńı vektor: c1 = b1 =


1
1
1
1

.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Př́ıklad (pokrač.)

2 Druhý vektor: spočteme

b2 − projspan{c1}(b2) =


0
1
1
1

− 3
4 ·


1
1
1
1

 =


−3

4
1
4
1
4
1
4

.

Užitečný trik: protože skalárńı násobek neměńı ortogonalitu,

polož́ıme c2 = 4 ·


−3

4
1
4
1
4
1
4

 =


−3
1
1
1

.

T́ım se zbav́ıme pozděǰśıch nep̌ŕıjemných výpočt̊u se zlomky.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 10B-2024: Ortogonalisace a ortogonálńı projekce 19/21



Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Př́ıklad (pokrač.)

3 Třet́ı vektor: spočteme

b3 − projspan{c1,c2}(b3) =


0
0
1
1

− 2
4 ·


1
1
1
1

− 2
12 ·


−3
1
1
1

 =


0
−2

3
1
3
1
3



Opět se zbav́ıme zlomk̊u: c3 = 3 ·


0
−2

3
1
3
1
3

 =


0
−2
1
1

.

Výpočet je u konce: seznam (c1, c2, c3) je hledaná ortogonálńı
báze.
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Ortogonálńı množiny a ortogonálńı báze
Ortogonálńı projekce

Př́ıklad (normalisace ortogonálńı báze)

Normalisace ortogonálńı báze c1 =


1
1
1
1

, c2 =


−3
1
1
1

,

c3 =


0
−2
1
1

 podprostoru W v prostoru R4 se standardńım

skalárńım součinem je tvǒrena vektory

c1
‖c1‖

=
1

2
·


1
1
1
1

 ,
c2
‖c2‖

=
1√
12
·


−3
1
1
1

 ,
c3
‖c3‖

=
1√
6
·


0
−2
1
1


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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Matice ortogonálńı projekce a metoda
nejmenš́ıch čtverc̊u

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 12.4 a Dodatku C
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Minulá p̌rednáška

1 Ortogonalisačńı proces (Gram-Schmidt).

2 Ortogonálńı projekce a ortogonálńı rejekce.

3 Ortogonálńı projekce na podprostor s ortogonálńı báźı.

Dnešńı p̌rednáška

V této p̌rednášce se zamě̌ŕıme pouze na lineárńı prostory Rn nad R.

1 Výpočet matice ortogonálńı projekce na podprostor
(s libovolnou báźı) v Rn.

2 Charakterisace matic ortogonálńıch projekćı v Rn.

3 Aplikace projekćı na řešeńı soustav lineárńıch rovnic (metoda
nejmenš́ıch čtverc̊u).a

aBudeme se věnovat pouze nejjednoduš̌śı formě metody nejmenš́ıch čtverc̊u
v Rn se standardńım skalárńım součinem. Vše je podrobně popsáno v tomto
výtahu z p̌rednášky.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Připomenut́ı: projekce na podprostor a rejekce podprostorem

At’ W je podprostor lineárńıho prostoru L se skalárńım součinem,
at’ ~x je libovolný vektor v L.
Vektoru projW (~x), který lež́ı ve W a pro který je ~x − projW (~x)
kolmý na všechny vektory z W , ř́ıkáme ortogonálńı projekce
vektoru ~x na podprostor W .

~x

projW (~x)

~x − projW (~x)

W

Vektoru ~x − projW (~x) ř́ıkáme ortogonálńı rejekce vektoru ~x
podprostorem W a znač́ıme jej rejW (~x).a

aSlovńık: projekce=proḿıtnut́ı, rejekce=odḿıtnut́ı.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Ortogonálńı rejekce je
”
nejkraťśı“ ze všech rejekćı

Pro jakýkoli vektor ~x , který nelež́ı ve W , a pro jakýkoli vektor ~w ,
který ve W lež́ı, vzniká pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami
projW (~x)− ~w a ~x − projW (~x), a s p̌reponou ~x − ~w .

~x

projW (~x)

~w

W

D́ıky Pythagorově větě tedy pro všechny vektory ~w z W plat́ıa

‖~x−projW (~x)‖2 ≤ ‖~x−projW (~x)‖2+‖projW (~x)− ~w‖2︸ ︷︷ ︸
≥0

= ‖~x−~w‖2

aNa této nerovnosti je založena metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, viz cvičeńı a
druhá část této p̌rednášky.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 11A-2024: Projekce a metoda nejmenš́ıch čtverc̊u 4/21



Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Projekce na podprostor, u kterého neznáme ortogonálńı bázi

1 V obecném p̌ŕıpadě je vždy možno nejprve obecnou bázi
ortogonalisovat (Gram-Schmidt) a poté použ́ıt vzorec pro
projekci na podprostor s ortogonálńı báźı.

2 V p̌ŕıpadě Rn lze využ́ıt znalosti metrického tensoru, viz ńıže.

Tvrzeńı

At’ W je podprostor prostoru Rn se skalárńım součinem zadaným
metrickým tensorem G. At’ vektory a1, . . . , ak tvǒŕı jakoukoli bázi
podprostoru W . Označme jako A = (a1, . . . , ak) p̌ŕıslušnou matici.
Potoma

projW (x) = A · (AT · G · A)−1 · AT · G · x
aTento divoký vzorec má krotkou podobu pro standardńı skalárńı součin:

plat́ı projW (x) = A · (AT · A)−1 · AT · x, protože G = En.

Důkaz.

Přednáška.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (výpočet matice ortogonálńı projekce)

V prostoru R3 se standardńıma skalárńım součinem nalezněte

matici projekce na rovinu W = span(

(
1
1
1

)
,

(
1
1
0

)
). V́ıme: pro

A =

(
1 1
1 1
1 0

)
, je PW = A · (AT · A)−1 · AT matice ortogonálńı

projekce na W .

PW =

(
1 1
1 1
1 0

)
·
(

3 2
2 2

)−1

·
(

1 1 1
1 1 0

)
=

1

2
·

(
1 1 0
1 1 0
0 0 2

)
.

Nap̌ŕıklad projekci vektoru

(
−20

4
6

)
na W spoč́ıtáme součinem

1

2
·

(
1 1 0
1 1 0
0 0 2

)
·

(
−20

4
6

)
=

(
−8
−8
6

)
= 6 ·

(
1
1
1

)
+ (−14) ·

(
1
1
0

)
.

aMetrický tensor tedy je G = E3.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (výpočet matice ortogonálńı projekce)

V prostoru R2 se skalárńım součinem s metrickým tensorema

G =

(
1 1
1 2

)
spočtěte matici projekce na p̌ŕımku W = span(

(
1
1

)
).

V́ıme: pro A =

(
1
1

)
, je PW = A · (AT · G · A)−1 · AT · G matice

ortogonálńı projekce.

Tud́ıž je

PW =

(
1
1

)
·((1 1) ·

(
1 1
1 2

)
·
(

1
1

)
)−1 (1 1) ·

(
1 1
1 2

)
=

1

5
·
(

2 3
2 3

)
.

Nap̌ŕıklad projekci vektoru

(
4
6

)
na W spoč́ıtáme součinem

1

5
·
(

2 3
2 3

)
·
(

4
6

)
=

1

5
·
(

26
26

)
=

26

5
·
(

1
1

)
.

aJde o nestandardńı skalárńı součin: to znamená, že jde o ortogonálńı
projekci vzhledem ke skalárńımu součinu 〈x | y〉 = xT · G · y.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Věta (charakterisace matic ortogonálńıch projekćı)

At’ Rn je vybaven skalárńım součinem 〈− | −〉 s metrickým
tensorem G. Pro matici P : Rn → Rn je ekvivalentńı:

1 P je matice ortogonálńı projekce na podprostor im(P)
dimense k .

2 rank(P) = k a plat́ı P2 = P a 〈P · x | y〉 = 〈x | P · y〉.

Důkaz.

Přednáška.

Poznámka

Pro standardńı skalárńı součin v Rn (tj. pro G = En) lze druhou
podḿınku p̌reformulovat takto:

2 rank(P) = k a plat́ı P2 = P a PT = P.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Úvaha o bodech na p̌ŕımce

At’ {x1, x2, . . . , xn} je alespoň dvouprvková množina reálných č́ısel.
Body (

x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
, . . . ,

(
xn
yn

)
v R2 lež́ı na p̌ŕımce tvaru y = ax + b právě tehdy, když soustava
rovnic 

x1 1 y1
x2 1 y2
...

...
...

xn 1 yn


nad R má řešeńı

(
a
b

)
.

Důležité pozorováńı: protože {x1, x2, . . . , xn} je alespoň
dvouprvková množina reálných č́ısel, má matice výše uvedené
soustavy hodnost 2.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Úvaha o bodech na p̌ŕımce (pokrač.)

At’ {x1, x2, . . . , xn} je alespoň dvouprvková množina reálných č́ısel.
Co dělat, když body (

x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
, . . . ,

(
xn
yn

)
v R2 na p̌ŕımce tvaru y = ax + b nelež́ı?
Lze nalézt p̌ŕımku tvaru y = ax + b, která je (pro zadané body)
nejlepš́ı možnou volbou?a

Důležité pozorováńı: soustava rovnic
x1 1 y1
x2 1 y2
...

...
...

xn 1 yn


řešeńı ḿıt nemůže, hodnost matice soustavy je ale stále 2.

aZat́ım nev́ıme, co mysĺıme slovem nejlepš́ı. Pravděpodobně chceme
minimalisovat chybu, které se dopust́ıme.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad

Tři body

(
3
6

)
,

(
4
9

)
,

(
5

10

)
v R2 na p̌ŕımce nelež́ı.a

Označme soustavu

(
3 1 6
4 1 9
5 1 10

)
jako (A | b).

V́ıme:

1 (A | b) nemá řešeńı, tj. vektor b nelež́ı v prostoru W = im(A).

2 Sloupce matice A tvǒŕı bázi prostoru W .

3 Soustava (AT · A | AT · b) má právě jedno řešeńı, protože
AT · A je positivně definitńı (tud́ıž regulárńı).
Označme toto řešeńı x̂. Plat́ı tedy x̂ = (AT · A)−1 · AT · b.

4 Matice PW ortogonálńı projekce na W je tvaru
PW = A · (AT · A)−1 · AT . Tud́ıž A · x̂ = PW · b.

5 Takže: ‖rejW (b)‖2 = ‖b− A · x̂‖2 ≤ ‖b− A · x‖2 pro vš x.
To je ono: minimalisovali jsme čtverec chyby ‖b− A · x‖.

aBody na prvńı pohled
”
témě̌r“ lež́ı na p̌ŕımce y = 2x .
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (pokrač.)
Vy̌reš́ıme tedy soustavu (A | b) =

(
3 1 6
4 1 9
5 1 10

)
metodou

nejmenš́ıch čtverc̊u.a

1 Soustava (AT · A | AT · b) má tvar

(
50 12 104
12 3 25

)
a má

jediné řešeńı

(
2

1/3

)
.

2 Hledaná p̌ŕımka má tvar y = 2x + 1
3 .

x

y
y = 2x + 1

3

aŘešeńım źıskáme
”
nejlepš́ı možnou“ p̌ŕımku, kterou lze proložit zadanými

body. Ř́ıká se j́ı regresńı p̌ŕımka.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (pokrač.)

Vektor

(
2

1/3

)
neńı řešeńım soustavy

(
3 1 6
4 1 9
5 1 10

)
.

Plat́ı

(
3 1
4 1
5 1

)
·
(

2
1/3

)
=

(
19/3
25/3
31/3

)
.

Čtverec chyby, které jsme se dopustili, je

‖

(
6
9

10

)
−

(
19/3
25/3
31/3

)
‖2 = ‖

(
−1/3
2/3
−1/3

)
‖2 = 2/3

a jde o nejmenš́ı čtverec chyby.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Řešeńı soustavy rovnic metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

At’ (A | b) je soustava nad R, kde matice A má lineárně nezávislé
sloupce. Řešeńı soustavy (A | b) metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
prob́ıhá následovně:

1 Protože A má lineárně nezávislé sloupce, je matice AT · A
positivně definitńı, tedy regulárńı.

2 Soustava (AT · A | AT · b) má tedy jediné řešeńı, označme
toto řešeńı x̂ = (AT · A)−1 · AT · b.
Tomuto jedinému řešeńı x̂ se ř́ıká řešeńı soustavy (A | b)
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Má to následuj́ıćı důvod:
1 Plat́ı rovnost A · x̂ = A · (AT · A)−1 · AT · b. To znamená, že

A · x̂ je ortogonálńı projekce vektoru b na im(A).
2 Protože ortogonálńı rejekce b− A · x̂ vektoru b podprostorem

im(A) je
”
nejkraťśı“ rejekćı vektoru b podprostorem im(A),

plat́ı ‖b− A · x̂‖2 ≤ ‖b− A · x‖2, pro každé x.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Ilustrace řešeńı soustavy (A | b) metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

b

A · x̂
A · x

im(A)

Pokud má matice soustavy (A | b) lineárně nezávislé sloupce,
potom plat́ı:

1 Soustava (A | b) má právě jedno řešeńı x̂ metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u.

2 Pro každé x plat́ı nerovnost ‖b− A · x̂‖2 ≤ ‖b− A · x‖2.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Daľśı pohled na řešeńı soustavy (A | b) metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u

Pro matici A = (a1, . . . , ak) s lineárně nezávislými sloupci tvǒŕı
seznam (a1, . . . , ak) uspǒrádanou bázi podprostoru W = im(A).

Řešeńı x̂ soustavy (A | b) metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je vektor
soǔradnic vektoru PW · b vzhledem k uspǒrádané bázi (a1, . . . , ak).

bb

A · x̂

a1

a2

im(A)
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (̌rešeńı soustavy rovnic metodou nejmenš́ıch čtverc̊u)

Soustava (A | b) =

(
1 1 2
1 1 3
1 0 2

)
nemá řešeńı (Frobeniova věta).

V našem p̌ŕıpadě: A =

(
1 1
1 1
1 0

)
, b =

(
2
3
2

)
, AT · A =

(
3 2
2 2

)
,

AT · b =

(
7
5

)
.

Soustava

(
3 2 7
2 2 5

)
má jediné řešeńı x̂ =

(
2

0.5

)
.

Protože A · x̂ =

(
2.5
2.5
2

)
, vektor x̂ neńı řešeńım soustavy (A | b).

Ovšem jakýkoli jiný vektor x by
”
dopadl ještě hů̌re“. Pro všechny

vektory x z R2 totiž plat́ı nerovnost

0.5 = ‖b− A · x̂‖2 ≤ ‖b− A · x‖2
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (proložeńı paraboly)

At’ {x1, x2, . . . , xn} je alespoň ťŕıprvková množina reálných č́ısel.
Body (

x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
, . . . ,

(
xn
yn

)
v R2 lež́ı na parabole tvaru y = ax2 + bx + c právě tehdy, když
soustava rovnic 

x2
1 x1 1 y1
x2
2 x2 1 y2
...

...
...

...
x2
n xn 1 yn


má řešeńı

(
a
b
c

)
.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (proložeńı paraboly, pokrač.)

Důležité pozorováńı: protože {x1, x2, . . . , xn} je alespoň ťŕıprvková
množina reálných č́ısel, má matice soustavy

x2
1 x1 1 y1
x2
2 x2 1 y2
...

...
...

...
x2
n xn 1 yn


hodnost 3.
Opravdu: at’ xi , xj , xk jsou ťri navzájem r̊uzné hodnoty z množiny
{x1, x2, . . . , xn}.
Potom ∣∣∣∣∣ x2

i xi 1
x2
j xj 1
x2
k xk 1

∣∣∣∣∣ = (xi − xk) · (xi − xk) · (xj − xk) 6= 0
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Př́ıklad (proložeńı paraboly, pokrač.)

At’ {x1, x2, . . . , xn} je alespoň ťŕıprvková množina reálných č́ısel.
Body (

x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
, . . . ,

(
xn
yn

)
v R2 lze proložit parabolu y = ax2 + bx + c , kde

(
a
b
c

)
je řešeńım

soustavy rovnic 
x2
1 x1 1 y1
x2
2 x2 1 y2
...

...
...

...
x2
n xn 1 yn


metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Ortogonálńı projekce v Rn

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v Rn se stand. skalárńım součinem

Závěrečná poznámka

Řešeńı soustav metodou nejmenš́ıch čtverc̊u má řadu aplikaćı. Je
základem regresńıch metod v matematické statistice, viz nap̌ŕıklad
knihu

Douglas C. Montgomery a George C. Runger, Applied
statistics and probability for engineers, 3.ed, John Wiley &
Sons, New York, 2003.

Historická poznámka

Autorem metody nejmenš́ıch čtverc̊u je německý matematik Karl
Friedrich Gauss (1777–1855). V roce 1801 Gauss tuto metodu
použil pro predikci dráhy planetky Ceres, která 40 dńı po objeveńı
zmizela evropským astronomům za Sluncem. Gauss p̌redpověděl
polohu, kde se planetka za 10 měśıc̊u opět objev́ı.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad a pseudoinverse

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitole 14 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Ćıle této p̌rednášky
1 Každá symetrická matice A : Rn → Rn má pouze reálné

vlastńı hodnoty a je diagonalisovatelná.a

Nav́ıc: vlastńı vektory symetrické matice tvǒŕı
”
hezkou bázi“

prostoru Rn.

2 Jako důsledek p̌redchoźıho ukážeme, že každou matici
M : Rs → Rr lze napsat jakob

M = USVT︸ ︷︷ ︸
SVD rozklad M

kde S je
”
diagonálńı“ a U−1 = UT a V−1 = VT .

3 Ukážeme aplikace SVD rozkladu.

aTento výsledek nebudeme dokazovat, vyžaduje hlubš́ı znalosti z reálné
analýzy.

bVýpočty z této p̌rednášky jsou časově velmi náročné. U ústńı zkoušky může
být vyžadováno základńı pochopeńı teorie (str 7 a 8 tohoto tématu), nikoli
výpočty.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Věta o hlavńıch osách (pro standardńı skalárńı součin)

Pro každou symetrickou reálnou matici A : Rn → Rn existuje
ortonormálńı báze Rn složená z vlastńıch vektor̊u matice A. Nav́ıc
matice A má pouze reálné vlastńı hodnoty.

Důkaz.

Bez důkazu (je těžký). Viz Důsledek 14.1.5 skript.

Vysvětleńı

A zobrazuje jednotkovou kouli na (p̌ŕıpadně degenerovaný) elipsoid.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Důsledek — SVD rozklad matice pro stand. skalárńı součin

Libovolnou matici M : Rs → Rr lze zapsat ve tvaru USVT , kde

1 V : Rs → Rs a U : Rr → Rr jsou ortogonálńı, tj. VT = V−1 a
UT = U−1.

2 S : Rs → Rr má na hlavńı diagonále kladná č́ısla
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σh (tzv. singulárńı hodnoty matice M), kde
h = rank(M). Všude jinde má matice S nuly.

Myšlenka d̊ukazu.
1 Matice A = MTM : Rs → Rs je symetrická. Jej́ı vlastńı

hodnoty jsou nezáporné. Sěrad’te je: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λs ≥ 0.
Označte p̌ŕıslušnou ortonormálńı bázi jako (v1, . . . , vs).

2 Definujte σ1 =
√
λ1, . . . , σs =

√
λs . Vyberte nenulová σi :

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σh > 0 a definujte ui = Mvi/σi pro
i = 1, . . . , h a doplňte na ortonormálńı bázi (u1, . . . ,ur ).
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklad (SVD rozklad)

Nalezneme SVD rozklad pro M =

(
14 4 11
−2 8 7

)
.

1 MTM =

(
14 −2
4 8

11 7

)
·
(

14 4 11
−2 8 7

)
=

(
200 40 140
40 80 100

140 100 170

)
2 Vlastńı hodnoty MTM jsou λ1 = 360, λ2 = 90, λ3 = 0.

Př́ıslušná ortonormálńı báze vlastńıch vektor̊u je

(

(
2/3
1/3
2/3

)
,

(
−2/3
2/3
1/3

)
,

(
1/3
−2/3
2/3

)
). Tud́ıž V =

(
2/3 −2/3 −1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)
.

3 Singulárńı hodnoty M jsou σ1 =
√
λ1 = 6

√
10,

σ2 =
√
λ2 = 3

√
10.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklad (SVD rozklad, pokrač.)

4 u1 = Mv1/σ1 a u2 = Mv2/σ2:

1

6
√

10
·
(

14 4 11
−2 8 7

)
·

(
2/3
1/3
2/3

)
=

(
3/
√

10

1/
√

10

)
1

3
√

10
·
(

14 4 11
−2 8 7

)
·

(
−2/3
2/3
1/3

)
=

(
−1/
√

10

3/
√

10

)
5 Plný SVD rozklad M je:(

14 4 11
−2 8 7

)
=

(
3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)
·
(

6
√

10 0 0

0 3
√

10 0

)
·

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)T
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Geometrie SVD rozkladu M = USVT

Matice V = (v1, . . . , vs) a U = (u1, . . . ,ur ) jsou tvǒreny vektory
nových ortonormálńıch báźı V a U prostor̊u Rs a Rr , ve kterých se
M : Rs → Rr jev́ı jako změna mě̌ŕıtka S : Rs → Rr .

Rs
TKs 7→V

// Rs S // Rr
TU 7→Kr // Rr

Protože TKs 7→V = (TV 7→Ks )
−1 = V−1 = VT a TU 7→Kr = U,

znázorňuje vrchńı obrázek opravdu

Rs VT
// Rs S // Rr U // Rr

A to je p̌resně SVD rozklad matice M.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 11B-2024: SVD rozklad a pseudoinverse 7/21



Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Geometrie SVD rozkladu M = USVT (pokrač.)

Obraz jednotkové koule v Rs p̌ri zobrazeńı x 7→Mx:

1 Rotace (p̌ŕıpadně nevlastńı) VT : Rs → Rs :

VT

2 Změna mě̌ŕıtka (p̌ŕıpadně i s degeneraćı) S : Rs → Rr :

S

3 Rotace (p̌ŕıpadně nevlastńı) U : Rr → Rr :

U
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Redukce SVD rozkladu a aproximace SVD rozkladem

Plný SVD rozklad USVT matice M hodnosti h lze psát jako

M =
h∑

j=1

σj · uj · vTj

kde uj jsou sloupce U a vj jsou sloupce V.
Částečné součty

Mk =
k∑

j=1

σj · uj · vTj

pro k ≤ h maj́ı hodnost k a plat́ı

‖M−Mk‖F = min {‖M− X‖F | X : Rs → Rr , rank(X) ≤ k}
kde

‖X‖F =

√√√√ s∑
j=1

xTj · xj =

√√√√ s∑
j=1

r∑
i=1

x2
ij

je Frobeniova norma matice X = (x1, . . . , xs) = (xij).
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklad

Pro M =

(
14 4 11
−2 8 7

)
lze psát jej́ı SVD rozklad

M =

(
3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)
·
(

6
√

10 0 0

0 3
√

10 0

)
·

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)T

jako

M = 6
√

10·
(

3/
√

10

1/
√

10

)
·(2/3 1/3 2/3)+3

√
10·
(
−1/
√

10

3/
√

10

)
·(−2/3 2/3 1/3)

a

M1 = 6
√

10 ·
(

3/
√

10

1/
√

10

)
· (2/3 1/3 2/3) =

(
18/15 9/15 18/15
6/15 3/15 6/15

)
Plat́ı ‖M−M1‖F

‖M‖F
=

3
√

10√
450
≈ 0.477
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Chyba p̌ri nahrazeńı částečným součtem SVD rozkladu

Plat́ı rovnost:

‖M−Mk‖F =
√
σ2
k+1 + . . .+ σ2

h

Speciálně:

‖M‖F =
√
σ2

1 + . . .+ σ2
h

Pod́ılu

‖M−Mk‖F
‖M‖F

=

√
σ2
k+1 + . . .+ σ2

h

σ2
1 + . . .+ σ2

h

ř́ıkáme relativńı změna matice M (p̌ri nahrazeńı M k-tým
částečným součtem jej́ıho SVD rozkladu).

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 11B-2024: SVD rozklad a pseudoinverse 11/21



Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad matice lze použ́ıt ke kompresi dat

Obrázek

lze zadat matićı

M =



0 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0 0
0 0.5 0 0 0 0 0.5 0

0.5 0 0 0 0 0 0 0.5
0.5 0 1 0 0 1 0 0.5
0.5 0 0 0 0 0 0 0.5
0.5 0 1 0 0 1 0 0.5
0.5 0 0 1 1 0 0 0.5
0 0.5 0 0 0 0 0.5 0
0 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0 0


kde 0 = b́ılá, 0.5 = šedá, 1 = černá.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad matice lze použ́ıt ke kompresi dat (pokrač.)

SVD rozklad matice M má tvar USVT , kde matice S je:

S =



2.57 0 0 0 0 0 0 0
0 1.61 0 0 0 0 0 0
0 0 1.13 0 0 0 0 0
0 0 0 1.00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


Ke kompresi stač́ı použ́ıt prvńı čty̌ri singulárńı hodnoty (prvky na
hlavńı diagonále S) matice M, protože pátá až osmá singulárńı
hodnota je rovna nule.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 11B-2024: SVD rozklad a pseudoinverse 13/21



Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad matice lze použ́ıt ke kompresi dat (pokrač.)

Obrázky pro prvńı čty̌ri aproximace matice M vypadaj́ı takto:

Relativńı změny matice M jsou následuj́ıćı:
‖M−M1‖F
‖M‖F

≈
√

1.612 + 1.132 + 1.002

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
≈ 0.65

‖M−M2‖F
‖M‖F

≈
√

1.132 + 1.002

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
≈ 0.45

‖M−M3‖F
‖M‖F

≈
√

1.002

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
≈ 0.30

‖M−M4‖F
‖M‖F

≈
√

0

2.572 + 1.612 + 1.132 + 1.002
= 0.00
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Co dělat, když matice A : Rs → Rr nemá inversi?

o

ker(A)
im(A+)

o

im(A)

ker(A+)

A+b

b

projim(A)(b)

rejim(A)(b)

Rs RrA+

A
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Tvrzeńı

At’ A : Rs → Rr je matice. Potom existuje nanejvýš jedna matice
A+ : Rr → Rs , která splňuje následuj́ıćı čty̌ri podḿınkya

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A, (AA+)T = AA+

aMatici A+, která tyto čty̌ri podḿınky splňuje, ř́ıkáme pseudoinverse matice
A.

Důkaz.

Bez důkazu (neńı těžký, ale neńı zaj́ımavý). Pro zájemce, viz
Tvrzeńı 14.4.1 skript.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklady pseudoinverśı

1 At’ A : Rn → Rn je regulárńı matice. Potom A+ = A−1.

Plat́ı totiž rovnosti:
1 AA−1A = A
2 A−1AA−1 = A−1

3 (A−1A)T = En = A−1A
4 (AA−1)T = En = AA−1

2 At’ Os,r : Rs → Rr . Potom (Os,r )+ = Or ,s .

Plat́ı totiž rovnosti:
1 Os,rOr ,sOs,r = Os,r

2 Or ,sOs,rOr ,s = Or ,s

3 (Or ,sOs,r )
T = Os,s = Or ,sOs,r

4 (Os,rOr ,s)T = Or ,r = Os,rOr ,s
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklady pseudoinverśı (pokrač.)

3 At’ A : Rk → Rn má hodnost k. Potom A+ = (ATA)−1AT .

Plat́ı totiž rovnosti:
1 A(ATA)−1ATA = A
2 (ATA)−1ATA(ATA)−1AT = (ATA)−1AT

3 ((ATA)−1ATA)T = (ATA)−1ATA
4 (A(ATA)−1AT )T = A(ATA)−1AT

Pozorováńı: v tomto p̌ŕıpadě plat́ı

AA+b = projim(A)(b)

To nás nep̌rekvapuje: tak jsme pseudoinversi vymysleli!
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Věta (nalezeńı pseudoinverse pomoćı SVD rozkladu)

At’ A = USVT je plný SVD rozklad matice A : Rs → Rr . Potom
plat́ı:

1 Matice

S+ = (
1

σ1
e1, . . . ,

1

σh
eh, o, . . . , o︸ ︷︷ ︸

(r − h)-krát

)

je pseudoinverse matice S.

2 Matice
A+ = VS+UT

je pseudoinverse matice A.

Důkaz.

Bez důkazu. Viz Důsledek 14.4.5 skript.
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Př́ıklad (výpočet pseudoinverse pomoćı SVD rozkladu)

Nalezneme M+ pro matici

M =

(
14 4 11
−2 8 7

)
Plný SVD rozklad matice M je roven(

3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)
·
(

6
√

10 0 0

0 3
√

10 0

)
·

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)T

a proto

M+ =

(
2/3 −2/3 1/3
1/3 2/3 −2/3
2/3 1/3 2/3

)
·

(
1/(6
√

10) 0

0 1/(3
√

10)
0 0

)
·
(

3/
√

10 −1/
√

10

1/
√

10 3/
√

10

)T

= 1
180 ·

(
10 −10
7 13
4 8

)
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Věta o hlavńıch osách a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Daľśı aplikace SVD rozkladu — nepovinné

1 Pseudoinverse matic souviśı s metodou nejmenš́ıch čtverc̊u,
viz Dodatek C skript.
Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u slouž́ı k

”
proložeńı optimálńı

ǩrivky“ namě̌renými daty s nejmenš́ı kvadratickou chybou.

2 Latentńı sémantické indexováńı databáźı (také: LSI), viz
Dodatek G skript.
Pro databáze lze vytvǒrit vektorový model a SVD rozklad lze
použ́ıt k vyhledáńı skrytých sémantických koncept̊u v databázi.

3 Analýza hlavńı komponenty (také: PCA), viz Dodatek G
skript.
Při analýze multidimensionálńıch dat lze objevit

”
hlavńı

komponenty dat“, tj. lze nalézt podstatné namě̌rené veličiny.

4 A mnoho daľśıch aplikaćı. . .
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Vzájemná poloha afinńıch podprostor̊u

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 7.1, 7.2
a 7.3 skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Co již v́ıme? (p̌rednášky z teorie soustav lineárńıch rovnic)
1 Pro A : Fs → Fr a b z Fr je obecné řešeńı soustavy Ax = b

tvaru p + ker(A).
Množina p + ker(A) je d-dimensionálńı afinńı podprostor (kde
d = def(A)) v prostoru Fs . Tato plocha procháźı bodem p.

2 Jakoukoli podmnožinu prostoru Fs tvaru p + W , kde W je
lineárńı podprostor prostoru Fs a p je bod Fs , lze považovat
za množinu řešeńı nějaké vhodné soustavy rovnic Ax = b.

Dnešńı p̌rednáška
1 Zamě̌ŕımea se na afinńı podprostory prostoru Rn nad R.

2 Budeme studovat vzájemnou polohu afinńıch podprostor̊u
prostoru Rn.

3 Porovnáme dva popisy afinńıch podprostor̊u: parametrický
zápis a rovnicový zápis.

aCelá dnešńı p̌rednáška projde v prostorech typu Fn nad F, kde F je těleso.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Definice

Množině p + W = {p + x | x ∈W }, kde W je lineárńı podprostor
prostoru Rn a p je bod z Rn, ř́ıkáme afinńı podprostor prostoru Rn.
Dimensea afinńıho prostoru p + W je č́ıslo dim(W ). Lineárńımu
prostoru W ř́ıkáme směr afinńıho podprostoru p + W .

aAfinńım podprostor̊um v Rn dimense 0 budeme ř́ıkat body, afinńım
podprostor̊um v Rn dimense 1 budeme ř́ıkat p̌ŕımky, afinńım podprostor̊um v Rn

dimense 2 budeme ř́ıkat roviny.

o

p

p + W
W
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklady afinńıch podprostor̊u prostoru R4

Množiny 1
−2
6
7

 ,

10
9
3
−1

+ span(

1
4
5
0

),

 1
7
−3
9

+ span(

 2
3
−2
0

 ,

 0
2
−2
0

)


1
6
0
1

+ span(


1
1
1
0

 ,


1
1
0
0

 ,


1
0
0
0

)

jsou afinńı podprostory prostoru R4. Jejich dimense jsou postupně
0, 1, 2 a 3. A jejich směry jsou:

{

0
0
0
0

}, span(

1
4
5
0

), span(

 2
3
−2
0

 ,

 0
2
−2
0

), span(

1
1
1
0

 ,

1
1
0
0

 ,

1
0
0
0

)
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3, intuitivńı výpočet)

1 Př́ımky

(
0
−1
2

)
+ span(

(
0
2
1

)
) a

(
0
1
2

)
+ span(

(
0
2
1

)
) jsou

rovnoběžné.

Obě p̌ŕımky maj́ı stejný směr, je j́ım vektor

(
0
2
1

)
.

2 Př́ımky

(
0
−1
2

)
+ span(

(
0
2
1

)
) a

(
0
−1
2

)
+ span(

(
3
2
1

)
) jsou

r̊uznoběžné.
To zjist́ıme následuj́ıćım způsobem: p̌ŕımky nejsou rovnoběžné:

rovnost span(

(
0
2
1

)
) = span(

(
3
2
1

)
) neplat́ı. Nav́ıc maj́ı obě

p̌ŕımky společný bod, je j́ım vektor

(
0
−1
2

)
.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3, pokrač.)

3 Př́ımky

(
3
3
1

)
+ span(

(
0
2
1

)
) a

(
3
3
0

)
+ span(

(
3
2
1

)
) jsou

mimoběžné.
To zjist́ıme následuj́ıćım způsobem: p̌ŕımky nejsou rovnoběžné:

rovnost span(

(
0
2
1

)
) = span(

(
3
2
1

)
) neplat́ı. Nav́ıc obě p̌ŕımky

nemaj́ı společný bod: neexistuj́ı reálná č́ısla s, t tak, že(
3
3
1

)
+ s ·

(
0
2
1

)
=

(
3
3
0

)
+ t ·

(
3
2
1

)
O tom se lze snadno p̌resvědčit řešeńım p̌ŕıslušné soustavy
rovnic.

Jak postupovat v Rn?

Poťrebujeme dobré definice a dobrá kritéria vzájemné polohy!
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Definice (vzájemná poloha afinńıch podprostor̊u)

At’ π = p + W a π′ = p′ + W ′ jsou dva afinńı podprostory
prostoru Rn. Řekneme, že

1 π a π′ jsou rovnoběžné, pokud plat́ı W ⊆W ′ nebo W ′ ⊆W .

2 π a π′ jsou r̊uznoběžné, pokud nejsou rovnoběžné a maj́ı
alespoň jeden společný bod.

3 π a π′ jsou mimoběžné, pokud nejsou rovnoběžné a nemaj́ı
žádný společný bod.

Dimensi lineárńıho podprostoru W ∩W ′ budeme ř́ıkat stupeň
rovnoběžnosti afinńıch podprostor̊u π a π′.
Poznámka
Pro dva afinńı podprostory π a π′ prostoru Rn plat́ı:

π a π′ jsou rovnoběžné

π a π′ nejsou rovnoběžné

π a π′ jsou r̊uznoběžné

π a π′ jsou mimoběžné

bud’

nebo

bud’

nebo
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Tvrzeńı (charakterisace rovnoběžných disjunktńıch afinńıch
podprostor̊u)

At’ π = p +W a π′ = p′+W ′ jsou dva afinńı podprostory prostoru
Rn. At’ W ′ ⊆W . Potom jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:

1 Afinńı podprostory π a π′ jsou disjunktńı.

2 Pro jakýkoli vektor x v π a jakýkoli vektor x′ v π′ vektor
x− x′ nelež́ı ve W .

3 Vektor p− p′ nelež́ı ve W .

4 Existuje vektor x v π a existuje vektor x′ v π′ tak, že vektor
x− x′ nelež́ı ve W .

Důkaz.

Přednáška.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Tvrzeńı (charakterisace r̊uznoběžných afinńıch podprostor̊u)

At’ π = p + W a π′ = p′ + W ′ jsou dva afinńı podprostory
prostoru Rn, které nejsou rovnoběžné. Potom jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

1 Afinńı podprostory π a π′ jsou r̊uznoběžné.

2 Pro jakýkoli vektor x v π a jakýkoli vektor x′ v π′ vektor
x− x′ lež́ı ve W ∨W ′.

3 Vektor p− p′ lež́ı ve W ∨W ′.

4 Existuje vektor x v π a existuje vektor x′ v π′ tak, že vektor
x− x′ lež́ı ve W ∨W ′.

Důkaz.

Přednáška.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Tvrzeńı (charakterisace mimoběžných afinńıch podprostor̊u)

At’ π = p + W a π′ = p′ + W ′ jsou dva afinńı podprostory
prostoru Rn, které nejsou rovnoběžné. Potom jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

1 Afinńı podprostory π a π′ jsou mimoběžné.

2 Vektor p− p′ nelež́ı ve W ∨W ′.

Důkaz.

Přednáška.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad (dva r̊uzné zápisy jedné p̌ŕımky)
Dva zápisy téže p̌ŕımky v R2(

1
2

)
+

(
3
1

)
· t, t ∈ R︸ ︷︷ ︸

parametrický zápis

−x + 3y = 5︸ ︷︷ ︸
rovnicový zápis

Oba typy zápisu jsme již potkali p̌ri úvahách o řešitelnosti soustav
lineárńıch rovnic a zapisovali jsme je jako(

1
2

)
+ span(

(
3
1

)
) (−1 3 | 5)

p

s

n

Źıskáváme informace o směrovém vektoru a normálovém vektoru.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Tvrzeńı (Existence parametrického a rovnicového zápisu)

At’ π = p + W je d-dimensionálńı afinńı podprostor prostoru Rn.
Potom existuj́ı dvě matice S : Rd → Rn a NT : Rn → Rn−d tak, že
plat́ı:

1 Plat́ı im(S) = W = ker(NT ), rank(N)T = n − d a
rank(S) = d .

2 Vektor x lež́ı v π právě tehdy, když plat́ı rovnost x = p + S · t
pro nějaké t. Tomuto zápisu ř́ıkáme parametrický zápis
afinńıho podprostoru π.

3 Vektor x lež́ı v π právě tehdy, když plat́ı rovnost
NT · (x− p) = o. Tomuto zápisu ř́ıkáme rovnicový zápis
afinńıho podprostoru π.

Důkaz.

Přednáška.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Poznámky

1

W
o

Rd Rn Rn−d
S

NT

im(S) = W = ker(NT )

Pozor: muśı platit rovnosti rank(S) = d a rank(NT ) = n − d .

2 Proč je rovnicový zápis ve tvaru NT · (x− p) = o?
1 Bod p vyhovuje rovnici NT · (x− p) = o. Ihned vid́ıme, že

afinńı podprostor procháźı bodem p.
2 Pokud označ́ıme jako N = (n1, . . . ,nn−d), pak rovnost

NT · (x− p) = o je ekvivalentńı rovnostem

〈n1 | x−p〉 = 0, 〈n2 | x−p〉 = 0, . . . , 〈nn−d | x−p〉 = 0

To znamená, že sloupce matice N si lze p̌restavit jako seznam
lineárně nezávislých

”
normál“ p̌ŕıslušného afinńıho podprostoru.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Tvrzeńı (charakterisace rovnoběžných disjunktńıch afinńıch
podprostor̊u)

At’ π = p +W a π′ = p′+W ′ jsou dva afinńı podprostory prostoru
Rn, zadány parametricky jako x = p + S · t a x′ = p′ + S′ · t′.

1 Následuj́ıćı podḿınky jsou ekvivalentńı:
1 Plat́ı W ′ ⊆W .
2 Plat́ı span(s′1, . . . , s

′
d′) ⊆ span(s1, . . . , sd), kde

S′ = (s′1, . . . , s
′
d′) a S = (s1, . . . , sd).

3 Simultánńı soustava (S | S′) má řešeńı.

2 At’ W ′ ⊆W . Následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:
1 Afinńı podprostory π a π′ jsou disjunktńı.
2 Pro jakýkoli vektor x v π a jakýkoli vektor x′ v π′ soustava

(S | x− x′) nemá řešeńı.
3 Soustava (S | p− p′) nemá řešeńı.
4 Existuje vektor x v π a existuje vektor x′ v π′ tak, že soustava

(S | x− x′) nemá řešeńı.

Důkaz.
Přednáška.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Tvrzeńı (charakterisace r̊uznoběžných afinńıch podprostor̊u)

At’ π = p + W a π′ = p′ + W ′ jsou dva afinńı podprostory
prostoru Rn, které nejsou rovnoběžné. At’ π a π′ zadány
parametricky jako x = p + S · t a x′ = p′ + S′ · t′. Potom jsou
následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:

1 Afinńı podprostory π a π′ jsou r̊uznoběžné.

2 Pro jakýkoli vektor x v π a jakýkoli vektor x′ v π′ soustava
(S′, S | x− x′) má řešeńı.

3 Soustava (S′, S | p− p′) má řešeńı.

4 Existuje vektor x v π a existuje vektor x′ v π′ tak, že soustava
(S′, S | x− x′) má řešeńı.

Důkaz.

Přednáška.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Tvrzeńı (charakterisace mimoběžných afinńıch podprostor̊u)

At’ π = p + W a π′ = p′ + W ′ jsou dva afinńı podprostory
prostoru Rn, které nejsou rovnoběžné. At’ π a π′ zadány
parametricky jako x = p + S · t a x′ = p′ + S′ · t′. Potom jsou
následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:

1 Afinńı podprostory π a π′ jsou mimoběžné.

2 Soustava (S′, S | p− p′) nemá řešeńı.

Důkaz.

Přednáška.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Důležitá poznámka

Při rozhodováńı o vzájemné poloze afinńıch podprostor̊u π a π′ je
velmi rozumné postupovat podle obrázku

π a π′ jsou rovnoběžné

π a π′ nejsou rovnoběžné

π a π′ jsou r̊uznoběžné

π a π′ jsou mimoběžné

bud’

nebo

bud’

nebo

Povšiměte si, že tak tomu bude ve všech následuj́ıćıch p̌ŕıkladech.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 1 (vzájemná poloha dvou rovin v R5)

V R5 rozhodněte o vzájemné poloze afinńıch podprostor̊u

π =


0
0
0
0
1

+ span(


1
0
0
0
0

 ,


0
1
0
0
0

) π′ =


0
0
0
1
0

+ span(


0
1
0
0
0

 ,


0
0
1
0
0

)

1 Rovnoběžnost: ani jedna ze simultánńıch soustav
1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0




0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


nemá řešeńı. Takže π a π′ nejsou rovnoběžné.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 1 (vzájemná poloha dvou rovin v R5, pokrač.)

1 Různoběžnost: stač́ı zjistit, zda soustavaa
1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1


má řešeńı. Protože řešeńı neexistuje, jsou π a π′ mimoběžné.

Závěr: roviny π a π′ jsou mimoběžné.

aPravá strana je p− p′.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 2 (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3)

Rozhodněte o vzájemné poloze p̌ŕımek π =

 0
−1
2

+ span(

0
2
1

) a

π′ =

0
1
2

+ span(

0
2
1

).

1 Rovnoběžnost: obě simultánńı soustavy(
0 0
2 2
1 1

) (
0 0
2 2
1 1

)
maj́ı zjevně řešeńı; π a π′ jsou rovnoběžné.

2 Jsou π a π′ disjunktńı? Stač́ı zjistit, zda soustava rovnic(
0 0
2 −2
1 0

)
má řešeńı. Pravá strana je p− p′.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 2 (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3, pokrač.)

Soustava (
0 0
2 −2
1 0

)
evidentně řešeńı nemá; p̌ŕımky π a π′ jsou disjunktńı.

Závěr: p̌ŕımky π a π′ jsou rovnoběžné a disjunktńı.

Př́ıklad 3 (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3)

Rozhodněte o vzájemné poloze p̌ŕımek π =

 0
−1
2

+ span(

0
2
1

) a

π′ =

 0
−1
2

+ span(

3
2
1

).
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 3 (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3, pokrač.)

1 Rovnoběžnost: žádná ze simultánńıch soustav(
0 3
2 2
1 1

) (
3 0
2 2
1 1

)
řešeńı nemá; p̌ŕımky π a π′ nejsou rovnoběžné.

2 Různoběžnost: protože soustavaa(
0 3 0
2 2 0
1 1 0

)
má řešeńı, jsou p̌ŕımky π a π′ r̊uznoběžné.

Závěr: p̌ŕımky π a π′ jsou r̊uznoběžné.

aPravá strana je p− p′.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 4 (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3)

Rozhodněte o vzájemné poloze p̌ŕımek π =

3
3
1

+ span(

0
2
1

) a

π′ =

3
3
0

+ span(

3
2
1

).

1 Rovnoběžnost: žádná ze simultánńıch soustav(
0 3
2 2
1 1

) (
3 0
2 2
1 1

)
řešeńı nemá; p̌ŕımky π a π′ nejsou rovnoběžné.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 4 (vzájemná poloha p̌ŕımek v R3, pokrač.)

2 Různoběžnost: soustavaa 0 3 0
2 2 0
1 1 1


nemá řešeńı, p̌ŕımky π a π′ jsou mimoběžné.

Závěr: p̌ŕımky π a π′ jsou mimoběžné.

aPravá strana je p− p′.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 5 (vzájemná poloha dvou rovin v R4)

V R4 rozhodněte o vzájemné poloze afinńıch podprostor̊u

π =


1
−2
3
1

+ span(


1
0
3
1

 ,


1
2
3
1

) π′ =


2
−1
3
1

+ span(


0
0
3
1

 ,


0
2
3
1

)

1 Rovnoběžnost: řeš́ıme simultánńı soustavy 1 1 0 0
0 2 0 2
3 3 3 3
1 1 1 1


 0 0 1 1

0 2 0 2
3 3 3 3
1 1 1 1


Roviny budou rovnoběžné, pokud alespoň jedna simultánńı
soustava má řešeńı.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 5 (vzájemná poloha dvou rovin v R4, pokrač.)

1 Pomoćı Gaussovy eliminace dostáváme 1 1 0 0
0 2 0 2
3 3 3 3
1 1 1 1

 ∼
 1 1 0 0

0 2 0 2
0 0 3 3
0 0 1 1

 R1

R2

R3 − 3R1

R4 − R1

Simultánńı soustava  1 1 0 0
0 2 0 2
3 3 3 3
1 1 1 1


tedy řešeńı nemá.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 5 (vzájemná poloha dvou rovin v R4, pokrač.)

1 Pomoćı Gaussovy eliminace dostáváme 0 0 1 1
0 2 0 2
3 3 3 3
1 1 1 1

 ∼
 1 1 1 1

0 2 0 2
0 0 1 1
3 3 3 3

 R4

R2

R1

R3

∼

 1 1 1 1
0 2 0 2
0 0 1 1
0 0 0 0

 R1

R2

R3

R4 − 3R1

Ani simultánńı soustava 0 0 1 1
0 2 0 2
3 3 3 3
1 1 1 1


tedy řešeńı nemá.

Ukázali jsme, že π a π′ nejsou rovnoběžné.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Př́ıklad 5 (vzájemná poloha dvou rovin v R4, pokrač.)

2 Různoběžnost: stač́ı zjistit, zda soustavaa 1 1 0 0 −1
0 2 0 2 −1
3 3 3 3 0
1 1 1 1 0


má řešeńı. 1 1 0 0 −1

0 2 0 2 −1
3 3 3 3 0
1 1 1 1 0

∼
 1 1 0 0 −1

0 2 0 2 −1
0 0 3 3 3
0 0 1 1 1

R1

R2

R3 − 3R1

R4 − R1

∼

 1 1 0 0 −1
0 2 0 2 −1
0 0 3 3 3
0 0 0 0 0

R1

R2

R3

3R4 − R3

Řešeńı existuje, π a π′ jsou r̊uznoběžné.

Závěr: roviny π a π′ jsou r̊uznoběžné.

aPravá strana je p− p′.
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Afinńı podprostory a jejich vzájemná poloha
Parametrický zápis a rovnicový zápis afinńıho podprostoru

Závěrečná poznámka

Tvrzeńı o rovnoběžnosti, r̊uznoběžnosti, mimoběžnosti, existenci
parametrického zápisu a rovnicového zápisu lze stejným způsobem
dokázat v prostoru Fn, kde F je jakékoli těleso.a

aTo znamená: rozuḿıme nap̌ŕıklad pojmům rovnoběžnosti, r̊uznoběžnosti,
mimoběžnosti afinńıch podprostor̊u prostoru C6 nad C.

Co p̌ŕı̌stě a p̌resp̌ŕı̌stě?

1 Zavedeme vektorový součin v Rn, kde n ≥ 2.

2 Nauč́ıme se poč́ıtat vzájemné vzdálenosti afinńıch podprostor̊u
prostoru Rn.

Tyto výsledky budou podstatně využ́ıvat existenci standardńıho
skalárńıho součinu v Rn.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Vektorový součin

Odp̌rednesenou látku naleznete v dodatćıch B.1 a B.2
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html


Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Dnešńı p̌rednáška

Budeme pracovat v Rn nad R se standardńım skalárńım součinem.

1 Nauč́ıme se spoč́ıtat objem k-rovnoběžnostěnu pro k ≤ n.a

2 V Rn, pro n ≥ 2, zavedeme vektorový součin libovolného
seznamu vektor̊u (x1, . . . , xn−1). Dokážeme některé vlastnosti
vektorového součinu. T́ım si p̌riprav́ıme půdu pro p̌ŕı̌st́ı
p̌rednášku.

aPřipomeňme, že uḿıme spoč́ıtat (dokonce orientovaný) objem
n-rovnoběžnostěnu v Rn.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

Budeme pracovat v Rn nad R se standardńım skalárńım součinem,
a t́ım pádem se standardńım pojmem vzdálenosti.
Výsledky dnešńı (a minulé) p̌rednášky využijeme ke stanoveńı
vzdálenosti dvou afinńıch podprostor̊u prostoru Rn.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Problém

V Rn je zadán seznam vektor̊u (a1, . . . , ak), kde k ≤ n. Jak nalézt
neorientovaný objem

Vk(a1, . . . , ak)

rovnoběžnostěnu, určeného seznamem (a1, . . . , ak)?

Řešeńı

Označme A = (a1, . . . , ak).

1 Jestliže k = n, potom

Vn(a1, . . . , an) = absolutńı hodnota det(A)

2 Jestliže k < n, potom det(A) neńı definován, protože matice
A neńı čtvercová!
Matice ATA ale čtvercová je (má rozměry k × k). Uvid́ıme,
že plat́ı

Vn(a1, . . . , ak) =
√

det(ATA)
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Definice (Gramova matice a Gramův determinant)

At’ matice A : Rk → Rn má sloupcový zápis (a1, . . . , ak), kde
k ≤ n.

1 Matici ATA : Rk → Rk budeme ř́ıkat Gramova matice
seznamu vektor̊u (a1, . . . , ak).

2 Determinantu det(ATA) budeme ř́ıkat Gramův determinant
seznamu (a1, . . . , ak) a značit jej Gram(a1, . . . , ak).

Pozorováńı

V j-tém sloupci a i-tém řádku matice ATA je hodnota
standardńıho skalárńıho součinu 〈ai | aj〉 = aT

i · aj .

Tento jednoduchý fakt umožńı dát Gramově determinantu
Gram(a1, . . . , ak) jasný geometrický význam.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Tvrzeńı (význam Gramova determinantu)

At’ (a1, . . . , ak) je seznam vektor̊u v Rn, 1 ≤ k ≤ n. Potom plat́ı:

1 Gram(a1, . . . , ak) ≥ 0.

2 Gram(a1, . . . , ak) > 0 právě tehdy, když vektory a1, . . . , ak

jsou lineárně nezávislé.

3 Hodnotaa
√
Gram(a1, . . . , ak) udává k-dimensionálńı objem

rovnoběžnostěnu v Rn, určeného seznamem (a1, . . . , ak).

aSlogan: Gramova matice ATA je
”
druhá mocnina“ matice A = (a1, . . . , ak).

Proto je det(ATA)
”
druhá mocnina“

”
determinantu“ A. Absolutńı hodnota

”
determinantu“ A je tud́ıž

√
det(ATA) =

√
Gram(a1, . . . , ak). Jde ale pouze

o slogan, který slouž́ı k zapamatováńı; matice A obecně neńı čtvercová, proto
o determinantu matice A obecně nemůžeme mluvit!

Důkaz.

Bez důkazu. Důkaz neńı těžký, ale je zdlouhavý, viz Tvrzeńı B.1.3
skript.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Př́ıklad

Určete 2-dimensionálńı objem rovnoběžnostěnu v R3, určeného

vektory a1 =

(
1
2
0

)
a a2 =

(
3
2
0

)
.

Gramova matice a Gramův determinant seznamu (a1, a2) jsou(
〈a1 | a1〉 〈a1 | a2〉
〈a2 | a1〉 〈a2 | a2〉

)
=

(
5 7
7 13

)
Gram(a1, a2) = det

(
5 7
7 13

)
= 16

Hledaný 2-dimensionálńı objem je
√

Gram(a1, a2) = 4.

x

z

y
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Př́ıklad

Určete 3-dimensionálńı objem rovnoběžnostěnu v R4, určeného

vektory a1 =

1
2
1
3

, a2 =

 1
−1
1
0

 a a3 =

1
1
1
0

.

Gramova matice a Gramův determinant seznamu (a1, a2, a3) jsou(
〈a1 | a1〉 〈a1 | a2〉 〈a1 | a3〉
〈a2 | a1〉 〈a2 | a2〉 〈a2 | a3〉
〈a3 | a1〉 〈a3 | a2〉 〈a3 | a3〉

)
=

(
15 0 4
0 3 1
4 1 3

)

Gram(a1, a2, a3) = det

(
15 0 4
0 3 1
4 1 3

)
= 72

Hledaný 3-dimensionálńı objem je√
Gram(a1, a2, a3) =

√
72 ≈ 8.485
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Připomenut́ı známých fakt̊u a definice vektorového součinu

1 Pro každé lineárńı zobrazeńı f : Rn → R existuje jediný vektor
a v Rn tak, že

f(x) = aT · x = 〈a | x〉
Jednoduché: f

”
je“ matice s 1 řádkem a n sloupci, označme ji

aT , pro a z Rn.

2 Pro libovolný seznam (x1, . . . , xn−1) vektor̊u z Rn, n ≥ 2, je
zobrazeńı

det(x1, . . . , xn−1,−) : Rn → R, x 7→ det(x1, . . . , xn−1, x)

lineárńı.

3 To znamená, že pro zadaný seznam (x1, . . . , xn−1) existuje
jednoznačně určený vektor a z Rn tak, že plat́ı

det(x1, . . . , xn−1, x) = aT · x = 〈a | x〉
pro všechna x z Rn.
Mı́sto a budeme psát ×(x1, . . . , xn−1) a budeme mu ř́ıkat
vektorový součin seznamu (x1, . . . , xn−1).
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Přepis definice vektorového součinu seznamu (x1, . . . , xn−1)
v Rn, n ≥ 2

〈×(x1, . . . , xn−1) | x〉 = det(x1, . . . , xn−1, x) pro všechna x z Rn.

Základńı vlastnost vektorového součinu seznamu
(x1, . . . , xn−1) v Rn, n ≥ 2

Pro jakékoli j = 1, . . . , n − 1 plat́ı

〈×(x1, . . . , xn−1) | xj〉 = 0

tj. vektor ×(x1, . . . , xn−1) je kolmý na všechny vektory xj ,
j = 1, . . . , n − 1.

To je snadné:

〈×(x1, . . . , xn−1) | xj〉 = det(x1, . . . , xn−1, xj)︸ ︷︷ ︸
determinant se dvěma shodnými sloupci

= 0
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Tvrzeńı (výpočet vektorového součinu v Rn, n ≥ 2)

Plat́ı rovnost ×(x1, . . . , xn−1) =
n∑

i=1

det(x1, . . . , xn−1, ei ) · ei .

Důkaz.

Plat́ı ×(x1, . . . , xn−1) =
n∑

i=1

〈×(x1, . . . , xn−1) | ei 〉︸ ︷︷ ︸
=i-tá soǔradnice vektoru ×(x1, . . . , xn−1)

· ei ,

protože (e1, . . . , en) je ortonormálńı báze pro standardńı skalárńı
součin v prostoru Rn. Ale

n∑
i=1

〈×(x1, . . . , xn−1) | ei 〉︸ ︷︷ ︸
=det(x1,...,xn−1,ei )

· ei =
n∑

i=1

det(x1, . . . , xn−1, ei ) · ei

podle definice vektorového součinu.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Výpočet vektorového součinu v R2

×(x) =
2∑

i=1

det(x, ei ) · ei = det(x, e1) · e1 + det(x, e2) · e2

Takže

×(

(
x1

x2

)
) = det(

(
x1 1
x2 0

)
)︸ ︷︷ ︸

=−x2

·
(

1
0

)
+ det(

(
x1 0
x2 1

)
)︸ ︷︷ ︸

=x1

·
(

0
1

)
=

(
−x2

x1

)

a to je známý výpočet vektoru, kolmého na vektor

(
x1

x2

)
.

Nap̌ŕıklad ×(

(
6

12

)
) =

(
−12

6

)
.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Výpočet vektorového součinu v R3 (je zvykem psát x1 × x2

ḿısto ×(x1, x2))

x1×x2 = det(x1, x2, e1) ·e1 + det(x1, x2, e2) ·e2 + det(x1, x2, e3) ·e3

Takže

×(

(
x11

x21

x31

)
,

(
x12

x22

x32

)
) = det(

x11 x12 1
x21 x22 0
x31 x32 0

)

︸ ︷︷ ︸
=det(

(
x21 x22

x31 x32

)
)

·

(
1
0
0

)
+ det(

x11 x12 0
x21 x22 1
x31 x32 0

)

︸ ︷︷ ︸
=− det(

(
x11 x12

x31 x32

)
)

·

(
0
1
0

)
+

+ det(

x11 x12 0
x21 x22 0
x31 x32 1

)

︸ ︷︷ ︸
=det(

(
x11 x12

x21 x22

)
)

·

(
1
0
0

)
=

(
x21x32 − x31x22

x31x12 − x11x32

x11x22 − x21x12

)

a to je nezapamatovatelné.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Mnemotechnická pomůcka (nejde o definici vektorového
součinu)

×(x1, . . . , xn−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11 x12 . . . x1,n−1 e1

x21 x22 . . . x2,n−1 e2

...
...

xn−1,1 xn−1,2 . . . xn−2,n−1 en−1

xn1 xn2 . . . xn,n−1 en

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Jde o ryze formálńıa zápis, ale užitečný. Nap̌ŕıklad

×(

(
x1

x2

)
) =

∣∣∣∣ x1 e1

x2 e2

∣∣∣∣
(
x11

x21

x31

)
×

(
x12

x22

x32

)
=

∣∣∣∣∣ x11 x12 e1

x21 x22 e2

x31 x32 e3

∣∣∣∣∣
a tak dále. A takové vzorce se již zapamatovat daj́ı.

aNapravo od rovńıtka totiž mezi značkami pro determinant neńı zapsána
matice. Poč́ıtejte ale, jako by to determinant byl. Viz následuj́ıćı p̌ŕıklady.
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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Př́ıklad (výpočet vektorového součinu v R3)(
3
−1
2

)
×

(
1
0
4

)
=

∣∣∣∣∣ 3 1 e1

−1 0 e2

2 4 e3

∣∣∣∣∣ = 3 · 0 · e3 + 1 · e2 · 2 + (−1) · 4 · e1

−2 · 0 · e1 − (−1) · 1 · e3 − 4 · e2 · 3

=

(
−4
−10

1

)
Př́ıklad (výpočet vektorového součinu v R4)

×(

1
0
0
0

 ,

0
1
0
0

 ,

1
1
1
1

) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 e1

0 1 1 e2

0 0 1 e3

0 0 1 e4

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1 1 e2

0 1 e3

0 1 e4

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 e3

1 e4

∣∣∣∣
= e4 − e3 =

 0
0
−1
1


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Gramův determinant
Vektorový součin v Rn pro n ≥ 2

Tvrzeńı (daľśı vlastnosti vektorového součinu v Rn, n ≥ 2)
1 Funkce (x1, . . . , xn−1) 7→ ×(x1, . . . , xn−1) je lineárńı v každé

položce.

2 ×(xπ(1), . . . , xπ(n−1)) = sign(π) · ×(x1, . . . , xn−1), pro
π ∈ Sn−1.

3 ×(eπ(1), . . . , eπ(n−1)) = sign(π) · eπ(n), pro π ∈ Sn.

4 ‖×(x1, . . . , xn−1)‖2 = det(x1, . . . , xn−1,×(x1, . . . , xn−1)).

5 ×(x1, . . . , xn−1) = o plat́ı právě tehdy, když vektory x1, . . . ,
xn−1 jsou lineárně závislé.

6 ‖×(x1, . . . , xn−1)‖ =
√
Gram(x1, . . . , xn−1). To jest: norma

‖×(x1, . . . , xn−1)‖ je rovna (n − 1)-dimensionálńımu objemu
rovnoběžnostěnu určeného vektory x1, . . . , xn−1.

Poznámky k důkazu na p̌rednášce. Všechny vlastnosti plynou okamžitě
z vlastnost́ı determinantu a z definice vektorového součinu.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Metrické výpočty v Rn

Odp̌rednesenou látku naleznete v dodatćıch B.3 a B.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Minulé p̌rednášky

1 V́ıme, co je afinńı podprostor dimense d v prostoru Rn.

Připomenut́ı: jde o množinu p + W = {p + x | x ∈W }, kde
W je lineárńı podprostor dimense d v Rn a p je vektor v Rn.

2 Pro dva afinńı podprostory π = p + W a π′ = p′ + W ′ v Rn

uḿıme rozhodnout, zda jsou rovnoběžné, nebo r̊uznoběžné,
nebo mimoběžné.

3 V́ıme, co je vektorový součina ×(x1, . . . , xn−1) seznamu
vektor̊u (x1, . . . , xn−1) v Rn, kde n ≥ 2.

Připomenut́ı: 〈×(x1, . . . , xn−1) | x〉 = det(x1, . . . , xn−1, x)
plat́ı pro všechna x z Rn.

Dále v́ıme, že plat́ı rovnost

‖×(x1, . . . , xn−1)‖ =
√
Gram(x1, . . . , xn−1).

aProstor Rn je vybaven standardńım skalárńım součinem 〈x | y〉 = xT · y.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Dnešńı p̌rednáška

Pro dva afinńı podprostory π, π′ prostoru Rn se standardńım
skalárńım součinem spočteme jejich vzájemnou vzdálenost.

V daľśım budeme značit:

1 〈x | y〉 = xT · y je standardńı skalárńı součin v Rn.

2 ‖x‖ je norma v Rn, vytvǒrená standardńım skalárńım

součinem, tj. ‖x‖ =
√
〈x | x〉 =

√
xT · x.

Pro x =

x1
...
xn

 a y =

y1
...
yn

 je

‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi )2

To jest: ‖x− y‖ je standardńı eukleidovská vzdálenost vektor̊u
x a y z prostoru Rn.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Definice

At’ π a π′ jsou dva afinńı podprostory prostoru Rn. Reálnému
č́ıslua

ω(π,π′) = inf
{
‖x− x′‖ | x ∈ π, x′ ∈ π′

}
ř́ıkáme vzájemná vzdálenost π a π′.

aZ definice vzájemné vzdálenosti ihned plyne, že ω(π,π′) = ω(π′,π).

Poznámky k definici

1 Pro n = 0 nebo n = 1 neńı definice p̌ŕılǐs zaj́ımavá.
1 R0 = {o}, proto pro jakákoli π a π′ plat́ı ω(π,π′) = 0.
2 Prostor R1 má jako afinńı podprostory bud’ body nebo celé R1.

To znamená ω(p,p′) = ‖p− p′‖, nebo ω(p,R) = ω(R,R) = 0.

2 V obecném Rn v́ıme:
{
‖x− x′‖ | x ∈ π, x′ ∈ π′

}
je neprázdná

a zdola omezená množina reálných č́ısel. Tud́ıž jej́ı infimum
existuje a reálné č́ıslo ω(π,π′) je korektně definováno.

Problém: jak spoč́ıtat hodnotu ω(π,π′) v obecném Rn?
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Věta (výpočet vzáj. vzdálenosti dvou afinńıch podprostor̊u)

At’ π = p + W a π′ = p′ + W ′ jsou dva afinńı podprostory
prostoru Rn. Potom plat́ı:a

ω(π,π′) = ‖rejW∨W ′(p− p′)‖
aProtože ω(π,π′) = ω(π′,π), je také ω(π,π′) = ‖rejW∨W ′(p′ − p)‖ .

Hlavńı myšlenky d̊ukazu (u zkoušky budou požadovány pouze
tyto myšlenky)

1 Vzdálenost π a π′ by měla být délka kolmé p̌ŕıčky prostor̊u π
a π′.
Tak je tomu v R2 p̌ri výpočtu vzdálenosti dvou rovnoběžek.
Obecný p̌ŕıpad by měl dopadnout analogicky.

2 Obecně: kolmá p̌ŕıčka k π, π′ by měla ḿıt směr V , kde
V = {v | 〈w | v〉 = 0 pro všechna w z W ∨W ′} je množina
všech vektor̊u, které jsou kolmé na podprostor W ∨W ′.

Je to ale v pǒrádku? Je V lineárńı podprostor prostoru Rn?
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Hlavńı myšlenky d̊ukazu (pokrač.)

3 Vše je v pǒrádku:

V = {v | 〈w | v〉 = 0 pro všechna w ∈W ∨W ′}
=

⋂
w ∈W ∨W ′

{v | 〈w | v〉 = 0}

=
⋂

w ∈W ∨W ′

ker(〈w | −〉)

Proto je V lineárńı podprostor prostoru Rn.

4 Najdemea body x0 v π a x′0 v π′ tak, že plat́ı rovnostb

x0 − x′0 = rejW∨W ′(p− p′).

To znamená, že x0 − x′0 ∈ V , proto x0 + V = x′0 + V je
hledaná kolmá p̌ŕıčka π, π′, procházej́ıćı body x0 a x′0.

aTo je ḿırně technické (nikoli těžké): viz důkaz Věty B.3.3 skript.
bPodle definice V plat́ı také x0 − x′

0 = projV (p− p′). Toho v daľśıch
výpočtech několikrát využijeme.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Hlavńı myšlenky d̊ukazu (pokrač.)

5 Pro jakékoli x v π a jakékoli x′ v π′ plat́ı

x′ − x = (x′0 − x0)︸ ︷︷ ︸
∈V

+ (x′ − x′0) + (x0 − x)︸ ︷︷ ︸
∈W∨W ′

Proto podle Pythagorovy větya plat́ı

‖x′ − x‖2 = ‖x′0 − x0‖2 + ‖(x′ − x′0) + (x0 − x)‖2

a tedy ‖x′ − x‖2 ≥ ‖x′0 − x0‖2, neboli

‖x′−x‖ ≥ ‖x′0−x0‖ = ‖rejW∨W ′(p′−p)‖ = ‖rejW∨W ′(p−p′)‖

To znamená, že plat́ıb ω(π,π′) = ‖rejW∨W ′(p− p′)‖.
aZ definice V plat́ı 〈x′

0 − x0 | (x′ − x′
0) + (x0 − x)〉 = 0.

bPodle definice V plat́ı také ω(π,π′) = ‖projV (p− p′)‖.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Obrázek

W ∨W ′
V

x0 + V = x′0 + V

π = p + W

π′ = p′ + W ′

p
p′ ‖p′ − p‖

‖rejW∨W ′(p′ − p)‖ =
= ‖projV (p′ − p)‖ =
= ω(π′,π)

‖projW∨W ′(p′ − p)‖

x0

x′0
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Poznámky

1 Vzorec ω(π,π′) = ‖rejW∨W ′(p− p′)‖ plat́ı v Rn s libovolným
skalárńım součinem 〈− | −〉, který vytvá̌ŕı normu ‖ − ‖.

Důkaz hlavńı věty totiž nikde nevyuž́ıvá, že skalárńı součin
〈− | −〉 je standardńı.

Jediné, co důkaz vyžaduje, je pojem ortogonálńı rejekce a
platnost Pythagorovy věty.a

2 V daľśım se omeźıme na standardńı skalárńı součin
v prostorech R2 a R3.

Tam jsou p̌ŕıslušné vzorce pro vzájemnou vzdálenost dvou
afinńıch podprostor̊u poměrně snadno pochopitelné.

aPřipomenut́ı: ortogonálńı projekce uḿıme poč́ıtat pro libovolný skalárńı
součin v Rn, vzorce jsou však poněkud barokńı. Takže, pro libovolný skalárńı
součin v Rn, uḿıme poč́ıtat (barokńım způsobem) i ortogonálńı rejekce.
Pythagorova věta plat́ı pro libovolný skalárńı součin v Rn.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Důležité upozorněńı
Ve zbytku p̌rednášky odvod́ıme celou řadu vzorc̊u pro vzájemnou
vzdálenost afinńıch podprostor̊u v R2 a v R3 se standardńımi
skalárńımi součiny. Tyto vzorce nebudou zkoušeny stylem: Napǐste
vzorec pro vzdálenost bodu od p̌ŕımky v R3, atd.

Bude vyžadováno:

1 Znát obecný vzorec ω(π,π′) = ‖rejW∨W ′(p− p′)‖ pro
vzájemnou vzdálenost afinńıch podprostor̊u π = p + W a
π′ = p′ + W ′ v prostoru Rn a znát hlavńı myšlenky jeho
odvozeńı z p̌redchoźıch stran.

2 Z p̌rednášky o ortogonálńıch projekćıch a ortogonálńıch
rejekćıch znát vzorec

projspan(v)(x) =
〈v | x〉
〈v | v〉

· v

pro nenulový vektor v z Rn. Viz následuj́ıćı stranu.

3 Tv̊urč́ı uplatněńı výše uvedeného vzorce pro ortogonálńı
projekci k nalezeńı vzájemných vzdálenost́ı v R2 a v R3.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Připomenut́ı (p̌rednáška o ortogonálńıch projekćıch a
ortogonálńıch rejekćıch)

V Rn pro nenulový vektor v plat́ı

‖projspan(v)(x)‖ =
∥∥∥ 〈v | x〉〈v | v〉

·v
∥∥∥=

∣∣∣ 〈v | x〉〈v | v〉

∣∣∣·‖v‖ =
|〈v | x〉|
‖v‖2

·‖v‖ =
|〈v | x〉|
‖v‖

a tud́ıž

‖rejspan(v)(x)‖ = ‖x− projspan(v)(x)‖ =
∥∥∥x− 〈v | x〉

〈v | v〉
· v
∥∥∥

v
〈v | x〉
〈v | v〉

· v︸ ︷︷ ︸
ortogonálńı projekce na osu v

x− 〈v | x〉
〈v | v〉

· v︸ ︷︷ ︸
ortogonálńı rejekce osou v

x
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Vzdálenost bodu od p̌ŕımky v R2

1 Vzdálenost p′ od π = p + span(s). V tomto p̌ŕıpadě jea

1 W ∨W ′ = span(s).

2 ω(p′,π) = ‖rejspan(s)(p− p′)‖ =
∥∥∥(p− p′)− 〈s | p− p′〉

〈s | s〉
· s
∥∥∥

Pro p′ =

(
2
4

)
a π =

(
3
0

)
︸︷︷︸
=p

+span(
(

3
6

)
︸︷︷︸
=s

) je tedy ω(p′,π) rovno

∥∥∥( 1
−4

)
−
〈
(

3
6

)
|
(

1
−4

)
〉

〈
(

3
6

)
|
(

3
6

)
〉
·
(

3
6

)∥∥∥ = . . . =
6
√

5

5

aTento vzorec neńı p̌ŕılǐs
”
hezký“. Lepš́ı postup: definujte n = ×(s) a

pracujte s p̌ŕımkou π ve tvaru nT (x− p) = 0. Viz daľśı p̌ŕıklad.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Vzdálenost bodu od p̌ŕımky v R2 (pokrač.)

2 Vzdálenost p′ od π ve tvaru nT (x− p) = 0. V tomto p̌ŕıpadě
je

1 V = span(n).
2 Neznáme směr s zadané p̌ŕımky, ale plat́ı ω(p′,π) =

‖rejspan(s)(p′ − p)‖ = ‖projspan(n)(p′ − p)‖ =
|〈n | p′ − p〉|
‖n‖

=
|nT (p′ − p)|
‖n‖

=
|nTp′ − nTp|

‖n‖

Pro p′ =

(
2
4

)
a p̌ŕımku π zadanou rovnićıa −6x + 3y︸ ︷︷ ︸

=nT x

= −18︸︷︷︸
=nT p

je tedy ω(p′,π) rovno∣∣∣−6 · 2 + 3 · 4 + 18
∣∣∣√

45
=

18√
45

=
6
√

5

5

aJde o stejnou p̌ŕımku, jako v minulém p̌ŕıkladu.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Vzdálenost dvou p̌ŕımek v R2

Jsou zadány p̌ŕımky π = p + span(s) a π′ = p′ + span(s′).

1 span(s) ∨ span(s′) =
= span(s), jsou-li s a s′ lineárně závislé,

tj. jsou-li π a π′ rovnoběžné
= R2, jsou-li s a s′ lineárně nezávislé,

tj. jsou-li π a π′ r̊uznoběžné

2 Pokud span(s) ∨ span(s′) = span(s), je

ω(π,π′) = ‖rejspan(s)(p− p′)‖ = ω(p′,π)

Vzdálenost bodu od p̌ŕımky již uḿıme poč́ıtat.

3 Pokud span(s) ∨ span(s′) = R2, je

ω(π,π′) = ‖rejR2(p− p′)‖ = ‖o‖ = 0
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Vzdálenost bodu od p̌ŕımky v R3

Je dán bod p′ a p̌ŕımka π = p + span(s). Potom

ω(p′,π) = ‖rejspan(s)(p− p′)‖ = ‖(p− p′)− projspan(s)(p− p′)‖

=
∥∥∥(p− p′)− 〈s | p− p′〉

〈s | s〉
· s
∥∥∥

což je formálně stejný vzorec jako v R2.

Je-li p̌ŕımka π zadána rovnicově jako NT (x− p) = o, kde
rank(N) = 2, pak V = im(N). Proto

ω(p′,π) = ‖rejspan(s)(p−p′)‖ = ‖projim(N)(p−p′)‖ = ‖N(NTN)−1NT (p−p′)‖

Leckdy je lepš́ı postup je vy̌rešit soustavu NTx = NTp, źıskat tak
π v parametrickém tvaru a použ́ıt výše uvedený vzorec.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Vzdálenost bodu od roviny v R3

Pro vzdálenost bodu p′ od roviny π ve tvaru nT (x− p) = 0 plat́ı

ω(p′,π) = ‖projspan(n)(p′ − p)‖ =
|nT (p′ − p)|
‖n‖

=
|nTp′ − nTp|

‖n‖

kde jsme využili toho, že n je normála roviny π.

Źıskáváme tak formálně stejný vzorec jako pro vzdálenost bodu od
p̌ŕımky v R2.

Je-li rovina π zadána jako p + span(s1, s2), je vhodné spoč́ıtata

n = s1 × s2 a použ́ıt p̌redchoźı postup pro rovinu π ve tvaru
nT (x− p) = 0.

aPřipomenut́ı mnemotechniky: n = s1 × s2 =

∣∣∣∣∣∣
s11 s12 e1

s21 s22 e2

s31 s31 e3

∣∣∣∣∣∣.
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Vzdálenost p̌ŕımky od roviny v R3

At’ π′ = p′ + span(s′) je p̌ŕımka a π = p + span(s1, s2) je rovina.
Plat́ı

span(s′)∨span(s1, s2) =


R3, pokud s′, s1, s2 jsou lineárně

nezávislé,
tj., pokud π′ a π jsou r̊uznoběžné,

span(s1, s2), pokud π′ a π jsou rovnoběžné.

1 Je-li span(s′) ∨ span(s1, s2) = R3, je

ω(π′,π) = ‖rejR3(p′ − p)‖ = ‖o‖ = 0

2 Je-li span(s′) ∨ span(s1, s2) = span(s1, s2), je

ω(π′,π) = ‖rejspan(s1,s2)(p′ − p)‖ = ‖projspan(s1×s2)(p′ − p)‖

=
|〈s1 × s2 | p′ − p〉|
‖s1 × s2‖

=
| det(s1, s2,p′ − p)|√

Gram(s1, s2)
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Př́ıklad

Najdeme vzájemnou vzdálenost π′ =

(
2
−3
−1

)
+ span(

(
1
9

14

)
) a

π =

(
2
3
0

)
+ span(

(
2
4
6

)
,

(
−3
1
2

)
). Protože

∣∣∣∣∣ 1 2 −3
9 4 1

14 6 2

∣∣∣∣∣ = 0, jsou

π a π′ rovnoběžné.

Plat́ı

ω(π,π′) =

| det

(
2 −3 0
4 1 −6
6 2 −1

)
|√√√√Gram(

(
2
4
6

)
,

(
−3
1
2

)
)

=

| det

(
2 −3 0
4 1 −6
6 2 −1

)
|√

det

(
56 10
10 14

) =
142√

684
≈ 5.43
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Vzdálenost p̌ŕımky od p̌ŕımky v R3

At’ π′ = p′ + span(s′) a π = p + span(s) jsou p̌ŕımky.
Plat́ı

span(s′)∨span(s) =


span(s), pokud s′ a s, jsou lineárně závislé

tj., pokud π′ a π jsou rovnoběžné,
span(s′, s), pokud π′ a π nejsou rovnoběžné.

1 Je-li span(s′) ∨ span(s) = span(s), je

ω(π′,π) = ‖rejspan(s)(p′ − p)‖ = ω(p′,π)

a vzdálenost bodu od p̌ŕımky už uḿıme poč́ıtat.

2 Je-li span(s′) ∨ span(s) = span(s′, s), je

ω(π′,π) = ‖rejspan(s′,s)(p′ − p)‖ = ‖projspan(s′×s)(p′ − p)‖

=
|〈s′ × s | p′ − p〉|
‖s′ × s‖

=
| det(s′, s,p′ − p)|√

Gram(s′, s)
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Vzájemná vzdálenost dvou afinńıch podprostor̊u v Rn

Metrické výpočty v R2 a v R3

Př́ıklad

Najdeme vzájemnou vzdálenost π′ =

(
2
3
1

)
+ span(

(
2
1
1

)
) a

π =

(
2
3
0

)
+ span(

(
3
1
−1

)
). Př́ımky π a π′ zjevně nejsou

rovnoběžné.

Plat́ı

ω(π,π′) =

| det

(
2 3 0
1 1 0
1 −1 1

)
|√√√√Gram(

(
2
1
1

)
,

(
3
1
−1

)
)

=
| − 1|√

det

(
6 6
6 11

) =
1√
30
≈ 0.183
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