Linearni prostor
Linedrni kombinace

Linearni prostory nad R

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 1.1-1.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Linearni prostor
Linedrni kombinace

Co je definice?

Co je hypotéza?

Co je (matematicka) véta? Lemma? Tvrzeni?
Co je diikaz?

Vice nap¥. v textech

© J. Velebil, Velmi jemny tivod do matematické logiky
@ J. Velebil, Shbirka problémd z linedrni algebry
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/files/y01mlo/logika.pdf
https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/files/lag_2023_podzim/lag-sbirka.pdf

Co je definice?
Vysvétlime na pojmu sudost: néktera p¥irozena disla lze , sefadit do
dvojic”, nékterd pfirozend &isla ,sefadit do dvojic” nejdou:

e o o e o o o

VErsus
e o o e o o

Definice

At x je ptirozené &islo.? Rekneme, e x je sudé,? pokud plati
rovnost x = 2k pro néjaké prirozené &islo k.

“Nula je p¥irozené &islo.
bSlovo sudé znamen4 ve starote¥ting slozeny ze dvou dili.

Dalezité poznamky
© Definice jsou psany ¢eskymi oznamovacimi vétami.
© Kazda definice obsahuje dvé &asti: pojmenovani pojmu a
charakteristickou vlastnost pojmu.
© U definice neddva smysl mluvit o jeji ,,pravdivosti® &i
»nepravdivosti".
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Co je hypotéza?

Hypotéza 1
At x je sudé pFirozené &islo. Potom x + 3 je sudé p¥irozené &islo.
Hypotéza 2
At x je sudé p¥irozené &islo. Potom x + 6 je sudé p¥irozené &islo.
Dilezité poznamky

© Hypotézy jsou psany ¢eskymi oznamovacimi vétami.

@ Kazda hypotéza ma formu dsudku o jiZz definovanych

pojmech: musi obsahovat dvé &Ssti: predpoklad(y) a zavér.

© U hypotézy nds zajima jeji pravdivost &i nepravdivost.
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Co je véta (tvrzeni, lemma) a jeji dikaz?

Véta
At x je sudé p¥irozené &islo. Potom x + 6 je sudé prirozené &islo.
Diikaz

At x je sudé pFirozené &islo. Potom x = 2k pro n&jaké p¥irozené
Cislo k. Potom x + 6 = 2k + 6 = 2(k + 3). Protoze k + 3 je
pFirozené &islo, je x + 6 &islo sudé. |
Dalezité poznamky
© Diikaz je psan Ceskymi oznamovacimi vé&tami.?
© Dikaz je konetna a korektni argumentace, kterd oponenta
presvédei o pravdivosti dokazovaného tvrzeni.?

“Na prednaskich budeme pouZivat ,t&snopis”, ktery Ize snadno do
oznamovacich vét pfepsat.

bToto je neformalni vysvétleni pojmu ditkaz. Formalni diikazy studuje
matematicka logika.
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Linearni prostor

Neformalné

Linearni prostor (nad R) je kolekce jakychkoli objektd (t&m
budeme F¥ikat vektory?), které mezi sebou miZzeme stitat a kazdy
z nich mdZeme vynasobit skaldrem (v na%em p¥ipadé prvkem R).

S¢itani vektord a nasobeni skaldrem se musi Fidit jistymi
zdkonitostmi. Tyto zdkonitosti maji umoZnit (naptiklad) Fesit
»linedrni rovnice".

?Slovo vektor pochazi z latiny. Cesky p¥eklad by mohl byt pFenased
(fyzikdIni vektor ,,pfendsi* bod do jiného bodu).
Dilezité: Obecny vektor je prvek obecného linedrniho prostoru. Vektor obecn&
nema velikost a nema smér.
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Linearni prostor

P¥iklad (orientované usecky v roving)

Dvé operace:

0] Y

s¢itani: OC = OA+ OB
nasobeni skalarem: OY = ﬂ OX, OZ = —ﬂ- OoX
S&itani orientovanych tselek a nasobeni orientované dsecky

redlnym skaldrem spliiuji jisté axiomy.
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Linearni prostor

Motivace axiomi pro linearni prostor

Vyfeste v R rovnici 2x +7 = 4.
Postup (ekvivalentni dpravy):

2x+7 = 4
Cx+7)+(-7) = 4+(-7)
(2x+(7+(—7)) = 4+4(-7)
2x4+0 = 44(=7)
2x = 44(-7)

2_1-(2x) = 27t 4+(—7))
(2‘1 : 2))( = 2. (4 + (—7))

Lx = 27 (4+(-7)
x = 271 (4+ (77))

Vsimnéme si: pro algoritmus jsou dlleZité vlastnosti operaci.

/~
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Linearni prostor

Definice (linearni prostor nad R)

Linedrni prostor (nad R) je mnoZina L spolu se dv&ma funkcemi
+:LxL—=L, -:RxL—>1L

pro které plati nasledujici:
@ Vlastnosti s¢itdni:
©® Existuje 6 € L tak, Ze provs. X € L plati: X+ 6 =0+ X=X
(existence nulového vektoru).
@ ProVvs. X,y,Z€ Lplati: (X+y)+Z=xX+(y+2)
(asociativita s¢itani vektori).
@ Provs. X,y € L plati: X+ y = ¥ + X (komutativita s¢itani

vektord).
O Pro vi. X € L existuje pravé jeden y € L tak, Ze X+ y =0
(existence opatného vektoru, znatime y = —X).
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Linearni prostor

Definice (linearni prostor nad R), pokrat.

© Vlastnosti nasobeni skaldrem:
@ Provs. X € L plati: 1- X = X (ndsobeni jednotkovym skaldrem).
® Provi. a,bcRavi. Xelplati a-(b-xX)=(a-b) X
(asociativita ndsobeni skaldrem).
© Distributivni zdkony:
® Provi. abeRavi. xXelplati: (a+b)-x=a-xX+b-
(distributivita sou¢tu skalart).
@ Provi.acRaw. x,yeclplatta-(X+y)=a-X+a-y
(distributivita sou¢tu vektora).

X1

Poznamka
Axiomy t¥i typi: chovéani operace +, chovani operace - a vzdjemny
vztah obou operaci.
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Linearni prostor

P¥iklady
© Orientované dsetky v roving (fyzikalni, pfipadn& geometricka
intuice).
@ Redlné polynomy (znakeni: R[x]).
© n-tice redlnych &isel (znakeni: R", n > 0).2
© Komplexni &isla nad R (znakeni: C nad R), tzv. Gaussova
rovina.

© Rada dalsich prikladi. . .

“Dalezité: Prvky R" budeme psét jako n-tice do sloupci.
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Linearni prostor

Jednoduché dasledky definice
At L je linedrni prostor. Potom:
© Nulovy vektor je jednoznaéné& uréen.
Q Provi. Xxe Lplati: 0-Xx=4.
© Opatny vektor k X € L je vektor (—1) - X.
Q Provs.aeRplati: a-0=0.

Dukaz.

Q At existuji o1, 05 ta
X+op=o0+X=
01 = 01 + 03 = 03.

@ Provs. xe Lplati: 0-X=(0+0)-x=0-x40-x. TakZe pro
libovolny vektor v plati V+0-X = (V+0-x)+0-x. Tudiz
V+0-xX=V. TakZe 0 - X se chova jako nulovy vektor. Proto
0 - X musi byt nulovy vektor.
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Linearni prostor

Diikaz (pokrat.)
Q Plati: X+ (-1)-x=1-X+(-1)-Xx=(1-1)
Q Platta-0=a-(0-0)=(a-0)-0=0-0=o0.

|
Velmi dilezity disledek definice
At L je linedrni prostor, a € R, X € L. Pak a- X = & pravé tehdy,
kdyZ a = 0 nebo X = 4.
Duakaz.
Diky ptedchozimu staéi dokazat pouze implikaci zleva doprava.
At a-X =0 a a#0. Potom existuje a—!. Tudi?
6=al-d=al(a-x)=(ata)x=1-X=x. |

Povsimnéme si, ¢eho vyuziva predchozi tvrzeni:
Pro v8. a € R plati: a~1 existuje, jakmile a # 0.
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Linearni prostor

Dalsi priklady a protip¥iklady
Q L = (0,+400). Operace stitani vektord: x @y := x - y.
Ndsobeni skaldarem: @ ® x := x*. Pak L je linedrni prostor.
@ L je jakdkoli jednoprvkovd mnozina. Pak L (spolu
s evidentnimi operacemi) je linedrni prostor. Rikime mu
trividIni linedrni prostor. Nutn&: L = {G}.

o2 (a c\ (a+d
© L =R-. Operace: <b>+<d> '_<b+c>'

Qo ) .= (e Nejde o linedrni prostor
b) = \ab) ¥ P :
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Linearni prostor

Role redlnych skalarii

Lze R nahradit jinym ,&iselnym oborem*?

s 7

Se skaldry je tfeba umét nasledujici: rozumné s&itani, nasobeni.

Abstraktni pojem: skaldry musi tvofit strukturu F, které se ¥ika
téleso.

.
[

To vede k pojmu linedrni prostor nad télesem F. Vice v p¥ist
prednasce (téma 01B).

Poznamka
Abstrakce v linearni algeb¥e ma tedy dva stupné:

© Linearni prostor nad R abstrahuje (nap¥iklad) prostor
orientovanych Uselek.

© Linearni prostor nad F abstrahuje ddle: roli skalari pfevezmou
prvky télesa F.
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Linearni kombinace

Jaky nejobecnéjsi vypocet lze v linearnim prostoru vykonat?
@ Napfiklad miZeme selist &tyfi vektory: X+ yV + Z+ w.
Diky asociativité s¢itani nemusime psat zavorky.
@ Naptiklad miZzeme ndsobek vektoru opét vyndsobit: b (a- X).
Diky axiomim jde opét o ndsobek (b - a) - X.

© Obecnégji, miZeme sc¢itat kone¢né& mnoho nasobki vektord.

To znamend: je-li dan kone&ny seznam vektorl (xi,...,X,) a
kone¢ny seznam skaldri? (a1, ..., an), lze utvofit linedrni
kombinaci

- Xita-Xbtaz-X3+...+ap X,

n
znalenou i E a;j - X nebo E aj - Xi

i=1 ie{1,..,n}

Té&mto skalarim ¥ikdme koeficienty linedrni kombinace.
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Linearni kombinace

Zobecnéni pfedchoziho (zatim jen slogan)

Linearni kombinace seznamu (ay, ..., ax) v R" vytvateji ,rovny
kus" prostoru R".

Tento ,,rovny kus" prostoru R” prochazi po¢atkem a ma smér
(al, ey ak).

PF¥isti prednasky: témto ,,rovnym kusiim® v R" budeme ¥ikat

s ’

linedrni podprostory R".

Pochopitelnég, v pfistich pfednaskach budeme pracovat daleko
abstraktnéji nez v R".

Slogan je reklamni heslo!

Na pFednasce budeme zmifiovat ¥adu slogani. Slogany maji slouZit
k intuitivnimu pochopeni. Slogany v Z2ddném p¥ipad& nemohou
nahradit p¥esnd zné&ni definic, vé&t, atd.
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