
Lineárńı prostor
Lineárńı kombinace

Lineárńı prostory nad R

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 1.1–1.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Lineárńı prostor
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Co je definice?

Co je hypotéza?

Co je (matematická) věta? Lemma? Tvrzeńı?

Co je d̊ukaz?

V́ıce nap̌r. v textech

1 J. Velebil, Velmi jemný úvod do matematické logiky

2 J. Velebil, Sb́ırka problémů z lineárńı algebry
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Co je definice?

Vysvětĺıme na pojmu sudost: některá p̌rirozená č́ısla lze
”
sěradit do

dvojic“, některá p̌rirozená č́ısla
”
sěradit do dvojic“ nejdou:

• • •
• • •

versus
• • •
• • • •

Definice

At’ x je p̌rirozené č́ıslo.a Řekneme, že x je sudé,b pokud plat́ı
rovnost x = 2k pro nějaké p̌rirozené č́ıslo k.

aNula je p̌rirozené č́ıslo.
bSlovo sudé znamená ve staročeštině složený ze dvou d́ıl̊u.

Důležité poznámky

1 Definice jsou psány českými oznamovaćımi větami.

2 Každá definice obsahuje dvě části: pojmenováńı pojmu a
charakteristickou vlastnost pojmu.

3 U definice nedává smysl mluvit o jej́ı
”
pravdivosti“ či

”
nepravdivosti“.
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Co je hypotéza?

Hypotéza 1

At’ x je sudé p̌rirozené č́ıslo. Potom x + 3 je sudé p̌rirozené č́ıslo.

Hypotéza 2

At’ x je sudé p̌rirozené č́ıslo. Potom x + 6 je sudé p̌rirozené č́ıslo.

Důležité poznámky

1 Hypotézy jsou psány českými oznamovaćımi větami.

2 Každá hypotéza má formu úsudku o již definovaných
pojmech: muśı obsahovat dvě části: p̌redpoklad(y) a závěr.

3 U hypotézy nás zaj́ımá jej́ı pravdivost či nepravdivost.
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Co je věta (tvrzeńı, lemma) a jej́ı d̊ukaz?

Věta

At’ x je sudé p̌rirozené č́ıslo. Potom x + 6 je sudé p̌rirozené č́ıslo.

Důkaz

At’ x je sudé p̌rirozené č́ıslo. Potom x = 2k pro nějaké p̌rirozené
č́ıslo k. Potom x + 6 = 2k + 6 = 2(k + 3). Protože k + 3 je
p̌rirozené č́ıslo, je x + 6 č́ıslo sudé.

Důležité poznámky

1 Důkaz je psán českými oznamovaćımi větami.a

2 Důkaz je konečná a korektńı argumentace, která oponenta
p̌resvědč́ı o pravdivosti dokazovaného tvrzeńı.b

aNa p̌rednáškách budeme použ́ıvat
”
těsnopis“, který lze snadno do

oznamovaćıch vět p̌repsat.
bToto je neformálńı vysvětleńı pojmu důkaz. Formálńı důkazy studuje

matematická logika.
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Neformálně

Lineárńı prostor (nad R) je kolekce jakýchkoli objekt̊u (těm
budeme ř́ıkat vektorya), které mezi sebou můžeme sč́ıtat a každý
z nich můžeme vynásobit skalárem (v našem p̌ŕıpadě prvkem R).

Sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı skalárem se muśı ř́ıdit jistými
zákonitostmi. Tyto zákonitosti maj́ı umožnit (nap̌ŕıklad) řešit

”
lineárńı rovnice“.

aSlovo vektor pocháźı z latiny. Český p̌reklad by mohl být p̌renašeč
(fyzikálńı vektor

”
p̌renáš́ı“ bod do jiného bodu).

Důležité: Obecný vektor je prvek obecného lineárńıho prostoru. Vektor obecně
nemá velikost a nemá směr.
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Př́ıklad (orientované úsečky v rovině)

Dvě operace:

O

A B

C

O

X
Y

Z

sč́ıtáńı: OC = OA + OB
násobeńı skalárem: OY =

√
2 · OX , OZ = −

√
2 · OX

Sč́ıtáńı orientovaných úseček a násobeńı orientované úsečky
reálným skalárem splňuj́ı jisté axiomy.
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Motivace axiomů pro lineárńı prostor

Vy̌rešte v R rovnici 2x + 7 = 4.
Postup (ekvivalentńı úpravy):

2x + 7 = 4

(2x + 7) + (−7) = 4 + (−7)(
2x + (7 + (−7)

)
= 4 + (−7)

2x + 0 = 4 + (−7)

2x = 4 + (−7)

2−1 ·
(

2x
)

= 2−1 ·
(

4 + (−7)
)

(
2−1 · 2

)
x = 2−1 ·

(
4 + (−7)

)
1 · x = 2−1 ·

(
4 + (−7)

)
x = 2−1 ·

(
4 + (−7)

)
Všimněme si: pro algoritmus jsou důležité vlastnosti operaćı.
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Definice (lineárńı prostor nad R)

Lineárńı prostor (nad R) je množina L spolu se dvěma funkcemi

+ : L× L→ L, · : R× L→ L

pro které plat́ı následuj́ıćı:
1 Vlastnosti sč́ıtáńı:

1 Existuje ~o ∈ L tak, že pro vš. ~x ∈ L plat́ı: ~x + ~o = ~o + ~x = ~x
(existence nulového vektoru).

2 Pro vš. ~x , ~y , ~z ∈ L plat́ı: (~x + ~y) + ~z = ~x + (~y + ~z)
(asociativita sč́ıtáńı vektor̊u).

3 Pro vš. ~x , ~y ∈ L plat́ı: ~x + ~y = ~y + ~x (komutativita sč́ıtáńı
vektor̊u).

4 Pro vš. ~x ∈ L existuje právě jeden ~y ∈ L tak, že ~x + ~y = ~o
(existence opačného vektoru, znač́ıme ~y = −~x).
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Definice (lineárńı prostor nad R), pokrač.

2 Vlastnosti násobeńı skalárem:
1 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı: 1 · ~x = ~x (násobeńı jednotkovým skalárem).
2 Pro vš. a, b ∈ R a vš. ~x ∈ L plat́ı: a · (b · ~x) = (a · b) · ~x

(asociativita násobeńı skalárem).

3 Distributivńı zákony:
1 Pro vš. a, b ∈ R a vš. ~x ∈ L plat́ı: (a + b) · ~x = a · ~x + b · ~x

(distributivita součtu skalár̊u).
2 Pro vš. a ∈ R a vš. ~x , ~y ∈ L plat́ı: a · (~x + ~y) = a · ~x + a · ~y

(distributivita součtu vektor̊u).

Poznámka

Axiomy ťŕı typů: chováńı operace +, chováńı operace · a vzájemný
vztah obou operaćı.
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Př́ıklady

1 Orientované úsečky v rovině (fyzikálńı, p̌ŕıpadně geometrická
intuice).

2 Reálné polynomy (značeńı: R[x ]).

3 n-tice reálných č́ısel (značeńı: Rn, n ≥ 0).a

4 Komplexńı č́ısla nad R (značeńı: C nad R), tzv. Gaussova
rovina.

5 Řada daľśıch p̌ŕıkladů. . .

aDůležité: Prvky Rn budeme psát jako n-tice do sloupc̊u.
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Jednoduché d̊usledky definice

At’ L je lineárńı prostor. Potom:

1 Nulový vektor je jednoznačně určen.

2 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı: 0 · ~x = ~o.

3 Opačný vektor k ~x ∈ L je vektor (−1) · ~x .

4 Pro vš. a ∈ R plat́ı: a · ~o = ~o.

Důkaz.

1 At’ existuj́ı ~o1, ~o2 tak, že pro vš. ~x ∈ L plat́ı:
~x + ~o1 = ~o1 + ~x = ~x a ~x + ~o2 = ~o2 + ~x = ~x . Pak
~o1 = ~o1 + ~o2 = ~o2.

2 Pro vš. ~x ∈ L plat́ı: 0 · ~x = (0 + 0) · ~x = 0 · ~x + 0 · ~x . Takže pro
libovolný vektor ~v plat́ı ~v + 0 · ~x = (~v + 0 · ~x) + 0 · ~x . Tud́ıž
~v + 0 · ~x = ~v . Takže 0 · ~x se chová jako nulový vektor. Proto
0 · ~x muśı být nulový vektor.
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Důkaz (pokrač.)

3 Plat́ı: ~x + (−1) · ~x = 1 · ~x + (−1) · ~x = (1− 1) · ~x = 0 · ~x = ~o.

4 Plat́ı: a · ~o = a · (0 · ~o) = (a · 0) · ~o = 0 · ~o = ~o.

Velmi d̊uležitý d̊usledek definice

At’ L je lineárńı prostor, a ∈ R, ~x ∈ L. Pak a · ~x = ~o právě tehdy,
když a = 0 nebo ~x = ~o.

Důkaz.

D́ıky p̌redchoźımu stač́ı dokázat pouze implikaci zleva doprava.
At’ a · ~x = ~o a a 6= 0. Potom existuje a−1. Tud́ıž
~o = a−1 · ~o = a−1 · (a · ~x) = (a−1 · a) · ~x = 1 · ~x = ~x .

Povšimněme si, čeho využ́ıvá p̌redchoźı tvrzeńı:

Pro vš. a ∈ R plat́ı: a−1 existuje, jakmile a 6= 0.
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Daľśı p̌ŕıklady a protip̌ŕıklady

1 L = (0,+∞). Operace sč́ıtáńı vektor̊u: x ⊕ y := x · y .
Násobeńı skalárem: α� x := xα. Pak L je lineárńı prostor.

2 L je jakákoli jednoprvková množina. Pak L (spolu
s evidentńımi operacemi) je lineárńı prostor. Ř́ıkáme mu
triviálńı lineárńı prostor. Nutně: L = {~o}.

3 L = R2. Operace:

(
a
b

)
+

(
c
d

)
:=

(
a + d
b + c

)
,

α ·
(
a
b

)
:=

(
αa
αb

)
. Nejde o lineárńı prostor.
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Role reálných skalár̊u

Lze R nahradit jiným
”
č́ıselným oborem“?

Se skaláry je ťreba umět následuj́ıćı: rozumné sč́ıtáńı, násobeńı.

Abstraktńı pojem: skaláry muśı tvǒrit strukturu F, které se ř́ıká
těleso.

To vede k pojmu lineárńı prostor nad tělesem F. V́ıce v p̌ŕı̌st́ı
p̌rednášce (téma 01B).

Poznámka

Abstrakce v lineárńı algeb̌re má tedy dva stupně:

1 Lineárńı prostor nad R abstrahuje (nap̌ŕıklad) prostor
orientovaných úseček.

2 Lineárńı prostor nad F abstrahuje dále: roli skalár̊u p̌revezmou
prvky tělesa F.
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Jaký nejobecněǰśı výpočet lze v lineárńım prostoru vykonat?

1 Nap̌ŕıklad můžeme seč́ıst čty̌ri vektory: ~x + ~y + ~z + ~w .
D́ıky asociativitě sč́ıtáńı nemuśıme psát závorky.

2 Nap̌ŕıklad můžeme násobek vektoru opět vynásobit: b · (a · ~x).
D́ıky axiomům jde opět o násobek (b · a) · ~x .

3 Obecněji, můžeme sč́ıtat konečně mnoho násobk̊u vektor̊u.
To znamená: je-li dán konečný seznam vektor̊u (~x1, . . . , ~xn) a
konečný seznam skalár̊ua (a1, . . . , an), lze utvǒrit lineárńı
kombinaci

a1 · ~x1 + a2 · ~x2 + a3 · ~x3 + . . .+ an · ~xn

značenou i
n∑

i=1

ai · ~xi nebo
∑

i∈{1,...,n}

ai · ~xi

aTěmto skalár̊um ř́ıkáme koeficienty lineárńı kombinace.
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Zobecněńı p̌redchoźıho (zat́ım jen slogan)

Lineárńı kombinace seznamu (a1, . . . , ak) v Rn vytvá̌rej́ı
”
rovný

kus“ prostoru Rn.
Tento

”
rovný kus“ prostoru Rn procháźı počátkem a má směr

(a1, . . . , ak).

Př́ı̌st́ı p̌rednášky: těmto
”
rovným kus̊um“ v Rn budeme ř́ıkat

lineárńı podprostory Rn.

Pochopitelně, v p̌ŕı̌st́ıch p̌rednáškách budeme pracovat daleko
abstraktněji než v Rn.

Slogan je reklamńı heslo!

Na p̌rednášce budeme zmiňovat řadu sloganů. Slogany maj́ı sloužit
k intuitivńımu pochopeńı. Slogany v žádném p̌ŕıpadě nemohou
nahradit p̌resná zněńı definic, vět, atd.
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