Zakladni vlastnosti R a definice télesa
Linearni prostor nad obecnym télesem
Linedrni kombinace

Linearni prostory nad F

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 1.1-1.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minula pfednaska (téma 01A)
Linedrni prostor nad R jako zobecné&ni (nap¥iklad) prostoru
orientovanych usecek v roving.

Dnesni prednaska
@ Téleso F jako zobecnéni redlnych &isel.

© Linearni prostor nad F jako zobecnéni pojmu linedrni prostor
nad R.

© Ddilezité: povdmneme si, Ze dikazy typicky nesouvisi
s konkrétnimi operacemi; souvisi s pouze s algebraickymi
vlastnostmi téchto operaci.?

Od pFisté budeme pracovat s linedrnimi prostory nad obecnym
télesem.

s

“Do jisté miry je tak dne3ni prednaska , kopii* tématu 01A. Algebra dovoli
od pFi¥té takovou marnotratnost nedopustit.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Séitani a nasobeni realnych ¢isel
Mnozina redlnych &isel R je vybavena dvéma funkcemi

+:RxR—=R, -:RxR—R

pro které plati nasledujici:
@ Vlastnosti s¢itani:

O Existuje 0 € R tak, Ze provs. ac R plati: a+0=04+a=2a
(existence nuly).

@ Provs. a,b,c € Rplati: (a+ b) + c = a+ (b+ c) (asociativita
s¢itdni).

© Pro V8. a,b € R plati: a+ b = b+ a (komutativita s¢itani).

@ Pro v8. a € R existuje pravé jedno b € R tak, Ze a+ b =0
(existence opacného &isla, znakime b = —a).

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 01B-2025: Linearni prostory nad F 3/22



Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Sé&itani a nasobeni realnych &isel (pokrat.)
@ Vlastnosti nasobeni:

© Existuje 1 € R tak, Ze pro v&. a € R plati: 1 - a = a (existence
jednotky).

@ Provi. a,b,c e Rplati: a-(b-c) = (a- b) - ¢ (asociativita
nasobeni).

© Provs. a,b € R plati: a- b= b- a (komutativita nasobeni).

© Provdzanost s¢itdni a ndsobeni:

® Provs. a,b,ceRplati:a-(b+c)=a-b+a-c (levy
distributivni zdkon).

® Provs. a,b,ceRplati: (b+c)-a=b-a+c-a(pravy
distributivni zakon).

Q Test invertibility: pro v&. a € R plati: a # 0 iff existuje a~!.

Poznamka

Vyse uvedené vlastnosti byly podstatné pro zavedeni pojmu linedrni
prostor nad R (viz minulou pfednasku).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Priklady: dalsi ,,standardni* s¢itani a nasobeni

© Standardni s¢itdni a nasobeni raciondlnich &isel: ob& operace
na mnoziné Q spliuji stejné vlastnosti jako standardni s¢itani
a nasobeni na mnoZiné R.

@ Standardni s¢itdni a nasobeni komplexnich &isel: ob& operace
na mnoziné C spliuji stejné vlastnosti jako standardni s¢itani
a nasobeni na mnoZiné R.

© Standardni s¢itani a nasobeni celych &isel: ob& operace na
mnoziné Z nespliiuji stejné vlastnosti jako standardni s¢itani a
nasobeni na mnoZing R. Neplati test invertibility: napfiklad
2 #£0, ale 271 v Z neexistuje!?

aTest invertibility v R byl v minulé pfednd3ce podstatny! MnoZinu Z tedy
jako mnoZinu skalari nebudeme moci pouZit.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

P¥iklad: ,,nestandardni séitani a nasobeni
© Mnozina Z; = {0,1} s operacemi:
+]ofr _-Jo]1
001 0|00
110 101

@ Mnozina Z3 = {0,1,2} s operacemi:

Operace na mnoZinidch Z a Z3 spliiuji stejné vlastnosti jako
standardni s¢itani a nasobeni na mnoZiné R.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Slogan pro téleso

Teleso F je kolekce jakychkoli objektl (t&m budeme ¥ikat prvky
télesa F), které mezi sebou miZeme stitat a nasobit. S¢itani a
nasobeni v F spliiuji stejné vlastnosti jako standardni séitani a
ndsobeni v R.

Definice (té&leso)

Téleso je mnozina F, vybavena dvéma funkcemi
+:FxF—=F -:FxF—F
pro které plati nasledujici:
@ Vlastnosti s¢itani:
O Existuje 0 € F tak, Ze provs. a€ Fplat: a+0=0+a=2a
(existence nuly).
@ ProVs. a,b,c € Fplati: (a+ b) +c = a+ (b+ c) (asociativita
s¢itdni).
© Pro V& a,b € F plati: a+ b = b+ a (komutativita s¢itani).
@ Pro v8. a € F existuje pravé jedno b € F tak, ze a+ b =0
(existence opatného &isla, znatime b = —a).

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 01B-2025: Linearni prostory nad F 7/22



Zakladni vlastnosti R a definice télesa

Definice télesa (pokrat.)

@ Vlastnosti ndsobeni:
@ Existuje 1 € F tak, Ze pro v&. a € F plati: 1-a = a (existence
jednotky).
@ Provs. a,b,c € Fplati: a-(b-c) = (a- b)- c (asociativita
nasobeni).
© Pro V8. a,b € F plati: a- b= b- a (komutativita nisobenf).
© Provazanost s¢itdni a ndsobenf:
@ Provs. a,b,ccFplatia-(b+c)=a-b+a-c (levy
distributivni zakon).
@ Provs. a,b,ceFplati: (b+c)-a=b-a+c-a(pravy
distributivni zdkon).

Q Test invertibility: pro v8. a € F plati: a # 0 iff existuje a~ L.
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa

P¥iklady
@ Mnoziny Q, R, C se standardnim s¢itanim a nasobenim jsou
télesa.

yos

@ MnozZina Z se standardnim séitdnim a nasobenim neni téleso.
© MnoZiny Z; a Z3 jsou t&lesa (s¢itdme a ndsobime jako zbytky
po déleni 2, resp. 3).

Obecngji: mnozina Z, = {0,1,...,p — 1}, kde p je prvocislo,
je téleso, pokud ¢&isla s¢itame a ndsobime jako zbytky po
déleni p.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 01B-2025: Linearni prostory nad F 9/22



Linearni prostor nad obecnym télesem

Definice (linearni prostor nad télesem F)

Linedrni prostor nad télesem F je mnoZina L spolu se dvéma
funkcemi
+:LxL—>L, -:FxL—1L

pro které plati nasledujici:
@ Vlastnosti séitani:
@ Existuje 6 € L tak, Ze provs. X € Lplati: X+ 0 =0+ X=X
(existence nulového vektoru).
@ ProVvi X,y,Ze€ Lplati: (X+y)+Z=X+(y+2)
(asociativita s¢itani vektora).
© Pro 3. X,y € L plati: X+ ¥ = y + X (komutativita s¢itanf
o

vektori).
Pro v&. X € L existuje pravé jeden y € L tak, 2e X+ y =0
(existence opa&ného vektoru, znatime y = —X).
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Definice (linearni prostor nad té&lesem F), pokrat.

@ Vlastnosti ndsobeni skaldrem:
® Provi. X € L plati: 1- X = X (ndsobeni jednotkovym skaldrem).
@ Provi. a,beFavi Xelplatia-(b-X)=(a-b)-X
(asociativita ndsobeni skaldrem).
© Distributivni zakony:
® Provi.a,bcFavi. Xelplati: (a+b)-X=a-X+b-
(distributivita sou¢tu skalar).
@ Provi.acFaw X,yelplatia-(X+y)=a-X+a-y
(distributivita sou¢tu vektort).

x|

Pozndmka
Axiomy t¥i typl: chovdni operace +, chovdni operace - a vzdjemny

vztah obou operaci.

Definice je formalné stejna jako pro linearni prostor nad R. Jedind

zména: téleso R je nahrazeno obecnym télesem F.
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Pt¥iklady linearnich prostorti nad obecnym télesem F

© Prostory F" nad F, n > 1. Vektory jsou uspo¥adané n-tice

prvki F, psané do sloupce. Skalary jsou prvky télesa F.
2.14

Nap¥iklad: v (Z7)? je vektor (g) v Q3 je vektor [ —21.7 |,
12

V3i

@ Prostory F[x] polynomil v neurtité x s koeficienty z télesa F.
Skaldry jsou prvky télesa F, vektory jsou jednotlivé polynomy.
S&itdni a nasobeni je definovano analogicky jako v R[x].
Naptiklad: v Z3[x] plati:

v C? je vektor (2 . 4I> atd.

(2x+2)+(x+2) = 1
(2x+2)-(x+2) = 2x>+1
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Jednoduché diisledky definice
At L je linedrni prostor. Potom:
© Nulovy vektor je jednoznaéné& uréen.
@ Provi. Xxe Lplati: 0-X=o0.
© Opalny vektor k X € L je vektor (—1) - X.
Q Provi. aeRplati: a-0=0.

Diikaz.
Q At existuji 01, 05 tak, %e pro v&. X € L plati:
X+oi=00+X=Xax+0o =0+x=x. Pak

@ Provs. xe Lplati: 0-X=(0+0)-x=0-x+0-X. TakZe pro
libovolny vektor v plati v+ 0-x= (V+0-X)+0-x. Tudiz
V+0-x = V. TakZe 0 - X se chova jako nulovy vektor. Proto
0 - X musi byt nulovy vektor.
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Linearni prostor nad obecnym télesem

Diikaz (pokrat.)
Q Plati: X+ (-1) - x=1-X+(-1)-Xx=(1-1)
Q Platha-0=a-(0-0)=(a-0)-0=0-0=0.

|
Velmi dalezity dusledek definice
At L je linedrni prostor, a € F, X € L. Pak a- X = & pravé tehdy,
kdyZ a =0 nebo X = 0.
Diikaz.
Diky ptedchozimu staéi dokazat pouze implikaci zleva doprava.
At a-X =0 a a#0. Potom existuje a—1. Tudiz
d=al-d=atl(a-x)=(ata)-x=1-X=x [ |

Povsimnéme si:
Dikazy jsou stejné, jako v minulé pfednasce!
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Linearni kombinace

Jaky nejobecnéjsi vypocet Ize v linedrnim prostoru vykonat?
© Napriklad mizeme setist Ety¥i vektory: X+ y + Z+ w.
Diky asociativité s¢itani nemusime psat zavorky.
@ Naptiklad mizeme nasobek vektoru opét vyndsobit: b - (a - X).
Diky axiomim jde opét o nasobek (b - a) - X.

© Obecnégji, miZeme scitat kone¢né mnoho nasobki vektord.

To znamend: je-li ddn kone&ny seznam vektort (Xi,...,%,) a
kone¢ny seznam skaldrG? (a1, ..., an), lze utvofit linedrni
kombinaci

a-Xita-btaz-Xz3+...+ap X,

n

znakenou i E a; - X; nebo E aj - Xi

i=1 ie{1,..,n}

T&mto skaldrim ¥ikdme koeficienty linedrni kombinace.
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Linearni kombinace

Definice

Seznam (také: skupina) vektor(i je bud prdzdnd posloupnost ()
nebo kone&na posloupnost (xi,. .., X,).

Pozor: je rozdil mezi seznamem a mnoZinou
(X1, %2, X3) # (X3, X2, X1) V. {X1,%2,X3} = {X3, %0, X1 }
(X1, %1, %2) # (X1, %) vs. {X1,%1, %} = {X1, %}

Definice (linearni kombinace kone&ného seznamu vektorii)
Pro seznam vektor( tvaru

© () definujeme & jako jeho (jedinou moZnou) linedrni kombinaci
(s prazdnym seznamem koeficientd).

n
Q (Xi,...,Xn) je vektor g aj - X; jeho linedrni kombinace (se
i=1
seznamem koeficientd (a1, ..., ap)).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa
Linearni prostor nad obecnym télesem
Linearni kombinace

P¥iklad (geometricky vyznam linearni kombinace)

Pro seznam (a1) v R?
—

a seznam (2.5) redlnych &isel je

> » 2.5 -a;
ai

linedrni kombinace.

Véechny mo?né linedrni kombinace vektoru a; vytvareji v R?
primku prochézejici potatkem (se smé&rem aj).
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Zakladni vlastnosti R a definice télesa
Linearni prostor nad obecnym télesem
Linearni kombinace

P¥iklad (geometricky vyznam linearni kombinace)

Pro seznam (ay,ap) v R3
a2
\—> ai

a seznam (2.1, 1.3) redlnych &isel je

1.3 -a» 21-a1+13-a»
a2

N 2.1- ai

Vgechny mo#né linedrni kombinace seznamu (ay, ap) vytvareji v R3
rovinu prochazejici po¢atkem (se smérem (a1, az)).
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Linearni kombinace

Vyznam linedrnich kombinaci (zatim jen slogan)

At L je linedrni prostor nad F.

Linedrni kombinace seznamu (xi,...,x,) v L vytvateji ,,rovny kus"
prostoru L.

Tento ,rovny kus" prostoru L prochazi po¢itkem 6 a ma ,smér"
(Xiy .y Xn)-

PF¥isti prednaska: témto ,,rovnym kusiim” v L budeme Fikat linedrni
podprostory L.
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Linearni kombinace

P¥iklad (linearni kombinace a soustavy rovnic)

Existuji koeficienty x, y v R tak, %e v R? plati rovnost

(2 4y 6\ (2} ,
*\3) 7 1) " \6)
Dva pohledy na tento problém:

@ Hleddme prvky x, y v R tak, Ze plati

2x+ 6y =
3x+1ly =

To znamena: koeficienty linedrni kombinace jsou FeSenim jisté
soustavy linedrnich rovnic nad R.
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Linearni kombinace
P¥iklad (linearni kombinace a soustavy rovnic, pokrat.)

o),
b9

© Pro zadané vektory

1

hleddme ,,natazeni* &ervenych vektorl tak, aby modry vektor
byl Ghlop¥i¢kou EtyFihelnika:
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Linearni kombinace

Zobecnéni ptedchoziho (zatim jen slogan)

Hledame-li pro pevny seznam (aj,...,as) a pevny vektor b v F"
redlné koeficienty xi, ..., xs tak, aby platila rovnost

X1-a1+...+xs-as=0>b

pak Ize na tuto llohu pohliZzet dvéma zplsoby:
@ Resime soustavu r linedrnich rovnic o s nezndmych.

@ Hledame ,nataZeni vektorl a1, ..., as pomoci skalari xi,

..., Xs tak, aby vektor b tvo¥il GhlopFi¢cku rovnobé&Znosténu.

PYisti predndsky (téma 06A): Druhy pohled na tuto dlohu ndm
dovoli vybudovat elegantni metodu ¥edeni soustav (Gaussovu
eliminaci).
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