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Prinik a spojeni linearnich podprostorii

Linearni obal a linearni podprostor

Odpfednesenou latku naleznete v kapitolach 1.5 a 1.6 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minula prednaska
© Definice linedrniho prostoru (nad obecnym t&lesem).

@ Linedrni kombinace.

Dnesni prednaska
© Linearni obal mnoZiny vektor(.

@ Linearni podprostor linedrniho prostoru.
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P¥ipomenuti
V linedrnim prostoru miZeme zjednoduSovat zapisy:
© Pideme: —X misto (—1) - X. Jde o opa&ny vektor k vektoru X
(dokédzano minule).
Q@ Piteme: Xi + % + - -+ + Xo_1 + X, misto
(...04 + %)+ + Xp—1) + X,. Divod: asociativita s¢itani
vektor(.
Linedrni kombinace seznamu (xi, ..., x,) s koeficienty aj, ..., ap
n
z télesa F je vektor Z aj - X:.

i=1
Linedrni kombinace prazdného seznamu () je nulovy vektor.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 02A-2025: Linearni obal a linearni podprostor

3/16



Koneéné a nekonetné mnoziny
P¥ipomenuti:? mnoZina p¥irozenych ¢isel N = {0,1,2,...}.
@ Mnozina M je konetna, kdyz ma presné n prvkd, kde n je
néjaké ptirozené &islo.
To znamend: M je kone&nd, kdyZ bud
M =0 (mnoZina M ma 0 prvkd, znaleni: card(M) = 0),
nebo

M ={x1,...,x,}, kde n > 1 je p¥irozené &islo (v tom ptipadé
m3 mnoZina M n prvki, zna&eni: card(M) = n).

© Mnozina M je nekonetna, kdyZ neni konecna.

Napfiklad N, Q, R, C jsou nekone&né mnoZziny. MnoZina R[x]
je nekonedna.

“Dalezité: v prednaskich z linedrni algebry nula je p¥irozené &islo.
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Linearni obal

Definice (linearni obal mnoziny vektorii)
At M je jakakoli mnoZina vektor(i linedrniho prostoru L. Linedrnf
obal mnoziny vektorii M je mnoZina span(M), definovand takto:

n
X € span(M) pravé tehdy, kdyz? x = Z aj - X
i=1

pro n&jaké n > 0, n&jakd a1,...,a, € F a n§jakd x1,...,x, € M.

?Pozor: prazdna linedrni kombinace je rovna vektoru &.

Ujasnéni si definice span(M)

X € span(M) pravé tehdy, kdyz existuje n&jaky seznam S vektori
z mnoZiny M tak, Ze X je roven né&jaké linedrni kombinaci seznamu
S.

To jest: span(M) je mnoZina viech moznych linedrnich kombinaci,

které Ize z M utvofit.
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Linearni obal

P¥iklady (viz minulé pfednasky)

O Pro — a1

v R? je span({a1}) p¥imka prochdzejici potatkem se smé&rem

(a1).
Q@ Pro

az
\—> ai

v R3 je span({ay,ay}) rovina prochazejici potatkem se
smérem (a1, az).

Pozor: pro A e—+ ya

v R3, linedrni obal span({a1,a»}) neni rovina! Jde opét

o pfimku. Jak poznat o co jde? Uvidime pfFisté.?

“Toto téma se zove linedrni zavislost a linedrni nezavislost.
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Linearni obal

Uzavérové vlastnosti linearniho obalu
Q Je-li M C N, potom span(M) C span(N).
@ Pro v&. M plati: M C span(M).
© Pro v&. M plati: span(span(M)) C span(M).

Dikaz.
P¥ednaska. [ |

Vysvétleni uzavérovych vlastnosti (slogan)
Linedrnimi kombinacemi tvofime ,,rovné kusy” linedrniho prostoru
(viz minulou p¥ednésku).

MnoZina span(M) je tedy ,zabaleni" mnoZiny M tak, aby
vysledkem byl ,,co nejmensi rovny kus", ktery obsahuje M.
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Linearni podprostor linearniho prostoru

Definice (linearni podprostor)

At W je podmnozina linedrniho prostoru L. Rekneme, 7e W je
linedrni podprostor? linedrniho prostoru L, kdyz plati

span(W) C W.

“Pokud W je linedrnim podprostorem prostoru L, ¥ikime také, Ze L je
linedrnim nadprostorem prostoru W.

Slogan pro linearni podprostor
Podprostor je ,,dobrd” podmnoZina prostoru. Z4dnou linedrni
kombinaci nelze z linedrniho podprostoru ,utéct".
Tvrzeni
© span(M) je vzdy linedrni podprostor. Jde o nejmensi
podprostor, ktery obsahuje mnoZinu M.

© Mnozina M je linedrni podprostor pravé tehdy, kdyZz

span(M) = M.
Diikaz.
Pfednaska.
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Linearni podprostor linearniho prostoru

Tvrzeni
At L je linedrni prostor. PodmnoZ%ina W C L je linedrnim
podprostorem prostoru L pravé tehdy, kdyz plati:

Q G je prvkem W (uzavienost W na nulovy vektor).

s = =

@ X+ y je prvkem W, pro kazdé X,y € W (uzavienost W na
soulet vektort).

© a- X jeprvkem W, pro kazdé a € F a kazdé x ¢ W
(uzavfenost W na skaldrni nasobek).

Duakaz.
Prednéska. |

Dalsi slogan pro linearni podprostor

Linedrni podprostor vZdy obsahuje nulovy vektor a ,vydrZi*
operace souttu a skaldarniho ndsobku.
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Linearni podprostor linearniho prostoru

Klasifikace linearnich podprostorii prostoru R3 nad R?
Kazda z mnoZin nasledujicich typl

© Jednoprvkovd mnoZina obsahujici pouze polatek.
nebo

© Kazda pfimka prochazejici pocatkem.
nebo

© Kazda rovina prochazejici po¢atkem.

Q Celd mnozina R3.

je linedrni podprostor? prostoru R3.

To, %e 7adné jiné linedrni podprostory prostoru R® neexistuji, ukdzeme
pozdéji. Budeme k tomu potfebovat pojem dimense.
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Linearni podprostor linearniho prostoru

Dilezité

At W je linedrni podprostor linedrniho prostoru L. Potom mnoZina
W sama o sobé je linedrnim prostorem, pokud s&itani vektorl ve
W a nasobeni vektoru skaldrem ve W definujeme stejné jako

v prostoru L.

Obrécené tvrzeni ale neplati: napfiklad W = {<)1<> | x € R} neni

linedrnim podprostorem R2. Ale mno¥ina W spolu s operacemi

(o (-(1) ()-(2)

tvoFi linedrni prostor nad R.
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Linearni podprostor linearniho prostoru

Priklady
© Kazdy linedrni prostor je sdm svym podprostorem.

@ Mnozina {6} je vzdy linedrnim podprostorem.?

© R3 je linedrni prostor (operace jsou definovany po slozkéch).

X
€ R3| z =0} je linedrnim podprostorem R3.

0 W ={
o W,={

Pozor! Na mnoZin& W, Ize definovat strukturu linedrniho
prostoru (cviZen).

N < X NX

“Tomuto podprostoru ¥ikdme trividlni podprostor.
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Linearni podprostor linearniho prostoru

Ptiklady (pokrat.)

o

o

Pro kazdé n > 0 je F="[x] linedrni podprostor linearniho
prostoru F[x].

OznaZme jako R=3[x] mnoZinu viech redlnych polynomii
stupn& maximaln& 3 a jako R<13%[x] mnoZinu viech redlnych
polynomi stupné maximalné 136.

Potom R=3[x] je linedrni podprostor linesrniho prostoru
RS130[y].

Obecngji: At F je téleso. Oznagme jako F="[x] mnoZinu viech
polynom( nad F stupné maximalné n, n > 0.

Jakmile n < m, je F<"[x] linedrni podprostor linedrniho
prostoru F=M[x].
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Linearni obal
Linearni podprostor linearniho prostoru
Prinik a spojeni linearnich podprostori

Co je priinik a sjednoceni systému mnozin skute¢né?
At U je mno%ina a at A; C U, i € I, je systém podmnoZin mnoZiny
U. Potom:
© Prinik [ A; je opét podmnozina mnoziny U a ma nasledujici
iel
vlastnost:
N A; je nejvétsi podmnoZzina mnoZiny U, kterd je
iel
podmnoZinou kaZzdé z mnoZin A;.
@ Sjednoceni | J A; je opét podmnoZina mnoziny U a ma
iel
nasledujici vlastnost:
J A; je nejmensi podmnoZina mnoZiny U, kterd je
i€l
nadmnozinou kaZzdé z mnoZin A;.

Lze analogicka tvrzeni dokazat pro linearni podprostory?
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Prinik a spojeni linearnich podprostori

Pranik a sjednoceni systému linedrnich podprostori
At L je linedrni prostor.
© Prinik libovolného systému {W; | i € I} podprostord prostoru
L je linedrnim podprostorem prostoru L.
@ Sjednoceni systému {W; | i € I} linedrnich podprostort
prostoru L obecné linedrnim podprostorem prostoru L neni.
Dikaz.

P¥ednaska. [ |

Definice (spojeni systému linearnich podprostorii)

At {W; | i € I} je systém linedrnich podprostorl prostoru L.
Linedrnimu podprostoru span(|J;c, W;) prostoru L ¥ikdme spojen{
podprostord W;, i € I, a zna&ime jej?

\V wi

i€l

?V p¥ipadé& systému dvou linedrnich podprostori Wi, W, pouZivame i
znadeni Wi vV Wh.
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Prinik a spojeni linearnich podprostori

Co je priinik a spojeni systému linedrnich podprostori
skuteéné?
At L je linedrni prostor a at W; C U, i € I, je systém linedrnich
podprostorii prostoru L. Potom:
© Prinik [ W; je opét linedrni podprostor prostoru L a md
i€l
nasledujici vlastnost:
N Wi je nejv&tsi linedrni podprostor prostoru L, ktery je
icl
linedrnim podprostorem kaZdého z podprostort W;.
@ Spojeni \/ W; je opét linedrni podprostor prostoru L a ma
iel
nasledujici vlastnost:
\/ W; je nejmensi linedrni podprostor prostoru L, ktery je
iel
linedrnim nadprostorem kaZdého z podprostorii W;.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 02A-2025: Linearni obal a linearni podprostor 16/16



	Lineární obal
	Lineární podprostor lineárního prostoru
	Prunik a spojení lineárních podprostoru

