
Lineárńı obal
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Lineárńı obal a lineárńı podprostor

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 1.5 a 1.6 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Minulá p̌rednáška

1 Definice lineárńıho prostoru (nad obecným tělesem).

2 Lineárńı kombinace.

Dnešńı p̌rednáška

1 Lineárńı obal množiny vektor̊u.

2 Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru.
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Připomenut́ı

V lineárńım prostoru můžeme zjednodušovat zápisy:

1 Ṕı̌seme: −~x ḿısto (−1) · ~x . Jde o opačný vektor k vektoru ~x
(dokázáno minule).

2 Ṕı̌seme: ~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn−1 + ~xn ḿısto
(. . . (~x1 + ~x2) + · · ·+ ~xn−1) + ~xn. Důvod: asociativita sč́ıtáńı
vektor̊u.

Lineárńı kombinace seznamu (~x1, . . . , ~xn) s koeficienty a1, . . . , an

z tělesa F je vektor
n∑

i=1

ai · ~xi .

Lineárńı kombinace prázdného seznamu () je nulový vektor.
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Konečné a nekonečné množiny

Připomenut́ı:a množina p̌rirozených č́ısel N = {0, 1, 2, . . . }.
1 Množina M je konečná, když má p̌resně n prvk̊u, kde n je

nějaké p̌rirozené č́ıslo.

To znamená: M je konečná, když bud’

M = ∅ (množina M má 0 prvk̊u, značeńı: card(M) = 0),

nebo

M = {x1, . . . , xn}, kde n ≥ 1 je p̌rirozené č́ıslo (v tom p̌ŕıpadě
má množina M n prvk̊u, značeńı: card(M) = n).

2 Množina M je nekonečná, když neńı konečná.

Nap̌ŕıklad N, Q, R, C jsou nekonečné množiny. Množina R[x ]
je nekonečná.

aDůležité: v p̌rednáškách z lineárńı algebry nula je p̌rirozené č́ıslo.
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Definice (lineárńı obal množiny vektor̊u)

At’ M je jakákoli množina vektor̊u lineárńıho prostoru L. Lineárńı
obal množiny vektor̊u M je množina span(M), definovaná takto:

~x ∈ span(M) právě tehdy, kdyža ~x =
n∑

i=1

ai · ~xi

pro nějaké n ≥ 0, nějaká a1, . . . , an ∈ F a nějaká ~x1, . . . , ~xn ∈ M.

aPozor: prázdná lineárńı kombinace je rovna vektoru ~o.

Ujasněńı si definice span(M)

~x ∈ span(M) právě tehdy, když existuje nějaký seznam S vektor̊u
z množiny M tak, že ~x je roven nějaké lineárńı kombinaci seznamu
S .
To jest: span(M) je množina všech možných lineárńıch kombinaćı,
které lze z M utvǒrit.
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Př́ıklady (viz minulé p̌rednášky)

1 Pro a1

v R2 je span({a1}) p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem se směrem
(a1).

2 Pro

a1

a2

v R3 je span({a1, a2}) rovina procházej́ıćı počátkem se
směrem (a1, a2).

Pozor: pro a1a2

v R3, lineárńı obal span({a1, a2}) neńı rovina! Jde opět
o p̌ŕımku. Jak poznat o co jde? Uvid́ıme p̌ŕı̌stě.a

aToto téma se zove lineárńı závislost a lineárńı nezávislost.
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Uzávěrové vlastnosti lineárńıho obalu

1 Je-li M ⊆ N, potom span(M) ⊆ span(N).

2 Pro vš. M plat́ı: M ⊆ span(M).

3 Pro vš. M plat́ı: span(span(M)) ⊆ span(M).

Důkaz.

Přednáška.

Vysvětleńı uzávěrových vlastnost́ı (slogan)

Lineárńımi kombinacemi tvǒŕıme
”
rovné kusy“ lineárńıho prostoru

(viz minulou p̌rednášku).

Množina span(M) je tedy
”
zabaleńı“ množiny M tak, aby

výsledkem byl
”
co nejmenš́ı rovný kus“, který obsahuje M.
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Lineárńı obal
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Definice (lineárńı podprostor)
At’ W je podmnožina lineárńıho prostoru L. Řekneme, že W je
lineárńı podprostora lineárńıho prostoru L, když plat́ı
span(W ) ⊆W .

aPokud W je lineárńım podprostorem prostoru L, ř́ıkáme také, že L je
lineárńım nadprostorem prostoru W .

Slogan pro lineárńı podprostor
Podprostor je

”
dobrá“ podmnožina prostoru. Žádnou lineárńı

kombinaćı nelze z lineárńıho podprostoru
”
utéct“.

Tvrzeńı
1 span(M) je vždy lineárńı podprostor. Jde o nejmenš́ı

podprostor, který obsahuje množinu M.

2 Množina M je lineárńı podprostor právě tehdy, když
span(M) = M.

Důkaz.

Přednáška.
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Lineárńı obal
Lineárńı podprostor lineárńıho prostoru
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Tvrzeńı

At’ L je lineárńı prostor. Podmnožina W ⊆ L je lineárńım
podprostorem prostoru L právě tehdy, když plat́ı:

1 ~o je prvkem W (uzav̌renost W na nulový vektor).

2 ~x + ~y je prvkem W , pro každé ~x , ~y ∈W (uzav̌renost W na
součet vektor̊u).

3 a · ~x je prvkem W , pro každé a ∈ F a každé ~x ∈W
(uzav̌renost W na skalárńı násobek).

Důkaz.

Přednáška.

Daľśı slogan pro lineárńı podprostor

Lineárńı podprostor vždy obsahuje nulový vektor a
”
vydrž́ı“

operace součtu a skalárńıho násobku.
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Klasifikace lineárńıch podprostor̊u prostoru R3 nad R?

Každá z množin následuj́ıćıch typů

1 Jednoprvková množina obsahuj́ıćı pouze počátek.

nebo

2 Každá p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem.

nebo

3 Každá rovina procházej́ıćı počátkem.

4 Celá množina R3.

je lineárńı podprostora prostoru R3.

aTo, že žádné jiné lineárńı podprostory prostoru R3 neexistuj́ı, ukážeme
později. Budeme k tomu poťrebovat pojem dimense.
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Důležité

At’ W je lineárńı podprostor lineárńıho prostoru L. Potom množina
W sama o sobě je lineárńım prostorem, pokud sč́ıtáńı vektor̊u ve
W a násobeńı vektoru skalárem ve W definujeme stejně jako
v prostoru L.

Obrácené tvrzeńı ale neplat́ı: nap̌ŕıklad W = {
(
x
1

)
| x ∈ R} neńı

lineárńım podprostorem R2. Ale množina W spolu s operacemi(
x
1

)
⊕
(
x ′

1

)
=

(
x + x ′

1

)
a�

(
x
1

)
=

(
a · x

1

)
tvǒŕı lineárńı prostor nad R.
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Př́ıklady

1 Každý lineárńı prostor je sám svým podprostorem.

2 Množina {~o} je vždy lineárńım podprostorem.a

3 R3 je lineárńı prostor (operace jsou definovány po složkách).

1 W1 = {

x
y
z

 ∈ R3 | z = 0} je lineárńım podprostorem R3.

2 W2 = {

x
y
z

 ∈ R3 | z = 1} neńı lineárńım podprostorem R3.

Pozor! Na množině W2 lze definovat strukturu lineárńıho
prostoru (cvičeńı).

aTomuto podprostoru ř́ıkáme triviálńı podprostor.
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Př́ıklady (pokrač.)

4 Pro každé n ≥ 0 je F≤n[x ] lineárńı podprostor lineárńıho
prostoru F[x ].

5 Označme jako R≤3[x ] množinu všech reálných polynomů
stupně maximálně 3 a jako R≤136[x ] množinu všech reálných
polynomů stupně maximálně 136.
Potom R≤3[x ] je lineárńı podprostor lineárńıho prostoru
R≤136[x ].

Obecněji: At’ F je těleso. Označme jako F≤n[x ] množinu všech
polynomů nad F stupně maximálně n, n ≥ 0.
Jakmile n ≤ m, je F≤n[x ] lineárńı podprostor lineárńıho
prostoru F≤m[x ].
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Co je pr̊unik a sjednoceńı systému množin skutečně?

At’ U je množina a at’ Ai ⊆ U, i ∈ I , je systém podmnožin množiny
U. Potom:

1 Pr̊unik
⋂
i∈I

Ai je opět podmnožina množiny U a má následuj́ıćı

vlastnost:⋂
i∈I

Ai je nejvěťśı podmnožina množiny U, která je

podmnožinou každé z množin Ai .

2 Sjednoceńı
⋃
i∈I

Ai je opět podmnožina množiny U a má

následuj́ıćı vlastnost:⋃
i∈I

Ai je nejmenš́ı podmnožina množiny U, která je

nadmnožinou každé z množin Ai .

Lze analogická tvrzeńı dokázat pro lineárńı podprostory?
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Pr̊unik a sjednoceńı systému lineárńıch podprostor̊u
At’ L je lineárńı prostor.

1 Pr̊unik libovolného systému {Wi | i ∈ I} podprostor̊u prostoru
L je lineárńım podprostorem prostoru L.

2 Sjednoceńı systému {Wi | i ∈ I} lineárńıch podprostor̊u
prostoru L obecně lineárńım podprostorem prostoru L neńı.

Důkaz.

Přednáška.

Definice (spojeńı systému lineárńıch podprostor̊u)
At’ {Wi | i ∈ I} je systém lineárńıch podprostor̊u prostoru L.
Lineárńımu podprostoru span(

⋃
i∈I Wi ) prostoru L ř́ıkáme spojeńı

podprostor̊u Wi , i ∈ I , a znač́ıme jeja∨
i∈I

Wi

aV p̌ŕıpadě systému dvou lineárńıch podprostor̊u W1, W2, použ́ıváme i
značeńı W1 ∨W2.
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Co je pr̊unik a spojeńı systému lineárńıch podprostor̊u
skutečně?

At’ L je lineárńı prostor a at’ Wi ⊆ U, i ∈ I , je systém lineárńıch
podprostor̊u prostoru L. Potom:

1 Pr̊unik
⋂
i∈I

Wi je opět lineárńı podprostor prostoru L a má

následuj́ıćı vlastnost:⋂
i∈I

Wi je nejvěťśı lineárńı podprostor prostoru L, který je

lineárńım podprostorem každého z podprostor̊u Wi .

2 Spojeńı
∨
i∈I

Wi je opět lineárńı podprostor prostoru L a má

následuj́ıćı vlastnost:∨
i∈I

Wi je nejmenš́ı lineárńı podprostor prostoru L, který je

lineárńım nadprostorem každého z podprostor̊u Wi .
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	Lineární obal
	Lineární podprostor lineárního prostoru
	Prunik a spojení lineárních podprostoru

