Trividlni a netriviadlni linedrni kombinace
Linedrni zavislost a nezévislost

Linearni zavislost a nezavislost

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitole 3.1 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minulé prednasky
@ Linedrni kombinace.
@ Definice linedrniho obalu.

© Definice linedrniho podprostoru.
Dnes$ni prednaska

© Linedrni zavislost/nezdvislost seznamu a mnoZziny vektori
v linedarnim prostoru.
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PFipomenuti
Q Pro

az
\_> ar

v R3 je span({a1,ay}) rovina prochazejici potatkem se
smérem (a1, az).

Q@ Pro Ay ¢——— a;

v R3, linedrni obal span({aj,a,}) rovina neni.

V mnozin& {a1,az} je (napf¥iklad) vektor ay ,zbyte€ny
vzhledem k tvorbé& linedrnich kombinaci*.?

Plati totiz span({a1,a2}) = span({a1}).

?Za chvili budeme ¥ikat, Ze mnoZina {a1,a>} je linedrn& zavisla.
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Trividlni a netriviadlni linedrni kombinace

Definice

Linearni kombinace a; - X1 + - - - + ap - X, je trividlni, pokud
ag=a=---=a,=0.

V opa&ném p¥ipadé je linedrni kombinace a; - X1 + - -+ + a, - X,
netrivialni.

Poznamky

© Trivialni linedrni kombinace je vZdy rovna nulovému vektoru:

rovnost 0 - X1 + --- + 0. X, = 0 plati, protoZze 0- X = &, pro
jakykoli vektor X (dokdzano v tématu 01B).

O | netrividlni linedrni kombinace miZe byt rovna nulovému
vektoru: napfiklad X — X = 0, pro jakykoli vektor X.

© Linearni kombinaci, ktera ddva nulovy vektor, také fikdme
nulovd kombinace.?

?Pozor: trividlni kombinace je vzdy nulovd. Nulovd kombinace nemusi byt
trivialni.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Slogany pro linearni zavislost a linearni nezavislost
Mé&jme kolekci? vektorli. Chceme podrobné studovat nasledujici
dv& situace:?
© P¥i tvorbé linedrnich kombinaci z nasi kolekce je kazdy vektor
z nasi kolekce dilezity. Tomuto jevu budeme Fikat linedrni
nezavislost.
@ P¥i tvorbé linearnich kombinaci z nasi kolekce je néktery
vektor z nasi kolekce nedilezity. Tomuto jevu budeme Fikat
linedrni zavislost.

?Kolekci vektorii tu rozumime bud seznam vektorii nebo mnoZinu vektord.
bPozor: Piseme slogany. Nemusime se tedy trapit nad ptesnosti naseho
vyjadfovani. Slogany maji pouze pomdhat. Slogany nemohou nahradit p¥esnd

znéni definic.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Definice (linearni nezavislost seznamu vektorii)
Rekneme, ¥e seznam S vektorii je linedrné nezavisly, pokud plati
jedna z nasledujicich dvou podminek:
@ Seznam S je prazdny.
@ Seznam S je tvaru (Xi,...,X,) a plati:? jestlize
al-X1+---+a,-X,=0,pakai=a=---=a,=0.

Rekneme, Ze seznam S je linedrn& zavisly, pokud neni linedrné
nezavisly.

“Pozor: jde o implikaci (tj., jde o tvrzeni ve tvaru jestlize. .., potom...)

P¥iklady
© Prézdny seznam () je vzdy linedrn& nezavisly.
@ Seznam (0) je vzdy linedrn& zavisly.

© Seznam, ve kterém se opakuje vektor, je vZdy linedrn& zavisly.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

P¥iklad
Nulova linedrni kombinace x; -a1 +...xs-as = o v F", kde
ail ais
ai azs
a; = sy as =
arl ars

kéduje soustavu r linedrnich rovnic

x1a11 +x0a12+ -+ xs91s = 0
X1a21 + xpaxn + -+ xsas = 0
x1ar1 +Xx2ap2+ -+ Xxsas = 0

0 s neznamych nad F.
Seznam (ay,...,as) je linedrn& nezavisly pravé tehdy, kdyZ tato
soustava ma pouze trividlni ¥eSeni x; = xp = --- = xg = 0.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Definice (linedrni nezavislost mnoZiny vektorii)

At M je mnoZina vektorl v linedrnim prostoru L. Rekneme, e M
je linedrné nezavisld, pokud plati jedna z nésledujicich dvou
podminek:

O MnoZina M je prazdna.

© MnoZina M je neprazdna a navic plati:? jestlize n > 0 je

pfirozené &islo, X1, ..., X, jsou vektory z M a a1, ..., a, jsou
skaldry z F aplatia; - x4 +---+ a, - X, = 0, potom
aa=a=---=a,=0.

Rekneme, 7e mnoZina M je linedrné zavisla, pokud neni linedrné
nezavisla.

“Pozor: jde o implikaci (tj., jde o tvrzeni ve tvaru jestlize..., potom...)
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Linedrni zavislost a nezdvislost

Priklady
© {07} je linedrn& zavisla mnoZina v jakémkoli linedrnim prostoru
L.
Obecngji: at 6 € M, potom M je linedrn& zavisld mnoZina.
1 0 0
@ Mnozina {[0],[1],([0]} jelinedrn& nezavislda mnoZina
0 0 1
v R3.
Obecnéji: definujte pro i = 1,..., n, vektor e; € R" jako n-tici
majici na i-té posici 1 a viude jinde 0. Potom {ei,...,e,} je
linedrné nezavisla mnoZina v R".
© Nekonetnd mnozina {1, x, x2, x3 . } je linedrn& nezavisla

mnoZina v prostoru ponnomu R[x].
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Linedrni zavislost a nezdvislost

P¥iklady (pokrat.)

1 -1 1
©Q Mnozina {[—-7],[ 2 |,| 8 |} jelinedrn& zavisla
3 1 -9
mnoZina v R3.
Davod:
1 -1 1 0
2- -7 +3-[ 2 |+1 8 1=10
3 1 -9 0
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Linedrni zavislost a nezdvislost

»Bezstarostné“ zmenseni linearné nezavislé mnoziny

At M je linedrn& nezdvisld mnoZina vektorii v linedrnim prostoru L.
Jakmile N C M, je i N linedrné nezavisld mnoZina vektori.

Dikaz.
P¥ednaska. [ |

Slogan
Z linedrné nezavislé mnoZiny vektorl mizeme odebrat jakékoli
vektory a vyslednd mnoZina vektori je opét linedrné nezavisla.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

»Bezstarostné“ zvétSeni linedrné zavislé mnoziny

At M je linedrné& zavisld mnoZina vektorii v linedrnim prostoru L.
Jakmile N je mnozina vektorti z L a plati M C N, je i N linearné
zavisld mnozina vektor(.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

Slogan
Do linedrné zavislé mnoZiny vektorli mizZeme pfidat n&jaké vektory
a vyslednd mnoZina vektor(i je opét linedrné zavisla.
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Linedrni zavislost a nezdvislost

»Opatrné” zvétseni linearné nezavislé mnoziny

At M je linedrn& nezdvisld mnoZina vektorii z linedrniho prostoru L,
at v & span(M).

Potom je mnoZina M U {V} linedrn& nezavisla.

Duikaz.
Prednéska. |

llustraéni obrazek

X1
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Linedrni zavislost a nezdvislost

»Opatrné”“ zmenseni linedrné zavislé mnoziny

At M je linedrn& zavisld mnoZina vektorii z linedrniho prostoru L.
Potom existuje v € M tak, Ze span(M \ {V}) = span(M).

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

llustraéni obrazek
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