Generujici mnoziny a baze
Dimense
Baze obecnych prostort

Baze a dimense

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 3.1-3.3 a 3.6
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Minulé pfednasky
© Linedrni kombinace, linedrni zavislost/nezavislost.

@ Linedrni obal seznamu/mnoZiny vektord.
Dnesni prednaska
© Baze linedrniho (pod)prostoru.

Intuitivni vyznam: baze je vybér systému soufadnicovych os.

@ Dimense linedrniho (pod)prostroru.

Intuitivni vyznam: dimense je pocet soufadnicovych os.
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Generujici mnoziny a baze

P¥ipomenuti

MnoZina M je konetnd, pokud bud M = () nebo M = {x1,...,x,}
pro n&jaké prirozené &islo n > 1. MnoZina M je nekonetna, kdyz
neni kone¢na.

Definice (mnoZzina generatori)

At W je linedrni podprostor prostoru L. Rekneme, Ze mno¥ina G
generuje W, kdyZ plati span(G) = W. (Rikdme také: G je
mnoZina generator( podprostoru W.)

Definice (kone&né generovany podprostor)

Rekneme, e linedrni podprostor W prostoru L je konetné
generovany, kdyZ existuje kone€nd mnoZzina jeho generdtori. (To
jest, kdyZ plati span(G) = W pro n&jakou kone&nou mnozinu G.)
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Generujici mnoziny a baze

Priklady
© Pro kazdy prostor L plati: L je mnoZina generator( prostoru L.

MnoZina generatorti L prostoru L obecné neni konetna a je
vZdy linedrn& zavisla (nap¥iklad: R? je nekonetnd linedrné
zavisld mnoZina generatorii prostoru R?).

@ Jak ), tak {&} jsou kone&né mnoZiny generdtori trividlniho
prostoru {G}. Divody: span(()) = {8} (minulé pfednasky) a
span({o}) = {0}

Vsimnéme si:
® 0 je linedrn& nezavisld mnozina generdtorl prostoru {&}.
@ {3J} je linedrn& zdvisla mnozina generatorl prostoru {J7}.

"y » -1 1 . ,
© Konetnd mnoZina G = {(_1> , (1>} generuje ,,osu prvniho
a t¥etiho kvadrantu® prostoru R%. MnoZ¥ina G je linedrné

zavisla.
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Generujici mnoziny a baze

Definice (baze)

Linedrn& nezavislé mnoZiné B, kterd generuje prostor L, fikdme
baze prostoru L. Je-li bdze B konetna, pak seznamu prvki
utvoreného ze vSech prvkd mnoZiny B ¥fikdme uspofddana baze.

Slogan pro bazi

Baze prostoru je ,,nejlispornéjsi” mnoZina generatord.
Priklady
O 0 je baze trividlniho prostoru {o7}.

@ Kazds z mnozin {@ , < _34)}, {(é) , (2)} tvoH bazi

prostoru R2.

© Mnozina {1,x,x%,x3,...} tvo¥i bazi prostoru R[x] véech
redlnych ponnomu.
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Generujici mnoziny a baze

P¥iklad (kanonicka baze prostoru F", n > 1)
At F je jakékoli t&leso. Oznatme jako K, = (e1,...,e,) nasledujici
seznam vektort v F", n > 1:

e; ma jedni¢ku na i-té posici, vSude jinde nuly.

Potom Kj, je usporadana baze prostoru F".

Této usporadané bazi K, fikdme kanonickd baze prostoru F”.
(Také: standardni béze.)

P¥iklad: kanonicka baze K3 v R3.

1 0 0
ee=1(0 eo=1(1 e3s=10
0 0 1
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Generujici mnoziny a baze

P¥iklad: Fourierova baze pro n = 4 (varianta této baze je
pouzivana v JPEG)

2mi

Pro w =€+ =1, je seznam (1%, fi,f, 1?3:) kde

w0 1 w0 1

0 1 :

- w 1 = w i
fo= wl |l T 1] = w2 | | =1
w? 1 w3 —i

w0 1 w? 1
2 3 .
- w -1 = w —1i
h= wrl T 1) s wl | | =1
wb -1 w? i

uspotradana baze linedrniho prostoru C* nad télesem C.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 03A-2025: Baze a dimense 7/16



Dimense

Tvrzeni (Existence baze pro kone&né& generované prostory)

Kazdy kone¢né generovany prostor L ma koneénou bazi.
Navic: vSechny mozZné baze prostoru L maji stejny polet prvki.

Myslenka dikazu

Prvni tvrzeni: vime, Ze span(G) = L, kde G je koneZna. Lze
postupovat dvéma zpiisoby:

(1) ,Pridavat” do prazdné mnoziny ,duilezité" vektory z G.
(1) ,Ubirat" z G ,zbyte&né" vektory.
Detaily: pfednéska.

Druhé tvrzeni: Exchange Lemma (viz skripta, Lemma 3.2.10 a
cviceni).
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Dimense

Definice (prostor kone&né dimense)

Linearni prostor L ma dimensi n (zna&ime: dim(L) = n), kdyz
existuje baze B prostoru L, kterd ma n prvki,? kde n je p¥irozené
&islo.

?A tudiz, podle ptedchoziho, viechny baze prostoru L maji n prvki.

Priklady
Q Plati: dim(R") =n, n > 0.
@ Obecngji: pro jakékoli t&leso F plati dim(F") =n, n > 0.
© Plati: dim({o}) = 0.
© Prostor R[x] v8ech redlnych polynomii nema kone&nou
dimensi.

©

Podprostor R=3[x] (polynomy stupn& nejvyZe 3) prostoru R[x]
ma dimensi 4. UspoFadana baze je napt. (x3,x%, x, 1).

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 03A-2025: Baze a dimense 9/16



Dimense

Poznamka
At L m3 kone¢nou dimensi a at M je kone&nd podmnoZina L.
Q Je-li M linedrn& nezavisla, pak card(M) < dim(M).
@ At card(M) = dim(L). Potom M je linedrn& nezévisld pravé
tehdy, kdyz plati span(M) = L.
Diisledek (klasifikace linedrnich podprostorii R3)
Linedrni podprostory prostoru R® jsou pfesné tvaru span(M), kde

M (zamé&¥eni podprostoru) je linedrn& nezavisla podmnozina R3:
@ Potétek {3} (kdyz M m3a nula prvki).
@ P¥imky prochazejici potdtkem (kdyz M ma jeden prvek).
@ Roviny prochdazejici potitkem (kdyz M md dva prvky).
@ Celé R® (kdy?z M ma t¥i prvky).

Zobecnéni: klasifikace? linedrnich podprostor(i prostoru R"
(dokonce na linedrni podprostory prostoru F").

?To je ndro&né&j3i na predstavu, ale geometricky vyznam je podobny jako pro
linedrni podprostory prostoru R>.
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Dimense

Ptipomenuti (Téma 02A)

Podprostoru span(W; U W) ¥ikdme spojeni podprostori Wy a Wh.
Znaceni: Wi Vv Wh.

Véta (rovnost dvou linearnich podprostorii)

At Wi, Ws jsou linedrni podprostory prostoru L kone&né dimense.
Potom Wi = W, pravé tehdy, kdyz plati rovnost
dim(Wl) = dil’n(W2) = dlm( Wi v W2).a

?Diikaz: domdci cvi€eni. Postupujte nasledovné:
O At Wi = Wsh. Potom Wi vV Wsh = Wi, Tudi# plati rovnost
dim( W1) = dim( Wz) = dim(W1 \Y WQ).
Q At dim(W;) = dim(Ws) = dim(W; V Wh). Protoze Wi C WiV Ws a oba
podprostory maji stejnou dimensi, plati Wi = Wy vV Wh.
Rovnost W, = Wi vV Ws se dokaZe analogicky.
Celkové: Wy = Wy v Wo = Wh, hotovo.
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Dimense

Disledek (dilezity pro Frobeniovu vétu, téma 06A)

At W je linedrni podprostor prostoru L kone&né dimense. Pro
vektor V jsou nasledujici podminky ekvivalentni:?

Q@ veWw
Q@ dim(W) = dim(W V span(V))

?Diikaz: domdcfi cviteni. Postupujte nasledovng:
© Dokazte: V € W iff span(vV) C W iff W = W V span(V).

@ Poutzijte v&tu z predchozi strdnky: W = W V span(V) iff
dim(W) = dim(W V span(V)) = dim(W Vv (W V span(V))).

=W Vspan(V)
Mé&l by pomoci obrézek situace, kdy vV ¢ W:

—

v
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Generujici mnoziny a baze
Dimense
Baze obecnych prostorii

P¥ipomenuti (princip inkluse a exkluse)

At A a B jsou kone¢né mnoZiny.

A B

Oznadime-li polet prvki mnozin A, B, AN B a AU B jako
card(A), card(B), card(AN B) a card(AU B), potom plati rovnost

card(AU B) + card(AN B) = card(A) + card(B)
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Dimense

Véta (o dimensi spojeni a priiniku)

At je L linedrni prostor kone¢né dimense. Potom, pro libovolné
linedrni podprostory Wi, Wh, plati rovnost
dim( Wi v Wz) + dim( Win W2) = dim( Wl) + dim( WQ).

Diukaz.
P¥ednaska.

Slogan pro vétu o dimensi spojeni a praniku
Jde o ,princip inkluse a exkluse® pro linearni prostory koneéné
dimense. Dimense hraje roli po¢tu prvki.?

?Znovu upozoriiujeme: slogan je reklamni heslo, nikoli skute¢nost.
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Baze obecnych prostori

Véta (za pfedpokladu (AC))
Kazdy linearni prostor L ma bazi.
Diikaz.

Naroény: nebudeme dokazovat. |

Poznamka

PY¥edpoklad (AC). Zkratka (AC) znamend Axiom of Choice, &esky:
axiom vybéru.

Jedn3d se o tvrzeni: kartézsky soucin libovolného systému
neprazdnych mnoZin je neprdzdnd mnozina.?

Tvrzeni (AC) je nezavislé na zadkladnich axiomech teorie mnoZzin.
Srovnejte s axiomem o rovnobézkach z geometrie.

“Ve skriptech je pouZita ekvivalentni formulace (AC), tzv. Zornovo Lemma.
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Generujici mnoziny a baze
Dimense
Baze obecnych prostori

Pozor: stejny prostor nad rliznymi télesy ma rizné vlastnosti

© Mnozina C v8ech komplexnich &isel je

@ linedrni prostor dimense 1 nad télesem C,
@ linearni prostor dimense 2 nad télesem R.

© Mnozina R v8ech redlnych Cisel je
@ linedrni prostor dimense 1 nad télesem R,
@ linearni prostor nekonetné dimense nad télesem Q.?

“Nepovinné: takzvand Hamelova baze redlnych &isel, viz P¥iklad 3.6.5 skript.

Dasledek: méli bychom vzdy psat, nad jakym télesem
o linedrnim prostoru mluvime!
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