
Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi a
komutativńı diagramy

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 3.1–3.3 a 2.2
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Minulá p̌rednáška

1 Báze lineárńıho (pod)prostoru.

Intuitivńı význam: báze je výběr systému soǔradnicových os.

2 Dimense lineárńıho (pod)prostroru.

Intuitivńı význam: dimense je počet soǔradnicových os.

Dnešńı p̌rednáška

1 Soǔradnice vektoru vzhledem k uspǒrádané bázi.

Intuitivńı význam: soǔradnice vektoru udávaj́ı
”
úseky“ vektoru

na jednotlivých soǔradnicových osách.

2 Ukážeme velmi užitečný pohled na zobrazeńı (funkce):
kalkulus komutativńıch diagramů.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Věta (existence soǔradnic vzhledem k uspǒrádané bázi)

At’ seznam B = (~b1, . . . , ~bn) tvǒŕı bázi lineárńıho prostoru L. Pro
každý vektor ~x v L existuje jediný seznam (a1, . . . , an) prvk̊u F tak,
že ~x = a1 · ~b1 + · · ·+ an · ~bn.

Důkaz.

Přednáška.

Definice (soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi)

Seznamu (a1, . . . , an) z p̌redchoźı věty ř́ıkáme soǔradnice vektoru ~x
vzhledem k uspǒrádané bázi B = (~b1, . . . , ~bn). Značeńı:a

coordB(~x) =

a1
...
an

.

aTj, soǔradnice vektoru ~x chápeme jako daľśı vektor: vektor soǔradnic v Fn.
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Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Př́ıklad (soǔradnice stejného vektoru k r̊uzným báźım)

Seznamy K2 = (

(
1
0

)
,

(
0
1

)
), B = (

(
2
1

)
,

(
2
2

)
) jsou uspǒrádané

báze prostoru R2. (Seznam K2 je kanonická báze prostoru R2.)

coordK2

(
2
3

)
=

(
2
3

)
coordB

(
2
3

)
=

(
−1
2

)
(

2
3

)
= 2 ·

(
1
0

)
+ 3 ·

(
0
1

) (
2
3

)
= −1 ·

(
2
1

)
+ 2 ·

(
2
2

)
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Důležitá vlastnost kanonické báze
Připomenut́ı: prostor Fn nad F má kanonickou bázi
Kn = (e1, . . . , en), kde

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
0
...
1


At’ x =

x1
...
xn

 je vektor v Fn. Potom coordKn(x) =

x1
...
xn

.

Důležitá vlastnost každé uspǒrádané báze

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je jakákoli uspǒrádaná báze prostoru L nad F.
Potom plat́ı rovnostia

coordB(~b1) = e1, coordB(~b2) = e2, . . . , coordB(~bn) = en

aTěchto rovnost́ı budeme mnohokrát využ́ıvat p̌ri studiu matic lineárńıch
zobrazeńı (témata 05A a 05B).
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Př́ıklad (soǔradnice stejného vektoru k r̊uzným báźım)

Seznamy
B1 = (1, x , x2) B2 = (x2, x , 1)

jsou uspǒrádané báze lineárńıho prostoru R≤2[x ] reálných
polynomů stupně nejvýše 2.

Plat́ı:

coordB1(3x2−2x+4) =

 4
−2
3

 coordB2(3x2−2x+4) =

 3
−2
4



3x2−2x+4 = 4·1+(−2)·x+3·x2, 3x2−2x+4 = 3·x2+(−2)·x+4·1
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Tvrzeńı (linearita výpočtu soǔradnic)

At’ B je (jakákoli) konečná uspǒrádaná báze lineárńıho prostoru L.
Potom pro zobrazeńı ~x 7→ coordB(~x) plat́ı:a

1 coordB(~x + ~y) = coordB(~x) + coordB(~y).

2 coordB(a · ~x) = a · coordB(~x).

aTyto dvě vlastnosti jsou velmi důležité. V tématu 04A je budeme studovat
abstraktně (vedou k pojmu lineárńıho zobrazeńı).

Důkaz.

Přednáška.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Poznámky

Slova funkce a zobrazeńı znamenaj́ı totéž.

Skládáńı zobrazeńı znač́ıme stejně jako násobeńı (tj. tečkou).
Uvid́ıme později, že skládáńı zobrazeńı skutečně je jistý druh
násobeńı.

Několik p̌ripomenut́ı

1 Zadat zobrazeńı (také: funkci) f : X → Y znamená: pro každé
x ∈ X zadat právě jedno y ∈ Y . Toto y znač́ıme f (x)
(funkčńı hodnota v x).
Ṕı̌semea i x 7→ f (x), f : x 7→ f (x).

2 Pro zobrazeńı f : X → Y , g : Y → Z znač́ıme g · f : X → Z
složené zobrazeńı x 7→ g(f (x)).

aDůležité je rozlǐsovat: šipka f : X → Y versus šipka s patkou x 7→ f (x).
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Zobrazeńı (znovu a podrobně)

Přesná definice zobrazeńı f : X → Y zńı:

Zobrazeńı f : X → Y je podmnožina X × Y taková, že pro
všechna x ∈ X existuje právě jedno y ∈ Y tak, že (x , y) ∈ f .
Takovému y ř́ıkáme funkčńı hodnota f v bodě x . Mı́sto y ṕı̌seme
f (x).

Potom lze dokázat:

1 Pro libovolnou množinu Y existuje právě jedno zobrazeńı
f : ∅ → Y .

2 Pro libovolnou množinu X existuje právě jedno zobrazeńı
f : X → {y}.

3 Je-li X neprázdná množina, pak neexistuje zobrazeńı
f : X → ∅.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Identické zobrazeńı a skládáńı zobrazeńı

1 Identita na X je zobrazeńı idX : X → X , kde idX : x 7→ x .

2 Plat́ı h · (g · f ) = (h · g) · f a idY · f = f = f · idX , kdykoli je
skládáńı definováno.

Slogan: můžeme malovat obrázky!

1 Mı́sto f : X → Y , g : Y → Z a g · f : X → Z můžeme kreslit

X
f // Y Y

g
// Z X

g ·f
// Z

nebo dokonce psát rovnosti, nap̌ŕıklad

X
g ·f
// Z = X

f // Y
g
// Z

2 Protože skládáńı je asociativńı, můžeme nakreslit i obrázek

X
f // Y

g
// Z

h //W

a tento obrázek má (d́ıky asociativitě skládáńı) jednoznačný
význam.

Mı́sto slova obrázek budeme použ́ıvat slovo diagram.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Speciálńı vlastnosti zobrazeńı

1 Zobrazeńı f : X → Y je prosté (také: injektivńı nebo injekce),
když z rovnosti f (x1) = f (x2) plyne x1 = x2.

2 Zobrazeńı f : X → Y je na (také: surjektivńı nebo surjekce),
když pro každé y ∈ Y existuje x tak, že f (x) = y .

3 Zobrazeńı f : X → Y je bijekce (také: vzájemně jednoznačné),
když f je injekce a surjekce současně.

Injekce/surjekce/bijekce a jejich skládáńı

1 Složeńı injekćı je injekce, složeńı surjekćı je surjekce, složeńı
bijekćı je bijekce.

2 f : X → Y je bijekce právě tehdy, když f je invertibilńı. To
jest: právě tehdy, když existuje jednoznačně určenéa

g : Y → X tak, že g · f = idX a f · g = idY .

aTomuto jednoznačně určenému zobrazeńı se ř́ıká inverse zobrazeńı f a znač́ı
se také f −1.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Diagramy pro invertibilńı zobrazeńı

Zobrazeńı X
f //Y je invertibilńı (také: má inversi), pokud

existuje Y
f −1
//X tak, že diagramy

X
f //

idX   

Y

f −1

��

a

Y

f −1

��

idY

  

X X
f
// Y

jsou komutativńı,a tj., vyjaďruj́ı rovnosti f −1 · f = idX a
f · f −1 = idY .

aNeformálně: toto slovo znamená, že všechny cesty ze
”
začátku“ diagramu

do
”
konce“ diagramu dávaj́ı stejný výsledek.
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Komutativńı trojúhelńıky a komutativńı čtverce

1 Komutativńı trojúhelńık

X
f //

h ��

Y

g
��

Z
vyjaďruje rovnost h = g · f , tj., vyjaďruje platnost rovnosti
h(x) = g(f (x)) pro všechna x ∈ X .

2 Komutativńı čtverec

A
g
// B

X
h
//

f

OO

Y

k

OO

vyjaďruje rovnost g · f = k · h, tj., vyjaďruje platnost rovnosti
g(f (x)) = k(h(x)) pro všechna x ∈ X .
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Soǔradnice vzhledem k uspǒrádané bázi
Odbočka — zobrazeńı (funkce) a komutativńı diagramy

Skládáńı je
”
slepováńı“ šipek

Šipky X
f //Y a Y

g
//Z sleṕıme za

”
společný šev“ Y a

dostaneme X
f //Y

g
//Z .

Při dobrém šit́ı nemá být šev vidět, tj., nakonec naṕı̌seme šipku

X
g ·f
//Z .

Funguje
”
slepováńı“ komutativńıch čtverc̊u?

At’
A

f // B

X
h
//

a

OO

Y

b

OO

a

B
g
// C

Y
k
//

b

OO

Z

c

OO

jsou komutativńı čtverce.
”
Společný šev“ je šipka

B

Y

b

OO

.

Jdou oba čtverce za tento šev slepit?
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”
Slepováńı“ komutativńıch čtverc̊u funguje!

Sleṕıme za společný šev

A
f // B

g
// C

X
h
//

a

OO

Y
k
//

b

OO

Z

c

OO

a necháme šev zmizet

A
g ·f
// C

X
k·h
//

a

OO

Z

c

OO

Výsledný čtverec je opět komutativńı. a

aDůležité: tuto techniku budeme často použ́ıvat. Projděte si podrobně
Př́ıklady 2.2.1–2.2.3 skript.
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