Linedrni zobrazeni
Linearni zobrazeni z F° do F'

Linearni zobrazeni

Odp¥ednesenou ldtku naleznete v kapitoldch 2.1, 2.2 a 4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
© Baze linedrniho prostoru a soufadnice vektoru vzhledem ke
konetné uspofadané bazi.
Dnesni pfednaska
© Linearni zobrazeni f : L; — L, zobecriuje zobrazeni
X+ coordpg(x), dané kone&nou uspofadanou bazi B.

© Zavedeme pojem matice linedrniho zobrazeni z F° do F*
(vzhledem ke kanonickym bazim).

Velmi dialezité pripomenuti

Vektory z prostoru F" piSeme jako sloupce.
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Linearni zobrazeni

Definice (linearni zobrazeni)

At Ly, L, jsou linedrni prostory nad F. Zobrazeni f: L; — L, pro
které plati f(x + x') = f(X) + f(X') a f(a- X) = a- f(X) pro v&. a

z F, pro V8. X, X' z Ly, ¥ikdme linedrni zobrazeni z L1 do L».
Priklady

@ At L m3 uspotadanou bazi B o n prvcich. Zobrazeni
coordg : L — F" je linedrni (minuld predndska).
@ Rada dalsich. ..

Poznamka (princip superposice)

f: Ly — Ly je linedrni pravé tehdy, kdyZ plati rovnost

f(i 3 %) = ia; f(%)
i=1 i=1

provs. a; zF avs. X z L.
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Linearni zobrazeni

Tvrzeni (zakladni algebraické vlastnosti linearnich zobrazeni)

© SloZeni linedrnich zobrazenf je linedrni. ldentita je linedrni
zobrazeni.

Q Jsou-lif: Ly — Lrag: Ly — Ly linedrni zobrazeni, pak i
zobrazeni

Dikaz.
P¥ednagka. [ |

Dasledek (linearni prostor linearnich zobrazeni)

Pro pevné linedrni prostory L1 a Ly nad F je mnoZina vSech
linedrnich zobrazeni z Ly do Ly linedrni prostor nad F. Tento
prostor zna&ime Lin(Ly, Lo).
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Linearni zobrazeni

Véta (linearni zobrazeni je uréeno hodnotami na bazi)

At B je baze? linedrniho prostoru Ly, at Ly je libovolny linedrni
prostor. Pak zadat

© libovolné zobrazeni h: B — Ly,
je totéz jako zadat

@ linedrni zobrazeni f : L1 — L.

?P¥ipomenuti (téma 3A): kaZzdy linedrni prostor ma bazi.

Dikaz.
Pro prostory kone¢né dimense: princip superposice.

Pro obecné prostory: mirné sloZitéjsi.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 04A-2025: Linearni zobrazeni 5/14



Linearni zobrazeni z F° do F"

P¥iklad (popis libovolného linearniho zobrazeni f : F° — F')

P¥ipomenuti: Ks = (e1,...,es) je kanonicka baze prostoru F°.
Zadat linearni zobrazeni f : F° — F" znamena zadat seznam s
(ne nutné riznych) hodnot

an a2 ais
ani a2 azs
- - ) - - ety s) — 9s —
f(e1) =a;=| 31| ,f(ex) =ay= | 932 f(es) =as = | 93s
arl ar2 drs

v linedrnim prostoru F'.
Tomuto seznamu Fikdme matice (o r ¥adcich a s sloupcich).
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Definice (matice)

Matice A nad F o r Fadcich a s sloupcich je tabulka?

a11 a2 ... dls
ajr1 daz2 ... dos
drl dr2 ... drs

“Budeme také pouZivat polozkovy zapis A = (&jj)i=1,...,r,j=1,...,s Nnebo
sloupcovy zépis A = (a1, ...,as).
Nebudeme pouZivat: matice typu r X s, rozméril r X s, atd., pfipadné jesté horsi
zna&eni n x m. (Nebo m x n?) Gf

Poznamka
Matici A = (a1,...,as) o r Fadcich a s sloupcich budeme
ztotoznovat s linedrnim zobrazenim
A:ej+—>aj, j=1,...,s
z prostoru F° do prostoru F", a budeme psat A : F° — F".
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Priklad (matice zékladnich linedrnich transformaci v R?)

Kanonicka bize K, = (e, ez) v R?. Matice n&kterych linedrnich
zobrazeni z R? do R? (vzhledem ke K>) jsou:

© Projekce na osu x je ztotoznéna s matici P, = <1 0
1 1
0 0

Analogicky: projekce na osu y je ztotoZnéna s matici

00
P~ (5 3)
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Ptiklad (matice zakladnich linearnich transformaci v R?,
pokrat.)

@ Rotace (o thel «) je ztotozn&na s matici

cosa —sina
R.=1".
sina  cos«

. <T»a> O - (o)
(o)

© Zména méfitka (a # 0 a b # 0) je ztotozn&na s matici

a 0 . (1 0
(0 b)' Pro a=1, b = —1 dostaneme reflexi: <0 _1>.
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Linearni zobrazeni z F° do F"

P¥iklad (matice zakladnich linedrnich transformaci v R?,
pokrat.)

Q Zkoseni? (také: shear) je ztotoZn&no s matici
1 b
Sab = <a 1)

“Specidlni typy zkoseni (nad obecnym té&lesem) budou hrat daleZitou roli pfi
FeSeni soustav rovnic.

kde a,b € R.
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Co uz nyni vime?
Nap¥iklad diagram

Ra

R2_Re g2 Px g2

znamena nasledujici: nejprve ototte o thel o, potom proved'te
projekci na osu x.

Znatit se to musi Py - R, (jde o sklddani linedrnich zobrazenf). Co
ale ,ndsobeni tabulek” znamend? Odpovéd: jde o novou matici.

Jak novou matici najit?
e; — j-ty sloupec matice R, — 777
© Nadsobeni (skladani) matic: pFisti prednaska (téma 4B).
© Zbytek dnesni prednasky: jak obecna matice A: F° — F"
,zachazi" s obecnym vektorem z prostoru F°7
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Linearni zobrazeni z F° do F"

Tvrzeni (vypotet hodnoty matice A v obecném vektoru x)

Pro matici A : F* — F" se sloupcovym zapisem (ai,...,as) a pro
X1
X2

vektor x = | . | plati
Xs

s
A:x»—>2xj-aj
j=1
Diikaz.
Y . . . - s .. . s .. .
ProtoZe A:ej—aj, tak A: Y70 X € > > 0 1 x-a). |

Znateni (nasobeni matice vektorem)
S v/
Vektor } ©_; x; - a; znatime A - x.
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Linearni zobrazeni z F° do F"

P¥iklad (rotace vektoru v R?)

cosa —sinwo
sinx cosa

cosa —sino X1 Cos « —sinw
sina  cos X0 sin o cos o
X1 COS ¥ — Xp Sin «
X1 SIn & + X» COS &

Rotace (o thel a): < > Potom soutin

P v X .
dava vysledek otoceni vektoru < 1> o thel a.
X2

Napfiklad pro a = 7:
-2\ <X1> _ (P V2 (Xl—xz)

g X2 Xl\é»_FXz\/» _7 X1+ X2

SN

2

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 04A-2025: Linearni zobrazeni 13/14



Linearni zobrazeni z F° do F"

Poznamka (daldi vyznam zapisu A - x = b)
Zapis A - x pro x v F*, kéduje hodnotu linedrniho zobrazenf
A:F° — F v bodé x.
Zvolme pevné b v F". Hledejme viechna x v F* takova, Ze
A - x = b. Na tento problém se lze divat dvéma zpisoby:
© Hledame vzor bodu b pfFi linedrnim zobrazeni A : F°* — F'.

© Resime soustavu linedrnich rovnic.
Pocet sloupcli matice A je polet neznamych, pocet Fadki
matice A je polet rovnic v soustavé.

Pviklad

X1

10 -34 BRI 24 o X1 —3x3+4x, =24
276 3) |xs| T \8) € o0q+70+6x3+3x= 8
X4
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