
Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Matice lineárńıho zobrazeńı

Lineárńı zobrazeńı: část 2

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 2.3, 3.4 a 9.1
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Minulé p̌rednášky

1 Matice A = (a1, . . . , as) (sloupcový zápis matice, každý
sloupec aj je vektor z Fr ) je ztotožněna s lineárńım
zobrazeńım A : Fs → Fr , ej 7→ aj .

Operace s maticemi odpov́ıdaj́ı operaćım s lineárńımi
zobrazeńımi.

Dnešńı p̌rednáška

1 Pojmy jádro, obraz, defekt a hodnost lineárńıho zobrazeńı.

Tyto pojmy umožńı jemněǰśı klasifikaci lineárńıch zobrazeńı.

2 Pojem matice obecného lineárńıho zobrazeńı f : L1 → L2
vzhledem k obecným uspǒrádaným báźım. Prostory L1 a L2
muśı ḿıt konečnou dimensi.
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Připomenut́ı (témata 04A a 03B)

1 At’ L1, L2 jsou lineárńı prostory nad F. Zobrazeńı f : L1 → L2,
pro které plat́ı f(~x + ~x ′) = f(~x) + f(~x ′) a f(a · ~x) = a · f(~x) pro
vš. a z F a vš. ~x , ~x ′ z L1, ř́ıkáme lineárńı zobrazeńı z L1 do L2.

2 Zápis A : Fs → Fr znamenáa A : ej 7→ j-tý sloupec A.
Značeńı x 7→ A · x, pro všechna x z Fs .

3 Komutativńı čtverec
L1

g
// L2

L3
h
//

f

OO

L4

k

OO

pro lineárńı zobrazeńı znamená rovnost k · h = g · f lineárńıch
zobrazeńı.

aV terminologii dnešńı p̌rednášky: A : Fs → Fr je matićı zobrazeńı
A : ej 7→ j-tý sloupec A vzhledem ke kanonické bázi. Ale nep̌redb́ıhejme
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Definice (speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı)

Lineárńımu zobrazeńı f : L1 → L2 ř́ıkáme:a

1 monomorfismus, je-li f injektivńı (také: prosté) zobrazeńı.

2 epimorfismus, je-li f surjektivńı (také: na) zobrazeńı.

3 isomorfismus, je-li f bijektivńı (také: prosté a na) zobrazeńı.b

aZ řečtiny: μόνος=jediný, επı́=na, ı́σως=stejný, μορφή=tvar.
bEkvivalentně: k zobrazeńı f existuje inversńı zobrazeńı f−1 a toto inversńı

zobrazeńı je opět lineárńı.

Tvrzeńı

Složeńı monomorfismů/epimorfismů/isomorfismů je
monomorfismus/epimorfismus/isomorfismus. Identita je
isomorfismus.

Důkaz.

Přednáška.
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Definice (obraz a jádro)
At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı. Množiněa

ker(f) = {~x | f(~x) = ~o} ř́ıkáme jádro f, množině
im(f) = {f(~x) | ~x z L1} ř́ıkáme obraz f.

ker(f)

im(f)

~o

L1 L2

aZ německého der Kern (jádro).

Slogany (tj. reklamńı hesla, nikoli skutečnost)
Jádro f ř́ıká, jak moc je f monomorfismus.
Obraz f ř́ıká, jak moc je f epimorfismus.
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Tvrzeńı

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı. Pak ker(f) je podprostor L1,
im(f) je podprostor L2.a

aObecněji: {f(~w) | ~w ∈W } je podprostor L2, pro jakýkoli podprostor W
prostoru L1.

Důkaz.

Přednáška.

Definice (defekt a hodnost lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Č́ıslu def(f) = dim(ker(f)) ř́ıkáme defekta lineárńıho
zobrazeńı f a č́ıslu rank(f) = dim(im(f)) ř́ıkáme hodnost (také:
rank) lineárńıho zobrazeńı f.

aV anglické literatǔre se použ́ıvá i terminologie nullity, značeno null(f).
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Tvrzeńı (Věta o dimensi jádra a obrazu)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Pak def(f) + rank(f) = dim(L1).

Důkaz.

Bez důkazu (důkaz je nap̌ŕıklad ve skriptech, Věta 3.3.6).

ker(f)

im(f)

~o

L1 L2

def(f) = dim(ker(f)) rank(f) = dim(im(f))
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Tvrzeńı (charakterisace monomorfismů)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Pak je ekvivalentńı:

1 f je monomorfismus.

2 def(f) = 0 (tj., plat́ı ker(f) ⊆ {~o}).

3 f respektuje lineárńı nezávislost (tj. obraz lineárně nezávislé
množiny je opět lineárně nezávislá množina).

Důkaz.

Přednáška.

Důsledek (monomorfismy a soustavy rovnic)

At’ f : L1 → L2 je monomorfismus, at’ L1 a L2 maj́ı konečnou
dimensi. Potom dim(L1) ≤ dim(L2).
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Tvrzeńı (charakterisace isomorfismů)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ prostor L1 má konečnou
dimensi. Pak je ekvivalentńı:

1 f je isomorfismus.

2 f je monomorfismus a epimorfismus současně.

3 def(f) = 0 a im(f) = L2 současně.

4 def(f) = 0 a dim(L1) = dim(L2).

5 Pro každé ~b v L2 má rovnice f(~x) = ~b má právě jedno řešeńı.

Důkaz.

Přednáška.
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Důsledek (isomorfismy a soustavy rovnic)

A : Fs → Fr je isomorfismus právě tehdy, když s = r a každá
soustava A · x = b má právě jedno řešeńı.

Definice (regulárńı a singulárńı matice)

Matice A : Fn → Fn typu je regulárńı (také: invertibilńı, také:
isomorfismus), pokud existuje jednoznačně určená matice A−1

taková, že plat́ı rovnosti A−1 · A = En = A · A−1. Matici A−1

ř́ıkáme inverse matice A.
Matice A : Fn → Fn je singulárńı, pokud neńı regulárńı.

Př́ıklad (rotace o úhel α v R2 je isomorfismus)

Rα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
je regulárńı (invertibilńı) matice.a

aInversńım zobrazeńım rotace Rα o úhel α je rotace R−α o úhel −α.
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Důsledek (isomorfismy prostor̊u konečné dimense)
At’ dim(L1) = dim(L2) = n. Potom je, pro lineárńı zobrazeńı
f : L1 → L2, ekvivalentńı:

1 f je monomorfismus.

2 f je epimorfismus.

3 f je isomorfismus.

Př́ıklad (d̊uležité a užitečné: Lagrangeova interpolace)
At’ a1, . . . , an jsou navzájem r̊uzná reálná č́ısla. Lineárńı zobrazeńı

ev(a1,...,an) : R≤n−1[x ]→ Rn, p(x) 7→


p(a1)
p(a2)

...
p(an)


je monomorfismus, tud́ıž isomorfismus.
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Př́ıklad (Lagrangeova interpolace, pokrač.)

ev(a1,...,an) je isomorfismus: pro každou n-tici

b1
...
bn

 v Rn existuje

jediný polynoma p(b1,...,bn)(x) v prostoru R≤n−1[x ] tak, že plat́ı
p(b1,...,bn)(ai ) = bi pro všechna i = 1, . . . , n.

x

y

(
−1
1

) (1
2

) (
3
2

)
−1

8x
2 + 1

2x + 13
8

aŘ́ıká se mu Lagrange̊uv interpolačńı polynom, viz skripta, Př́ıklad 3.3.9.
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Speciálńı vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
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Tvrzeńı (d̊uležité)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) je uspǒrádaná báze prostoru L. Potom
výpočet soǔradnic v bázi B

coordB : L→ Fn, ~x 7→ coordB(~x)

je isomorfismus.

Důkaz.

Přednáška.

Poznámka (d̊uležitá)

Protože isomorfńı lineárńı prostory se z abstraktńıho hlediska nijak
nelǐśı, vid́ıme: až na isomorfismus neexistuj́ı jiné konečně
dimensionálńı lineárńı prostory nad F než prostory tvaru Fn.
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Definice (matice lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ B = (~b1, . . . , ~bs) a
C = (~c1, . . . , ~cr ) jsou uspǒrádané báze prostor̊u L1 a L2. Matice
zobrazeńı f (vzhledem k B a C ) je taková matice Af , pro kterou
plat́ı Fs x7→Af ·x // Fr

L1
f

//

coordB

OO

L2

coordC

OO

neboli:
coordB(~x) � // Af · coordB(~x) = coordC (f(~x))

~x � //
_

OO

f(~x)
_

OO

pro každý vektor ~x .
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Tvrzeńı (výpočet matice lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ B = (~b1, . . . , ~bs) a
C = (~c1, . . . , ~cr ) jsou uspǒrádané báze prostor̊u L1 a L2. Potom
matice Af má r řádk̊u a s sloupc̊u. Nav́ıc j-tý sloupec matice Af je
tvǒren soǔradnicemi coordC (f(~bj)), zapsanými do sloupce.

Důkaz.
ej

� // j-tý sloupec Af = coordC (f(~bj))

Fs x7→Af ·x // Fr

L1
f

//

coordB

OO

L2

coordC

OO

~bj

_

OO

� // f(~bj)
_

OO
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Př́ıklad (výpočet matice lineárńıho zobrazeńı)
Lineárńı zobrazeńı

f : R≤3[x ]→ R≤2[x ],
(ax3 + bx2 + cx + d) 7→ (−6ax2 + 3cx + 7d)

má matici 0 0 0 7
3 0 0 0
0 −6 0 0


vzhledem k báźım B = (x , x3, x2, 1) a C = (1, x , x2).
Nap̌ŕıklad

e2
� // 2.sloupec hledané matice

 0
0
−6



x3
_

OO

� // −6x2
_

OO
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Věta (matice složeného zobrazeńı)

At’ L1, L2, L3 maj́ı uspǒrádané báze B = (~b1, . . . , ~bs),
C = (~c1, . . . , ~cp) a D = (~d1, . . . , ~dr ). At’ f : L1 → L2 a g : L2 → L3
jsou lineárńı zobrazeńı s maticemi Af (vzhledem k B a C ) a Ag

(vzhledem k C a D). Potom g · f : L1 → L3 má matici Ag · Af

(vzhledem k B a D).

Důkaz.

Fs x7→Af ·x // Fp x7→Ag·x
// Fr
��

x7→Ag·Af ·x

L1
f

//

coordB

OO

L2 g
//

coordC

OO

L3

coordD

OO

OO

g·f
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Př́ıklad (výpočet matice pro derivováńı)

Lineárńı zobrazeńı

der : R≤3[x ]→ R≤3[x ],
(ax3 + bx2 + cx + d) 7→ (3ax2 + 2bx + c)

má následuj́ıćı maticia vzhledem k bázi B = (x3, x2, x1, 1):

Ader =


0 0 0 0
3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0


Matice pro druhou derivaci: spoč́ıtáme součin Ader · Ader, atd.

aTerminologie: matice vzhledem k B znamená vzhledem k B a B.
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Věta (matice isomorfismu)
At’ L1, L2 maj́ı uspǒrádané báze B = (~b1, . . . , ~bn),
C = (~c1, . . . , ~cn). At’ lineárńı zobrazeńı f : L1 → L2 je isomorfismus
s matićı zobrazeńı Af (vzhledem k B a C ). Potom existuje
jednoznačně určená matice (Af)−1 splňuj́ıćı rovnosti
(Af)−1 · Af = En = Af · (Af)−1. Matice (Af)−1 je matice Af−1

inversńıho zobrazeńı f−1 (vzhledem k C a B).a

aTj. regulárńı (invertibilńı) matice jsou p̌resně matice isomorfismů.

Důkaz.

Fn x7→Af ·x // Fn
x7→(Af−1 )·x

// Fn
��

x7→x

L1
f

//

coordB

OO

L2
f−1

//

coordC

OO

L1

coordB

OO

OO

id

Proto A−1f · Af = En. Druhá rovnost analogicky.
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Př́ıklad (matice zobrazeńı vzhledem k nekanonické bázi)

Lineárńı zobrazeńı f : R2 → R2 je dáno hodnotami

f(

(
1
−1

)
) = 2 ·

(
1
−1

)
a f(

(
1
1

)
) =

1

3
·
(

1
1

)
Zobrazeńı f tedy:

1

”
Prodlužuje“ 2× mě̌ŕıtko v ose druhého a čtvrtého kvadrantu.

2

”
Zkracuje“ 3× mě̌ŕıtko v ose prvńıho a ťret́ıho kvadrantu.

Vzhledem k nekanonické bázi B = (

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
) má tedy f matici

Af =

(
2 0
0 1

3

)
Jak spoč́ıtat matici Bf zobrazeńı f vzhledem ke kanonické bázi K2?
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Př́ıklad (pokrač.)

Myšlenka řešeńı: hledaná matice Bf muśı splňovat rovnici
Bf = S · Af · T, kde

R2 x7→T·x // R2 x7→Af ·x // R2 x 7→S·x // R2
��

x7→Bf ·x

L1
id

//

coordK2

OO

L1
f

//

coordB

OO

L2
id

//

coordB

OO

L2

coordK2

OO

OO

f

Jak naj́ıt matice S a T? Jednoduše: jsou to matice identického
zobrazeńı, nav́ıc evidentně plat́ı T = S−1.
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Př́ıklad (pokrač.)

Plat́ı (d́ıky tomu, co jsme již dokázali)

S =

(
1 1
−1 1

)
S−1 = T =

(
1
2 −1

2
1
2

1
2

)
a tedy

Bf = S · Af · T =

(
1 1
−1 1

)
·
(

2 0
0 1

3

)
·
(

1
2 −1

2
1
2

1
2

)
=

(
7
6 −5

6
−5

6
7
6

)
Př́ı̌st́ı p̌rednáška (téma 05B)

Konceptuálńı hledáńı (analogíı) matic T a S: takzvané matice
transformace soǔradnic.
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