
Matice transformace soǔradnic

Transformace soǔradnic

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 9.2 a 9.3 skript
Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 05B-2025: Transformace soǔradnic 1/14
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Matice transformace soǔradnic

Minulá p̌rednáška

1 Lineárńı zobrazeńı.

2 Výpočet soǔradnic vzhledem k bázi je lineárńı zobrazeńı.

3 Matice libovolného lineárńıho zobrazeńı mezi lineárńımi
prostory konečné dimense vzhledem k pevně zvoleným báźım.

Dnešńı p̌rednáška

1 Matice transformace soǔradnic v jedné bázi na soǔradnice ve
druhé bázi. Jde opět o matici jistého lineárńıho zobrazeńı.

2 Uvid́ıme, že pro stále v́ıce problémů je ťreba se naučit řešit
maticové soustavy.a

aŘadu p̌ŕıkladů tedy v této p̌rednášce nedopoč́ıtáme až do konce.

Př́ı̌st́ı p̌rednáška

1 Koncepčně čistý a geometricky jasný způsob řešeńı soustav
lineárńıch rovnic, maticových rovnic, atd.
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Matice transformace soǔradnic

Připomenut́ı (výpočet matice lineárńıho zobrazeńı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, at’ B = (~b1, . . . , ~bs) a
C = (~c1, . . . , ~cr ) jsou uspǒrádané báze prostor̊u L1 a L2. Potom
matice Af má r řádk̊u a s sloupc̊u a j-tý sloupec matice Af je
tvǒren soǔradnicemi coordC (f(~bj)), zapsanými do sloupce.

ej
� // j-tý sloupec Af = coordC (f(~bj))

Fs x7→Af ·x // Fr

L1
f

//

coordB

OO

L2

coordC

OO

~bj

_

OO

� // f(~bj)
_

OO
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Matice transformace soǔradnic

Definice (matice transformace soǔradnic)

At’ B = (~b1, . . . , ~bn) a C = (~c1, . . . , ~cn) jsou uspǒrádané báze
prostoru L. Maticia TB 7→C , která splňuje

ej
� // j-tý sloupec TB 7→C = coordC (~bj)

Fn x7→TB 7→C ·x // Fn

L
id

//

coordB

OO

L

coordC

OO

~bj

_

OO

� // ~bj

_

OO

ř́ıkáme matice transformace soǔradnic z báze B do báze C (také:
matice transformace soǔradnic v bázi B na soǔradnice v bázi C ).

aVšimněte si značeńı: v dolńım indexu TB 7→C je šipka s patkou (bázi B

”
pośıláme“ na bázi C).

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 05B-2025: Transformace soǔradnic 4/14



Matice transformace soǔradnic

Poznámky (základńı vlastnosti matice transformace
soǔradnic)

1 Plat́ı TB 7→C · coordB(~x) = coordC (~x), pro každý vektor ~x v L.
To plyne p̌ŕımo z definice matice TB 7→C :

Fn x7→TB 7→C ·x // Fn

L
id

//

coordB

OO

L

coordC

OO

2 Matice TB 7→C je vždy regulárńı. Plat́ı (TB 7→C )−1 = TC 7→B .
To plyne z toho, že id : L→ L je isomorfismus.
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Matice transformace soǔradnic

Poznámky (základńı vlastnosti matice transformace, pokrač.)

3 Plat́ı TB 7→B = En. To je triviálńı:

Fn x7→x // Fn

L
id

//

coordB

OO

L

coordB

OO

4 Plat́ı TB 7→D = TC 7→D · TB 7→C . To plyne z vlastnost́ı matice
složeného zobrazeńı:

Fn x7→TB 7→C ·x // Fn x7→TC 7→D ·x // Fn
��

x7→TC 7→D ·TB 7→C ·x

L
id

//

coordB

OO

L
id

//

coordC

OO

L

coordD

OO

OO

id
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (p̌repočet soǔradnic vzhledem k jiné bázi)

V prostoru R≤3[x ] nad R máme uspǒrádané báze B = (x3, x2, x , 1)
a C = ((x − 1)3, (x − 1)2, x − 1, 1).

Pro polynom p(x) = −3x2 + 6x + 3 z R≤3[x ] hledáme
coordC (p(x)). V́ıme, že coordC (p(x)) = TB 7→C · coordB(p(x)).

Protože coordB(p(x)) =


0
−3
6
3

, stač́ı tedy znáta matici TB 7→C .

TB 7→C = (TC 7→B)−1 =


1 0 0 0
−3 1 0 0
3 −2 1 0
−1 1 −1 1


−1

aUvid́ıme později, že pro nalezeńı matice (TC 7→B)−1 lze využ́ıt blokový tvar
Gaussovy eliminace:

(TC 7→B | En) ∼ · · · ∼ (En | (TC 7→B)−1)
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Matice transformace soǔradnic

Poznámka (konceptuálńı výpočet TB 7→C v prostoru Fn)

At’ B = (b1, . . . ,bn) a C = (c1, . . . , cn) jsou libovolné báze
prostoru Fn.
Připomenut́ı: kanonická (také: standardńı) báze Kn = (e1, . . . , en)
prostoru Fn.

1 Je snadné nalézt matice TB 7→Kn a TC 7→Kn .
1 Do j-tého sloupce TB 7→Kn naṕı̌seme soǔradnice bj v kanonické

bázi Kn.
2 Do j-tého sloupce TC 7→Kn naṕı̌seme soǔradnice cj v kanonické

bázi Kn.

2 TB 7→C = TKn 7→C · TB 7→Kn = (TC 7→Kn)−1 · TB 7→Kn .

Stač́ı tedy vy̌rešita maticovou rovnici TC 7→Kn · X = TB 7→Kn .

aUvid́ıme později, že pro nalezeńı matice (TC 7→Kn )−1 · TB 7→Kn lze využ́ıt
blokový tvar Gaussovy eliminace:

(TC 7→Kn | TB 7→Kn ) ∼ · · · ∼ (En | (TC 7→Kn )−1 · TB 7→Kn )
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Matice transformace soǔradnic

Věta (změna matice zobrazeńı p̌ri změně báźı)

At’ f : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, dim(L1) = n, dim(L2) = m.
At’ B a B ′ jsou báze prostoru L1 a at’ C a C ′ jsou báze prostoru L2.
Jestliže Af je matice f vzhledem k B a C , pak součin
TC 7→C ′ · Af · TB′ 7→B je matice f vzhledem k B ′ a C ′.

Důkaz.

Fn
x7→TB′ 7→B ·x // Fn x7→Af ·x // Fm

x7→TC 7→C ′ ·x // Fm
��

x7→TC 7→C ′ ·Af ·TB′ 7→B ·x

L1
id

//

coordB′

OO

L1
f

//

coordB

OO

L2
id

//

coordC

OO

L2

coordC ′

OO

OO

f
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Matice transformace soǔradnic

Báze
”
typu easy“ v obecném lineárńım prostoru a

transformačńı matice

At’ L je lineárńı prostor nad F dimense n. At’ v L existuje
uspǒrádaná báze easy = (~e1, . . . , ~en) taková, že hodnoty
coordeasy (~x) se poč́ıtaj́ı

”
snadno“.a Takovým báźım budeme ř́ıkat

báze typu easy.

Potom, pro jakoukoli uspǒrádanou bázi B prostoru L, lze matici
TB 7→easy spoč́ıtat

”
snadno“.

Obecnou transformačńı matici TB 7→C pak lze spoč́ıtat jako součin

Teasy 7→C · TB 7→easy =
(

TC 7→easy︸ ︷︷ ︸
snadno

)−1
· TB 7→easy︸ ︷︷ ︸

snadno

aJe jasné, že nejde o definici ve striktńım smyslu. Co to znamená
”
snadno“?
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (matice zobrazeńı vzhledem k
”
nepěkné“ bázi)

Nalezněte matici A zobrazeńı der : R≤3[x ]→ R≤3[x ] vzhledem
k bázi C = (x3 + 3x2, 3x2 + 4x − 23, x − 1, 42).
V́ıme, že der má následuj́ıćı matici vzhledem k B = (x3, x2, x , 1):

Ader =


0 0 0 0
3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0


Plat́ı:

TC 7→B =


1 0 0 0
3 3 0 0
0 4 1 0
0 −23 −1 42


Tedy: A = TB 7→C · Ader · TC 7→B = (TC 7→B)−1 · Ader · TC 7→B .
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Matice transformace soǔradnic

Závěrečné poznámky k transformaci soǔradnic

1 Jakoukoli čvercovou regulárńı matici T typu n × n nad F lze
považovat za matici transformace soǔradnic TB 7→Kn , kde Kn

je kanonická báze prostoru Fn a báze B je tvǒrena sloupci
matice T.

2 Je-li Af matice zobrazeńı f : L1 → L2 vzhledem k báźım B a
C , pak matice zobrazeńı f vzhledem k nějakým báźım B ′ a C ′

má tvar S · Af · T, pro nějaké regulárńı matice S a T.

Speciálńı p̌ŕıpad: L1 = L2, B = C a B ′ = C ′. Pak matice Af

p̌rejde na matici tvaru T−1 · Af · T, pro nějakou regulárńı
matici T.
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Matice transformace soǔradnic

Poznámky (pokrač.)

3 Řekneme, že dvě matice A a B typu n × n nad F jsou si
podobné (značeńı: A ≈ B), pokud plat́ı rovnost
B = T−1 · A · T, pro nějakou regulárńı matici T.

Podobné matice jsou tedy ty, které popisuj́ı stejné lineárńı
zobrazeńı, každá matice jej vyjaďruje v jiné bázi. To využijeme
p̌ri hledáńı vlastńıch hodnot lineárńıch zobrazeńı (později).

Př́ıklad (Připomenut́ı p̌ŕıkladu z minulé p̌rednášky)

Lineárńı zobrazeńı f : R2 → R2 je dáno hodnotami

f(

(
1
−1

)
) = 2 ·

(
1
−1

)
a f(

(
1
1

)
) =

1

3
·
(

1
1

)
Zobrazeńı f tedy:

1

”
Prodlužuje“ 2× mě̌ŕıtko v ose druhého a čtvrtého kvadrantu.

2

”
Zkracuje“ 3× mě̌ŕıtko v ose prvńıho a ťret́ıho kvadrantu.
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Matice transformace soǔradnic

Př́ıklad (pokrač.)

Vzhledem k nekanonické bázi B = (

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
) lineárńıho

prostoru R2 má zobrazeńı f matici

Af =

(
2 0
0 1

3

)
Vzhledem ke kanonické bázi K2 lineárńıho prostoru R2 má
zobrazeńı f maticia

Bf =

(
7
6 −5

6
−5

6
7
6

)
Plat́ı: Af ≈ Bf .

Matice Af je
”
p̌rehlednějśı“ než matice Bf (matice Af vypov́ıdá

okamžitě o geometrické povaze zobrazeńı f).

aMinulá p̌rednáška, téma 05A.
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