Linedrni maticové rovnice
Hledani soustav, které maji zadané feseni
Z3avéretné poznamky ke GEM

GEM a soustavy linedrnich rovnic: ¢ast 2

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 6 a 7.1
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minula pfednaska
© Gaussova eliminaéni metoda (GEM) jako universalni a
systematicka metoda Fedeni soustav linedrnich rovnic (nad F).

Dnesni pfednaska
@ Linedrni maticové rovnice.

© Hledani soustav, které maji zadané ¥eseni.
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad
Nalezné&te vsechny matice X, které spliiuji rovnost?
R, X = X-R,, kde R, : RZ = R? je matice rotace o thel o,

a € [0; 2m).
Rozmérova zkougka: musi platit X : R> — R?.
ReSenimi jsou napfiklad matice E>, 025 a R,.

Jak nalézt viechna ¥eeni? P¥edvedeme universalni metodu.

. X X
Q@ Oznatme X = 11712 potom
X21 X22

R..X — COS( - X711 —SINQ - Xp1 COSQY* X12 — SiN Q¢+ X272
a7 \sina - x11 4+ cosa - xo1 sina-x12+cosoz-x22> d
X.R. — CosSo - Xx11 +sSina - xyp —sina - xy1 + CoS o - x12

e <cosa-xz1+sinoz-x22 —sina-X21+cosa-x22>'

?Geometricky vyznam: hleddme v&echny transformace X roviny, které jsou

zaménné s rotaci o thel a.
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

© Rovnost R, - X = X - R, je ekvivalentni rovnosti
R, - X —X-R, = 02,. Stadi tedy vytesit soustavu tyt rovnic

—sina - Xxp1 —Sina - X1o =
sin o - X171 —sina-xpp =
sina - x11 —sina - X0 =

sina - xp1  +sina - xi2 =

o O O o

V maticovém zapisu (po skon&eni GEM) mdme ¥eSit soustavu

sina 0 0 —sina | 0
0 sina  sina 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

v zvislosti na parametru « € [0; 27).
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

© Pro sina = 0 ma soustava tvar

0 0 0 0O

0 0 0 O0fO

0 0 0 0O

0 0 0 0O
X11

a tudiz Yegeni je tvaru X =
X21

X12
>, kde x11, X21, x12 a
X2 jsou libovolna redlnd &isla.

Zavér: s rotaci o thel 0 nebo 7 je zdmé&nna libovolna

transformace roviny. To jest, mnoZina vech FeSeni je
Lin(R?,R?).
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

@ Pro sina # 0 ma soustava tvar

1 0 0 —-11]0

0 1 1 0 |0

0 0 0 0|0

0 0 0 0|0
0 1
v v s — 0

a Fedeni span( e 0)

0 1

Zavér: s rotaci R, o thel o ¢ {0, 7} jsou zdmé&nné

. 0 1 10
transformace roviny tvaru X = a- ( 1 0> +b- (0 1>,

kde a, b jsou libovolna redlnd &isla. To jest, mnoZina vech

resen e soan({ ( °) ). (5 9) >
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Linedrni maticové rovnice

Poznamky

@ Ptedchozi metoda (rozmé&rova zkouska pro hledanou matici X
a ndsledné fedeni velké soustavy rovnic) je universalni
metodou pro ¥eSeni maticovych rovnic, kde nezndma matice X
vystupuje pouze v prvni mocniné.

Jak uz to u universdlnich metod byva: v nékterych p¥ipadech
je takova metoda zbyte¢né zdlouhava.

© Ptedvedeme specidlni metodu ¥eSeni maticovych rovnic tvaru?
A -X=B.

?Proto¥e rovnost X - A = B je ekvivalentni rovnosti AT - X7 = BT, ziskdme

tak i metodu pro FeSeni rovnic tvaru X - A = B. Musime oviem obezfetn&
zachdzet s transposicemi matic.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 06B-2025: GEM a soustavy: &ast 2 7/22



Linearni maticové rovnice

P¥evod maticové rovnice na vice soustav linearnich rovnic
Maticovou rovnici A - X = B, kde matice A : F* — F', a matice
B : FP — F", pfevedeme na p soustav

A-x=b;, ..., A-x=b,

kde B = (bl b2 bp)

© KaZdou takovou soustavu A - x = b; vyFeSime p¥edeslymi
postupy.?

@ Redeni A - X = B existuje pravé tehdy, kdy? kazd4 soustava
A - x = b; ma Yeeni.

© Pokud m3a kaZda soustava A - x = b; Yeseni, pak ,sesazenim*
vech ¥eSeni x1, ...Xs jednotlivych soustav dostaneme ¥eSeni
pivodni maticové rovnice: X = (x1 X2 ... Xp).

?Jak uvidime, lze takovy systém soustav Fedit simultanng.
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Linearni maticové rovnice

Ptiklad

oy .. (1 2 1 (21
Nad R vyteste rovnici <1 3 2>~X<1 2>.

Protoze X : R2 — R3, mame ¥etit dv& soustavy:

05 2)0) G520

Ob& soustavy maji stejnou matici soustavy, Ize je tedy ¥esit
simultanné:
© Simultanni GEM:

1 2 1|21 1 2 1|12 1 R
1 -3 2|1 2 0 -5 1|-11 R, — Ry

Podle Frobeniovy v&ty maji obé soustavy Feseni.
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

. 1 2 1,2 1
e’Zap's<0 -5 1|-11
(v pofadi soustav zleva doprava):

> kéduje dvé soustavy s FeSenimi

3 -7 0 —7
0 | +span(|{ 1 |) 0] +span({ 1 |)
-1 5 1 5

© ,Sesazeni Feseni dohromady": obecné ¥eSeni je matice X ve
tvaru

3—7a —7b 3 0 -7 0 0 -7
X = a b = 0 O0)+a- 1 0|+b-1|0 1
—1+5a 1+5b -1 1 5 0 0 5

kde a, b jsou libovolna realna &isla.
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Linearni maticové rovnice

P¥iklad (pokrat.)

Zavér: mnozina vsech feSeni rovnice

G5 x=(03)

je?
3 0 -7 0 0 -7
0 0] +span( 1 0)],]0 1 )
-1 1 5 0 0 5

?Povéimn&me si: jde o rovinu v linedrnim prostoru Lin(R?, R®). Tato rovina
3 0 -7 0 0 -7
prochdzi bodem [ 0 O amdsmé& ([ 1 O0],(0 1 |).
-1 1 5 0 0 5
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Linearni maticové rovnice

Poznamka
Vime, Ze pro regularni matici A : F” — F” md soustava A- X =B
jediné ¥eeni, a sice X = A~!.B.

Toto jediné FeSeni lze nalézt postupem, kterému se nékdy ¥ika
Gaussova-Jordanova eliminace: eleminace ¥adkovymi Gpravami
nekondi po dosaZeni horni trojihelnikové matice, ale pokralujuje
nulovanim i nad hlavni diagonilou.

Ziskavame tak postup
(A|B)~ - ~(E,|A™"-B)
Specialné: pro reguldrni A : F" — F" Ize nalézt A~ postupem
(A | En)N"'N(En | Ail)

Vice viz cviéeni a skripta, P¥iklad 6.4.12.
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Priklad
Nad R nalezn&te (jakoukoli) soustavu tvaru A - x = b, kterd ma
feSen{
3 1 2
2] +span({2],(0]))
6 0 4
Myslenky postupu:

3
@ Zadané ¥eeni tvo¥i rovinu v R3, kterd prochazi bodem [ 2] a
6

1 2
ma ,,smér" urleny vektory {2 | , | O
0 4

@ TudiZ: hledanou soustavu otekdvdme ve tvaru (a1 a2 a3 | b),
neboli a;x + asy + azz = b.
Jak najit soustavu (a1 az a3 | b) systematicky?
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Priklad, pokrac.

Podle Frobeniovy véty je
3 1 2
2| +span({2],10])
6 0 4

feSenim soustavy A - x = b, kde

1 2
© Vektory [ 2|, [ 0| jsou linedrn& nezavislé; tvoFi tudiz
0 4

fundamentalni systém soustavy A - x = o, kde def(A) =2a A
ma t¥i sloupce. To umoZni nalézt A = (a; a» a3).

3
© Vektor | 2| je partikularni YeSeni soustavy A - x = b, neboli
6
3
A - (2] =b. Matici A zndme, miZeme dopocitat b = (b).
6
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Ptiklad, pokrac.
© Nalezeni A: 2

©® ProtoZe ma platit (a1 a2 a3) - | 0 | =0, musi platit
ai 4
204)- |2 | =0.
as 1
® ProtoZe ma platit (a; a2 a3)- | 2| =0,
0

ai
musi platit (120)- [a2 | =0

al a3
Tudiz a2> je fundamentalni systém soustavy
as

al 2
( i (2) g‘ 8 ) , neboli (nap¥.) (:) = (—1) a

A=(2 —1 —1).
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Ptiklad, pokrac.
3

© Nalezeni b. Protoze A=(2 —1 —1)aA-[2] =b, je
6

b= -2
© Zavér: hledana soustava je (nap¥iklad) (2 —1 — 1| —2).

Poznamky

@ Predchozi pfiklad nalezl obecnou rovnici roviny z jejiho
parametrického zadani. Postup vyuZival platnosti Frobeniovy
véty a zakladnich vlastnosti matic.

@ Olekdvame: podobny postup bude fungovat pro nalezeni
soustavy A - x = b nad télesem F, kterd ma Feseni

p + span(xi,...,Xq)
kde vektory x1, ..., X4 jsou linedrn& nezavislé.
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Linedrni maticové rovnice
Hledani soustav, které maji zadané feSeni
Zavéretné poznamky ke GEM

Definice

Zapisu p + span(xy,...,Xq) v F*, kde vektory x1, ..., X4 jsou
linedrné nezavislé, fikdme afinni podprostor dimense d v prostoru
F°.? Seznamu (X1, ..., Xq) Fikdme smé&r (také: zaméfeni) tohoto
podprostoru.

?Také: d-dimensionalni plocha v F°.

llustraéni obrazek

na
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Tvrzeni

Ke kazdému d-dimensionalnimu afinnimu podprostoru
p + span(xi,...,Xq) v F° existuje alespofi jedna soustava tvaru
A - x = b, kterd ma p + span(xi,...,Xy) jako mnoZinu ¥eSeni.
Diikaz.
Podrobné& na predndsce; hlavni myslenky jsou:

O Musiplatit A-x;=oproi=1,...,daA-p=b.

@ Oznatme? X = (x1,...,Xq). ProtoZe seznam (x1,...,Xq4) je
linedrn& nezavisly, plati d = rank(X) = rank(X").
Proto def(X") = s — d, oznaéme jako (ay,...,as_q) bazi
ker(XT).

© Nadli jsme A = (ag,...,as_q) " a dopotteme b z rovnice
A-p=bhb. -

?Pozor: matici X7 zndme!
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

Priklad
Nad R nalezn&te (jakoukoli) soustavu tvaru A - x = b, kterd ma
feSen{

1 2 1 -1
1 1 2 2
=2 +span(| 1,0, 0])
0 0 1 0
2 0 0 1
2 1 -1
1 2 2 2 1100
@ OznatmeX=|1 0 0 |,potomX"=( 1 2 0 1 0].Platf
01 0 -1 2 0 0 1
0 0 1

3 = rank(X) = rank(XT).

© Matice A m3 jako ¥adky fundamentaini systém soustavy X -a = o.
Proto¥e rank(X") = 3, bude mit matice A dva linedrn& nezavislé ¥adky.
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

P¥iklad (pokrat.)

© Fundamentélni systém soustavy X' - a = o, neboli homogenni{ soustavy

~1/2 1/2
2 110 0]0 —1/4| | -1/4
1 2 0 1 0|0 |,jenaptiklad | 5/4 |, | —3/4
-1 2 0 0 1]0 1 0
0 1
“1/2 2 1/2 2
—1/4 -1 ~1/4 -1
Uzitetny trik:? protojei4-| 5/4 | =| 5 |, 4-|-3/4]| =] -3
1 4 0 0
0 0 1 4

fundamentalni systém soustavy X' - a = o.

. P et 5 4 0
MuaZeme tedy psat.A—(2 1 -3 0 4>'

?Fundamentdlni systém tvofi bdzi jddra matice soustavy. A nenulové skaldrni
nasobky prvki{ jakékoli baze opét tvoFi bazi.
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Hledani soustav, které maji zadané Feeni

P¥iklad (pokrat.)

1
1
@ Dopotteme b z rovnice A- | —2 | = b.
0
2
1
1

wpn_ (=2 -1 5 4 0\ [ J_/-13
TUdIZb—<2 1 3 0 4>~ 2 _<15>.

Odpovéd': 3-dimensionalni afinni podprostor v R®

1 2 1

1 1 2 2
—2 | +span(|1f,]0 0
0 0 1 0
2 0 0 1

je FeSenim soustavy ( 2 -1 5 4 0]-13 > nad R.
2 -1 -3 0 4] 15
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Zavéretné poznamky ke GEM
Zavéretné poznamky

© GEM je sice universdlni metodou ¥eSeni soustav linedrnich
rovnic, nad R (nebo C) je v8ak numericky nestabilni.

V praxi je pro fedeni (zvlasté velkych) soustav linedrnich
rovnic nad R (nebo C) nutno pouZit jiné metody (nap¥iklad
iteralni Gaussovu-Seidelovu metodu,? a jiné). Tyto metody
jsou mimo sylabus standardni pfednasky z linedrni algebry.
@ Jak Yesit soustavy s parametrem? GEM je universaln{
metodou! P¥i YeSeni soustav s parametrem pomoci GEM
musime byt velmi opatrni na provadéni elementarnich lprav.

Pro soustavy se ¢tvercovou matici vyvineme pozdé&ji dalsi
metodu Fedeni (kombinaci GEM a Cramerovy véty).

© Nepovinné: Nad R Ize mit i dalsi geometricky pohled na GEM
(tzv. Householderovy reflexe).

?Viz Pozndmku 6.4.7 skript.
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