Permutace
Determinant

Determinant: &éast 1

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 8.1 a 8.2
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé pfednasky
O GEM.

© Regularita a singularita &tvercovych matic.

Dnesni pfednaska
© Determinant ¢tvercové matice: test regularity matice.
Determinant ma ale predevsim geometricky vyznam.

© Bude nutné pfipomenout zakladni fakta o permutacich.
PouZijeme grafickou notaci pro permutace: strunové diagramy.

© Zakladni metody vypoltu determinantu: z definice a pomocfi
GEM.

P¥isti pfednaska
© Hlubsi poznatky o determinantech.

© Aplikace determinantu na ¥eSeni ¢tvercovych soustav
linedrnich rovnic.
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Permutace

Definice (permutace)

Permutace mnoziny {1,2,...,n} je jakdkoli bijekce
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Zapisy permutaci
Q Vyétem:7wm: 1—2 2—3 3—4 4~1
1 2 3 4 ]

2 3 41
b

@ Tabulkou:® ™ = [

© Strunovym diagramem:
1 2 3 4

1 2 3 4

Strunovy diagram ¢teme odshora dold.

?Upozornéni: tato tabulka neni matice ve smyslu nadeho predmétu.
bRezené p¥iklady na strunové diagramy naleznete v kapitole 8.1 skript.
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Permutace

Grafické skladani permutaci
Napftiklad:

1 2 3 4 12 3 4
e e
12 3 4 12 3 4

Spotteme nejdiive m a potom o (sm&rem shora doli):
1 2 3 4 1 2 3 4

=1 2 3 4

g-T
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Permutace

Definice (symetricka grupa permutaci)

MnoZin& v8ech permutaci mnoziny {1,2,..., n}, spolu s vy3e
uvedenou operaci sklddani -, fikdme symetrickd grupa permutaci
n-prvkové mnoziny. Zna&eni: S,,.

Tvrzeni (vlastnosti skladani permutaci)

Skladéni - v S, je asociativni, ma neutraini prvek (¥ikdme mu
jednotkovd (také: trividlni) permutace, zna&ime id,), kazda
permutace ma inversi vzhledem ke sklddani - (znaceni a
terminologie: 771 je inversni permutace k permutaci 7).

Diikaz.
Plyne okamzit& z vlastnosti bijekci. |

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 07A-2025: Determinant: &ast 1 5/19



Permutace

Definice (znaménko permutace)
At 7 je permutace mnoZiny {1,...,n}. Znaménko permutace 7 je
¢islo sign 7, které je definovano takto:

(+1, pokud strunovy diagram 7
obsahuje sudy pocet prekFizeni strun
(v tomto p¥ipad& ¥ikame, Ze 7 je sudd permutace),

signm =
—1, pokud strunovy diagram 7w
obsahuje lichy polet p¥ek¥iZeni strun
(v tomto p¥ipadg ¥ikdme, Ze 7 je lichd permutace).
Priklad
Pro permutace
1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4

plati: signm = —1 = sign(7~1).
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Permutace

Tvrzeni (znaménka specialnich permutaci)
@ Pro identickou permutaci id, v S, plati sign(id,) = 1.
@ Pro libovolné permutace o a w v S, plati
sign(o - ) = (signo) - (sign 7).
© At 7 je permutace v S,,. Pak plati sign 7 = sign(7~1).
O At 7 je permutace v S,. Oznatte jako o permutaci v S,
vzniklou z m prohozenim dvou hodnot. Potom

signo = —sign .
Diikaz.
P¥ednaska (strunové diagramy). [ |
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Determinant

Definice (determinant ¢tvercové matice)

Pro matici A typu n x n nad F definujeme determinant jako skalar

det(A) = Z SIgN T - ar(1)1 " @r(2),2 " -+ " An(n);n
mESy

Casto se pige i |A| misto det(A).

~Sachovy vyznam* soutinu ar(1),1 " An(2)2 " -+ 3n(n)n
Q At 7 je permutace v S,,.
Pokud na politka ar(1),1, ar(2)2: - - -+ 3x(n),n rozestavime véze,

pak se navzajem neohroZuji.?

@ Obracen&: n navzdjem se neohroZujicich véZi na ,8achovnici”
(aij) urtuje permutaci m v S, a tim i jeden soutin
An(1),1 * 9x(2),2 * - -+ " 9n(n),n-

?Pt¥ipomenuti: PoloZka a.(;); matice A je polozka v j-tém sloupci na
7 (f)-tém ¥adku.
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Determinant

P¥iklad (Sarrusovo pravidlo pro matice 3 x 3)

Na mnozin& {1,2,3} existuje presné& Sest nasledujicich permutaci:

1 23 1 23 1 23
= | | m=p<< m=p4<
1 23 1 23 1 23
1 23 1 23 1 23
e I = G =
1 23 1 23 1 23
Tudiz:?
a1 a2 a3
a1 ax» as = a11-a2-a33+az a3 a3+ as-a-axs

a31 d32 4as3
—d21 412433 — a1l - 432 d23 — 431422 di3

?Vzorec je asto nazyvan Sarrusovo pravidlo. Pierre Frédéric Sarrus
(1798-1861) byl francouzsky matematik.
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Determinant

Geometricky vyznam determinantu matice 2 x 2 nad R

Determinant ‘ Zl gl je velikost P(a,b) orientované plochy
2 b2
a+ b
<b1> a>+ by
bo

()

kde a = <31> ab= <b1>.
an b2
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Determinant

Geometrie determinantu (pokrat.)
Vlastnosti velikosti P(a,b) orientované plochy jsou:

© P(e1,e) = 1. Tato rovnost zavadi jednotku plochy a
orientaci prostoru R?: p¥i pohybu kolem potatku jsme zvolili
smér proti smé&ru hodinovych ruli¢ek — prvni je vektor ej,

vektor ey je druhy.
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Determinant

Geometrie determinantu (pokrat.)

@ P(a,b) = —P(b,a). Tato rovnost vystihuje, jak chdpeme
orientaci velikosti plochy: zménou poradi vektorl a, b
zménime znaménko velikosti plochy.

P(a,b) = —P(b,a)
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Determinant

Geometrie determinantu (pokrac.)

© Vypocet hodnoty P(a,b) je linedrni v kazdé poloZce, tj. pro
libovolna redlnd &isla aj, ap, b1, by a libovolné vektory a, b,
ai, ap, by, by plati rovnosti

P(a;-a; +ax-ax,b) = a;-P(a1,b)+ ax- P(az,b)
P(a,by -by + by -by) = by P(a,by) + by - P(a,by)
Dalezity disledek: plati rovnosti P(a,b) = P(a,b+ a-a) a

P(a,b) = P(a+ b-b,b) pro a, b realna.
Napftiklad:

= P(a,b — 2a)
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Determinant

Zobecnéni (geometricky vyznam determinantu)

Determinant det(A) matice A = (ai1,...,a,) typu n X n nad F je
velikost V/(ai,...,a,) orientovaného objemu rovnob&znost&nu

v prostoru F". Rovnobé&Znostén je uréen vektory aj, ..., a,

(v tomto potadi).

Plati:

O V(er,...,ep) =1
o V(al, cee ,a,,) = signw : V(aﬂ(l), ey aﬂ(n)), kde 7 je
libovolnd permutace v S,,.

© V(ay,...,a,) je linedrni v kazdé soutadnici zvI4st.

Vyge uvedené t¥i vlastnosti funkce
V:F'"x..-xF' = F
~—_——
n-krat

uréuji pojem determinantu jednoznaéné.
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Determinant

Tvrzeni (determinant transponované matice)

Plati: det(A) = det(AT).

Diikaz.

det(A) = Z sign(m (1)1° 3r(2)2 " -+ An(n),n
ﬂ'eSn

= Z sign(r~1) - A a-1(1) T 2,7-1(2)

—leS,

= Z sign(m) - a1,7(1) - @2,7(2) - -+ * Anyn(n)
ﬂ'ESn

= det(AT)

VyuZili jsme jednoduchého faktu: plati rovnosti
{r|reSt=S={r1|neS,}
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Determinant

Disledky (vypotet determinantu a GEM)
@ Prohozeni dvou ¥adki méni znaménko determinantu.

© Vyniasobeni jednoho ¥adku nenulovym skaldrem a zméni
determinant a-krét.

© P¥itteni linedarni kombinace ostatnich ¥adka k ¥adku nezméni
hodnotu determinantu.

Tvrzeni (determinant horni trojihelnikové matice)

At A je horni trojdhelnikovd matice. Potom det(A) = soudin prvki
na hlavni diagondle matice.

Dasledek (opatrny vypolet determinantu pomoci GEM)

det(A) Ize potitat pomoci GEM: je nutné si oviem poznamenat
typy Uprav (a tudiZ i pfipadné zmény hodnoty determinantu).
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Determinant

P¥iklad (vypotet determinantu pomoci GEM)

2 3 1| R
6 -2 —8| —2R, =
—2 16 3| Rs
2 3 1] R
= —2|0 7 -5| Re+3R =
019 4| Ry+Ry

3 1| R

7 5| R =
—133 =28 | —7R3
3 1| R
7 5| R =
0 —-123 | R34+ 19R;

N W N
—_

S = W
w =
I
|
[

2
0
0
2
0
0

2.7-(—123)
2.7 3
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Determinant

Véta (invertibilita matice pomoci determinantu)

Pro matici A typu n x n nad F plati: A je regularni pravé tehdy,
kdyz det(A) # 0.

Diikaz.
Bez diikazu (viz nap¥. Disledek 8.4.4 skript). |

Poznamky k vypoctu det(A)
© Vypoclet z definice: ¢asové ndroény. Je zapottebi se vyznat
v S, (ma n! prvki).
@ Vypotet pomoci GEM: mén& naroény (fadové n krokii).
Pozor! Nad R a C je GEM numericky nestabilni. Navic (pfi
ru¢nim vypottu) je zapotfebi GEM provadét opatrné.

© Jiny zpiisob vypo&tu? Ano: rozvoj podle ¥adku nebo sloupce
(rekursivni vypolet). PFisté.
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Determinant

Jiny zpisob zavedeni determinantu (nepovinné)

Determinant lze zavést pomoci vnéjsi mocniny? linedrniho
prostoru, viz kapitolu 5 skript.

Vyhody tohoto pFistupu:
@ Okamzity geometricky vhled do pojmu determinant a snadné
dikazy vlastnosti determinantu.
© Determinant je mozno poditat pro libovolna linedrni zobrazenti,
ne jen pro matice.

© Pojem vné&jsi mocniny vede rychle ke geometrické algebte,
kterd umoZiiuje elegantni a rychlé vypolty v po&itatové
grafice, viz napfiklad knihu
L. Dorst, D. Fontijne, S. Mann, Geometric algebra for
Computer Science, Elsevier, 2007

?Na prvni pohled my%lenka vné&j$i mocniny vypada velmi divoce. Tato
my%lenka je ale velmi pfirozena a je stejné& stard jako linedrni algebra: v roce
1844 s ni p¥isel Hermann Grassmann (1808-1887).
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