
(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Strukturálńı vlastnosti determinantu

Adjungovaná matice a Cramerova věta/pravidlo

Determinant: část 2

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 8.3 a 8.4
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
Strukturálńı vlastnosti determinantu

Adjungovaná matice a Cramerova věta/pravidlo

Minulá p̌rednáška

1 Definice determinantu čtvercové matice (s použit́ım
permutaćı).

2 Základńı metody výpočtu determinantu:
1 Z definice: nutnost znalosti Sn.
2 Pomoćı GEM: nutnost opatrného prováděńı GEM.

3 Čtvercová matice A je regulárńı právě tehdy, když det(A) 6= 0.

Dnešńı p̌rednáška

1 Věta o rozvoji determinantu podle sloupce.a

2 Hlubš́ı poznatky o determinantu.

3 Aplikace determinantu na řešeńı čtvercových soustav
lineárńıch rovnic (Cramerova věta). Ukážeme geometrický
význam Cramerovy věty.

aV́ıme: det(AT ) = det(A). Takže determinant půjde rozv́ıjet i podle řádku.
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Připomenut́ı

Determinant det(A) čtvercové matice A = (a1, . . . , an) je lineárńı
v každém sloupci. Speciálně: protože aj =

∑n
i=1 aij · ei (kde aj je

j-tý sloupec matice A), plat́ı rovnost:a

det(A) =
n∑

i=1

aij · det(a1, . . . , aj−1, ei , aj+1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸
Značeńı: Aij .

Nap̌ŕıklad (zvolili jsme j = 2, tj. rozv́ıj́ıme podle druhého sloupce):∣∣∣∣∣∣
−2 4 5
3 6 7
7 −2 5

∣∣∣∣∣∣ = 4·

∣∣∣∣∣∣
−2 1 5
3 0 7
7 0 5

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A12

+6·

∣∣∣∣∣∣
−2 0 5
3 1 7
7 0 5

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A22

−2·

∣∣∣∣∣∣
−2 0 5
3 0 7
7 1 5

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A32

aTéto rovnosti se ř́ıká (Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle j-tého sloupce.
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Definice

Determinantu Aij = det(a1, . . . , aj−1, ei , aj+1, . . . , an) ř́ıkáme
algebraický doplněk posice (i , j) v matici A = (a1, . . . , an).

Věta (praktický výpočet algebraického doplňku)

At’ A je matice typu n × n nad F, n ≥ 2. Označme jako Aij matici
typu (n − 1)× (n − 1) vzniklou z matice A vynecháńım i-tého
řádku a j-tého sloupce. Potoma Aij = (−1)i+j · det(Aij).

aPozor: nezapomeňte na znaménko posice (i , j): Aij = (−1)i+j · det(Aij).

Důkaz.

Bez důkazu (viz nap̌r. Lemma 8.3.4 ve skriptech).

Pozorováńı

Rozvoj determinantu podle sloupce umožňuje rekursivńı výpočet
determinantu! Důvod: pro A typu n × n jsou algebraické doplňky
jedotlivých posic determinanty matic typu (n − 1)× (n − 1).
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Adjungovaná matice a Cramerova věta/pravidlo

Př́ıklad (determinant rozvojem podle ťret́ıho sloupce)∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
2 7 6 3
5 2 0 3
3 2 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 · (−1)1+3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 7 3
5 2 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A13

+ 6 · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
5 2 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A23

+ 0 · (−1)3+3 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 7 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A33

+ 5 · (−1)4+3 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 7 3
5 2 3

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A43
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Př́ıklad (p̌rijde vhod u Cramerova pravidla)

Pro x =
n∑

k=1

xk · ek označme Xj = (e1, . . . , ej−1, x, ej+1, . . . , en).

Spočteme det(Xj) rozvojem podle j-tého sloupce:

det(Xj) = det(e1, . . . , ej−1, x, ej+1, . . . , en)

= det(e1, . . . , ej−1,

n∑
k=1

xk · ek , ej+1, . . . , en)

=
n∑

k=1

xk · det(e1, . . . , ej−1, ek , ej+1, . . . , en)︸ ︷︷ ︸
=0 pro k 6= j a =1 pro k = j

= xj
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Poznámky k výpočtu determinantu rozvojem podle sloupce

1 Protože det(A) = det(AT ), lze determinant poč́ıtat i
rozvojem podle řádku.

2 Rekursivńı výpočet determinantu (tj. výpočet rozvojem podle
sloupce nebo řádku) má složitost n! — je tud́ıž obecně
výpočetně pomalý.

3 Výpočet determinantu rozvojem je vhodný pro ř́ıdké matice
(matice, obsahuj́ıćı hodně nul).
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Věta (základńı strukturálńı vlastnosti determinantu)
Funkce det : Fn × . . .Fn︸ ︷︷ ︸

n-krát

→ F má následuj́ıćı vlastnosti:

1 det(En) = 1.
2 det(B · A) = det(B) · det(A).
3 Pro regulárńı A je det(A−1) = (det(A))−1.
4 det(a · A) = an · det(A), kde a je libovolný skalár.a

aPozor: rovnost det(A + B) = det(A) + det(B) obecně neplat́ı.

Důkaz.
1 V́ıme z minulé p̌rednášky.
2 Bez důkazu (viz nap̌r. Tvrzeńı 8.2.19 ve skriptech).
3 Pro regulárńı A plat́ı rovnosti

1 = det(En) = det(A · A−1) = det(A) · det(A−1).
Takže det(A−1) = (det(A))−1.

4 Plyne z toho, že determinant je v každém sloupci lineárńı.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html


(Laplace̊uv) rozvoj determinantu podle sloupce
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Definice (adjungovaná matice)

Pro matici A typu n × n je jej́ı adjungovaná matice adj(A)
transponovaná matice algebraických doplňk̊u posic v matici A.

Př́ıklad (nad R)

Pro A =

(
2 7
5 3

)
je adj(A) =

(
3 −7
−5 2

)
.

Věta (Cramerovaa věta o adjungované matici)

aGabriel Cramer (1704–1752) byl švýcarský matematik.

At’ A je matice typu n × n nad F, n ≥ 2. Potom plat́ı rovnosti:

A · adj(A) = det(A) · En = adj(A) · A

Pro regulárńı A tedy plat́ı A−1 = (det(A))−1 · adj(A).

Důkaz.

Bez důkazu. Důkaz nap̌r. ve skriptech, Věta 8.4.3.
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Př́ıklad (inverse pomoćı adjungované matice)

Pro A =

1 2 3
2 4 7
4 2 1

 nad R je det(A) = 6. V́ıme, že inverse

matice A existuje.
1 Matice algebraických doplňk̊u posic v matici A je

−10 26 −12
4 −11 6
2 −1 0

.

Proto adj(A) =

−10 26 −12
4 −11 6
2 −1 0

T

=

−10 4 2
26 −11 −1
−12 6 0

.

2 Celkově A−1 = 6−1 ·

−10 4 2
26 −11 −1
−12 6 0

.

Doporučeńı (sanity check)

Při výpočtu adj(A) je možná rozumné nejprve spoč́ıtat matici
algebraických doplňk̊u a potom ji transponovat.
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Výhodnost a vhodnost výpočtu A−1 pomoćı adj(A)

1 Pro obecné (velké) matice je výpočet nevýhodný. Vyžaduje
spoč́ıtat velké množstv́ı determinant̊u.

2 Pro velké a ř́ıdké matice (tj. pro matice obsahuj́ıćı velké
množstv́ı nulových položek) může j́ıt o výhodný výpočet.

3 Výpočet je výhodný pro matice typu 2× 2.

At’ A =

(
a b
c d

)
je regulárńı (tj., at’ det(A) = ad − bc 6= 0).

Potom

A−1 = (ad−bc)−1 ·
(

d −c
−b a

)T

= (ad−bc)−1 ·
(

d −b
−c a

)
.

4 Poznámka: některé aplikace (nap̌ŕıklad v kryptografii) vyžaduj́ı
práci s maticemi nad ještě obecněǰśı strukturou než je těleso.
Pak je výpočet A−1 pomoćı adj(A) často jediná možnost.
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Definice (soustava se čtvercovou matićı)

Rovnici A · x = b, kde A je matice typu n × n nad F, ř́ıkáme
soustava se čtvercovou matićı.

Tvrzeńı (̌rešeńı čtvercové soustavy s regulárńı matićı)

At’ A · x = b je soustava se čtvercovou matićı. Tato soustava má
jediné řešeńı právě tehdy, když A je regulárńı matice. V tomto
p̌ŕıpadě je toto jediné řešeńı tvaru A−1 · b.

Důkaz.

Regularita matice A znamená p̌resně to, že A : Fn → Fn je
isomorfismus. To znamená p̌resně to, že pro každé b existuje právě
jedno x takové, že A : x 7→ b. Evidentně plat́ı x = A−1 · b.
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Cramerova věta o řešitelnosti regulárńıch soustav lineárńıch
rovnic (také: Cramerovo pravidlo)
At’ A · x = b je soustava se čtvercovou regulárńı matićı nad F.
Potom j-tá položka jediného řešeńı x = A−1 · b je tvaru

xj = (det(A))−1 · det(a1, . . . , aj−1,b, aj+1, . . . , an)

Důkaz.
Označme Xj = (e1, . . . , ej−1, x, ej+1, . . . , en). Tud́ıž
A · Xj = (a1, . . . , aj−1,b, aj+1, . . . , an), a proto
det(A) · det(Xj) = det(a1, . . . , aj−1,b, aj+1, . . . , an).
To znamená
det(Xj) = (det(A))−1 · det(a1, . . . , aj−1,b, aj+1, . . . , an).
Ale det(Xj) = xj (nap̌r. rozvojem podle j-tého sloupce, viz str. 6
tohoto tématu).

Uvedený důkaz je pravděpodobně ten nejelementárněǰśı možný. Pocháźı

z článku Stephen M. Robinson, A short proof of Cramer’s rule, Mathematics

Magazine 43.2 (1970), 94–95.
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Př́ıklad (použit́ı Cramerova pravidla)

Pro soustavu

(
2 4 1
−3 5 6

)
nad R plat́ı

∣∣∣∣ 2 4
−3 5

∣∣∣∣ = 22 6= 0. Lze

tedy použ́ıt Cramerovo pravidlo.
Jediné řešeńı má tvar

1∣∣∣∣ 2 4
−3 5

∣∣∣∣ ·

∣∣∣∣ 1 4

6 5

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 2 1
−3 6

∣∣∣∣

 =


−19

22

15

22


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Geometrie Cramerovy věty pro soustavy 2× 2 nad R
Pro regulárńı soustavu (a1, a2 | b) plat́ı podle Cramerovy věty
det(b,a2)
det(a1,a2) · a1 + det(a1,b)

det(a1,a2) · a2 = b. Co to opravdu znamená?a

a1
x · a1

a2

y · a2 b

Ale x · det(a1, a2) = det(x · a1, a2) = det(b, a2), takže plat́ı

x = det(b,a2)
det(a1,a2) :

a1
x · a1

a2

b

a1
x · a1

a2

b

Podobnou úvahu lze provést pro y = det(a1,b)
det(a1,a2) .

aAnalogicky lze postupovat pro regulárńı soustavy věťśıch rozměr̊u a nad
libovolným tělesem (muśıme ovšem kreslit rovnoběžnostěny).
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Př́ıklad (vy̌rešte nad R, p ∈ R je parametr)

(A | b) =

 2 −p −1 3
1 −7 −5 0
−1 3 p −1

, det(A) = (p − 2) · (p − 17).

1 det(A) 6= 0 právě tehdy, když p 6∈ {2, 17}.
V tomto p̌ŕıpadě existuje jediné řešeńı. Toto jediné řešeńı lze
nalézt pomoćı Cramerovy věty:

1
(p−2)·(p−17) ·



∣∣∣∣∣∣
3 −p −1
0 −7 −5

−1 3 p

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

2 3 −1
1 0 −5

−1 −1 p

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

2 −p 3
1 −7 0

−1 3 −1

∣∣∣∣∣∣


= . . . =



26

17 − p

3

17 − p

1

17 − p

, p 6∈ {2, 17}.
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Př́ıklad (pokrač.)

2 p = 2. Řeš́ıme soustavu

 2 −2 −1 3
1 −7 −5 0
−1 3 2 −1

.

Řešeńı:

(
5/3

0
1/3

)
+ span(

(
1
3
−4

)
), pro p = 2.

3 p = 17. Řeš́ıme soustavu

 2 −17 −1 3
1 −7 −5 0
−1 3 17 −1

.

Řešeńı pro p = 17 neexistuje (Frobeniova věta).

Doporučeńı

Pro čtvercové soustavy s parametrem doporučujeme použ́ıt
kombinaci Cramerovy věty a GEM. Výpočet pak má dvě fáze:

1 Cramerova věta pro ty parametry, pro které je matice soustavy regulárńı.

2 GEM pro ty parametry, pro které je matice soustavy singulárńı.
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