Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni
Diagonalisace matic

Vlastni hodnoty a vlastni vektory

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitoldch 10.1, 10.3
a 10.4 skript Abstraktni’a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky

© Matice linedrnich zobrazeni mezi prostory koneénych dimensi.

@ Matice transformace soufadnic.
Dnesni pfednaska

© Budeme studovat obecna linearni zobrazeni f : L — L, kde L

ma kone¢nou dimensi.

Zjistime, pro které vektory X plati f(X) = A - X (tzv homotetie

— to je to nejjednodussi linedrni zobrazeni z L do L).

© Budeme se snaZit zménit bazi L tak, aby ve smérech vektorii

nové baze bylo zobrazeni f : L — L homotetii (obecn& pro
kazdy smé&r riiznou). Ne vZdy to pdjde.
P¥isti pfednaska
© Diagonalisace matic nad R a nad C.

© Dvé aplikace diagonalisace: ¥eSeni rekurentnich rovnic a
funkce matic.?

“Tyto dvé& aplikace nebudou zkougeny!
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesii)

0.3 0.7
0.8 0.2
vektor q tak, aby platila rovnost® A - q = q.

. ., (0.3 0.7 1y (1 Ty . ”
To je snadné: <0.8 02) . <1) = <1> protoZe Fadkové soulty

matice A jsou 1. Tudiz q = G)

Pro matici A = ( > naleznéte alespoii jeden nenulovy

“Stejnou (ale komplikovangji zadanou) tlohu ¥e¥i algoritmus PageRank, viz
naptiklad K. Bryan a A. Leise, The $ 25,000,000,000 eigenvector: The linear
algebra behind Google, SIAM Rev. 48.3 (2006), 569-581, nebo Dodatek F
skript.

Co délat pro obecnou matici A?

A

MEli jsme Sté&sti (,,hezky" tvar matice A, takovym maticim se ¥ika
fadkové stochastické). Jak ale postupovat pro obecnou matici A?
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesii, znovu a jinak)

. 0.3 0.7
Pro matici A = (0.8 0.2
vsech soustav tvaru A - x = X -x, kde A € R je neznamé.

nalezneme vSechna nenulova ¥eSeni

P¥epsanim soustavy A-x = X-xna (A — X: Ez) - x = o zjistime,
co je tfeba udélat:
© Matice A — X\ - E; musi byt singularni. Jediné tehdy bude mit
rovnice (A — X - E2) - x = o nenulové fedeni.
To jest: hleddme v3echna A\ takovd, aby det(A — A\ - Ey) = 0.

To znamend vyfesit rovnici det(A — x - Ez) = 0.

@ Pro konkrétni hodnoty A\ nalezneme nenulové ¥eSeni soustavy
(A —X-E3)-x =0 pomoci GEM.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrat.)

0.3 —x 0.7
0.8 0.2 —x

=x2-05x—-05=(x—1)-(x+05)=0.

det(A—x-Ep) = ‘ = (0.3—x)-(0.2—x)—0.56 =

Soustava (A — x - E3) - x =0 pro

L 07 07 |0\ .. . 1
©Q x =1 ma tvar < 08 -08l0 > a fedeni span(<1>).

1

0 v b -7
0 ) a fedeni span(( 8 ))

To znamend: A -x = —0.5 - x pro v8echna x ze span(<_87>)_

To znamend: A - x = x pro viechna x ze span( <1> ).

0.8 0.7

Q@ x = —-0.5 ma tvar < 08 0.7

?To jsme jiz v&déli.
5To je nova informace.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesii, pokrak.)

Co jsme se vlastné& dozvédéli a k ¢emu je to dobré?

© V soufadnicovém systému B = (G) , <_87>) se matice A

stane diagondlni matici D(1; —0.5) = (1 0 >

0 —-05
Opravdu:
1 -7\ (1 0\ _ (1 35\ (03 07\ (1 -7
1 8 0 -05) \1 —4) \08 0.2 1 8
Taok, D(1;—0.5) A Taok,
tudiz
10\ _ (1 -7\ (03 07\ (1 -7
0 -05/ \1 8 0.8 0.2 1 8
D(1:0.5) TryB A Tek,
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrat.)
@ Diky pfedchozimu vidime, Ze zaddme-li rekurentni proces
xo libovolny vektor z R?, A -xj, = x41, k >0,
pak se posloupnost vektorll xg, X1, X2, ...chova nasledovné:

. o 1 .
@ Je-li xg na p¥imce span( 1 ), jde o posloupnost xg, Xg, Xo, - - -
8
—0.5- X0, (*0.5)2 + X0, (70.5)3 * X0y -
. 1 -7 Ly ,
O Jelixg=a- 1 +b- g | tedy jestlize plati rovnost

coordg(xg) = <Z> potom coordg(x,) = <(—O.§)” _ b)'

Diagonalisaci matice A tedy ziskdvame o rekurentnim procesu
tplny prehled.

. , —7 .
@ Je-li xg na p¥imce span(( )) jde o posloupnost xg,
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span(( ' ))
(¥ o (1)
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni
Diagonalisace matic

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span((_87>)."‘"”"~. , .
Span(G))

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 08A-2025: Vlastni hodnoty a vlastni vektory

8/21



Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni
Diagonalisace matic

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span((_87>)."‘"”"~. , .
Span(G))
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni
Diagonalisace matic

P¥iklad (equilibrium stochastickych procesi, pokrak.)

span((_87>)."‘"”"~. , .
Span(G))
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Shrnuti dosavadnich avah

© Pokud pro obecnou matici A : F" — F" najdeme bazi B, ve
které A je diagonalni matici, ziskdme v nové bazi tplny
prehled o maticich tvaru AX, kde k > 0.

To je dilezité nap¥iklad v nasledujicich oblastech:

Teorie dynamickych systém.

Ekonomie (nap¥iklad tzv. Leontiefiiv input-output model).
SloZitost rekursivnich algoritmii (YeZeni rekurentnich rovnic, viz
p¥isti prednasku).

Geometrie kvadratickych Gtvar(, viz kapitolu 14.1 skript.
Funkce matic, viz pFisti pfednasku.

Atd.

Hledani diagonalni matice k matici A se Fika diagonalisace
matice A. Ne vZdy zadanou matici diagonalisovat pijde.

00 0006

@ Problém diagonalisace Ize zformulovat (a ¥e3it) pro obecnd
linedrni zobrazeni f : L — L, kde L ma kone¢nou dimensi.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Definice

Pro linedrni zobrazeni f : L — L je A\ v F vlastni hodnotou (také:
vlastnim &islem), pokud existuje nenulovy vektor X, spliiujici
rovnost f(x) = X\ - X.

Kazdému takovému nenulovému vektoru X ¥ikdme vlastni vektor
pFislusny hodnoté .

Pozorovani
At f: L — L je linedrni zobrazeni.
© Pro libovolné A v F plati: {x | f(X) = X - X} = ker(f — X - id).
Tudiz vlastni vektory pFislusné hodnoté A\ tvofi podprostor L.?

@ ) je vlastni hodnota f pravé tehdy, kdyz eigen(A, f) je
netrividlni prostor.

?Rikame mu vlastni podprostor pFisluny A, zna&ime jej eigen(A, ). Divod:
vlastni hodnoté se ¥ika eigenvalue, vlastnimu vektoru eigenvector, vlastnimu
podprostoru eigenspace. Némecky: eigen=vlastni.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Pfipomenuti (zékladni vlastnosti podobnosti matic)

Rekneme, e dv& matice A a B typu n x n nad F jsou si podobné
(znateni: A =~ B), pokud plati rovnost B=T"1-A- T, pro
néjakou regularni matici T.

Podobné matice jsou maticemi stejného linedrniho zobrazeni, ale
vzhledem k jiné bazi.

Plati:
QO AxA.
Q Jestlize A = B, potom B ~ A.
© Jestlize A~ B aB=~C, potom A~ C.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Definice (charakteristicky polynom &tvercové matice)

At A je matice typu n x n nad F, n > 1. Vyrazu det(A — xE,)
Fikame charakteristicky polynom matice A (zna&eni: chara(x)).

Poznamky (pro matice typu n x n nad F)

@ chara(x) je polynom stupn& n. Tudiz ma v F nanejvy% n
kofend (i s nasobnostmi). Pro matici A = <(1) _01> nad R
nema polynom chara(x) v R Zadny koten.

@ Jestlize A = B, potom chara(x) = charg(x).?

Divod:

det(B — xE,) = det(T AT — xE,) = det(T AT — T IxT) =
det(T (A — xE,)T) = det(T!)det(A — xE,,) det(T) =
det(A — xEj).

?Pozor: obrdcend implikace neplati, viz dale.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

Tvrzeni

At f: L — L je linedrni zobrazeni, dim(L) = n. Ozna&me jako Ag¢
matici f vzhledem k jakékoli bazi prostoru L. Potom A v F je
vlastni hodnotou f pravé tehdy, kdyz det(Af — AE,) = 0.

Dikaz.

ProtoZze L ma dimensi n, je A vlastni hodnotou f pravé tehdy, kdyz
def(f — Aid) > 0. To nastane pravé tehdy, kdyZz matice Af — AE,, je
singuldrni. |

Pozndmka

PYedchozi tvrzeni nezdvisi na volb& baze prostoru L a tim padem
nezavisi na volb& matice Ag.

P¥ipomenuti: zm&nou bidze zmé&nime matici Af na matici
T-1.Af T, pro n&jakou reguldrni matici T.
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (matice mohou mit stejné vlastni hodnoty, ale rizné
vlastni podprostory)

5 -2 2
AtA= -1 4 —1]| je matice nad R.
4 4 -1

Potom charp(x) = —(x —3)? - (x — 2).

@ Pro dvojnasobnou vlastni hodnotu A = 3:

1 -1
eigen(3,A) = ker(A —3E3) =span(|{1|,| 0 |).
0 1
© Pro jednondsobnou vlastni hodnotu A = 2:
-2
eigen(2,A) = ker(A —2E3) =span(| 1 |).
4
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Vlastni &isla a vlastni hodnoty linearnich zobrazeni

P¥iklad (pokrat.)

2 4 -3
Pozor! ProB= | —1 10 —6 | je charg(x) = chara(x). Ale
1 8 -4
1 0
eigen(3,B) =span(| 1]) a eigen(2,B) =span(| 3 ]).
1 4

Tedy: A a B maji stejnd vlastni &isla (i s ndsobnostmi), ale rizné
vlastni podprostory.
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Diagonalisace matic

Problém diagonalisace
Pro matici A typu n x n nad F chceme rozhodnout, zda A =~ D,
kde D = D(A1; A2;...; \p) je diagondlni matice

AM 0 0 ... 0
0 X 0 ... O
0 0 X3 ... O

0 0 0 ... X\,
nebo ve sloupcovém zapisu

(AM1-e,Aa-ex,A3-€3,...,0,-€p)
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Diagonalisace matic

Myslenka nalezeni matic Ta D v rovnici A=T-D-T!
At D = D(\1;...; \p).
@ Rovnost A =T D - T! plati pravé tehdy, kdy? plati rovnost
A-T =T D a matice T je regularni.
@ Pro regularni matici T = (t1,...,t,) plati rovnost
A-T =T:D pravé tehdy, kdyZ plati rovnosti A -t; = \; - t;
pro v8echna j =1,..., n.
Shrnuto: rovnost A = T - D(A1,...,A,) - T~1 plati pravé tehdy,
kdyZ plati ndsledujici dvé podminky:
@ A-tj=\;-tjproviechnaj=1,...,n
To jest: j-ty sloupec t; matice T je vlastni vektor pFislusny
vlastni hodnot& \; matice A.
e Matice T = (t1,...,t,) je regularni.
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Diagonalisace matic

Pozorovani
Dva vlastni vektory, pfislusejici dv€ma riiznym vlastnim hodnotam,
jsou linedrné nezavislé.
Plati-li
At =X -t a A-t, =Xt
pak z rovnosti a; - tj, + a> - tj, = o plyne
o = (A—)\j2-E)~0
= (A=X,-E)- (a1t +ax-tp)
= a (A=), E)-t,+a-(A- ), -E) -t

-~

#o o

tedy a3 = 0.
Rovnost a = 0 se dokaZe analogicky.
Problém

Existuje dostatek linedrné nezavislych vlastnich vektori pro stejnou
vlastni hodnotu?
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Diagonalisace matic

Véta (charakterisace diagonalisovatelnych matic nad F)

Pro matici A typu n x n nad F jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

© A je diagonalisovatelna, tj A =~ D pro né&jakou diagonalni
matici D.

@ Charakteristicky polynom chara(x) lze v F rozloZit na soutin
linedrnich faktor( a plati: nasobnost A jako kofene chara(x) je
rovna dim(eigen(A, A)).?

“Ndsobnosti A jako koFene chara(x) se n&kdy ¥ikd algebraickd ndsobnost A,
¢islu dim(eigen(A, A)) se n&kdy ¥ikd geometrickd ndsobnost A.

Dukaz.
Bez diikazu (nemdme vybudovanou teorii polynomd nad obecnym
télesem F). Pro zdjemce: Véta 10.4.8 skript. [ |
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Diagonalisace matic

Ptiklad (nad R)
5 -2 2 2 4 -3

Matice A= -1 4 -1 a B —1 10 —6 | splfiuji:
-4 4 -1 -1 8 -4

@ charp(x) = charg(x) = —(x — 3)? - (x — 2).

@ Protoze dim(eigen(3,A)) = 2 a dim(eigen(2, A)) = 1, plati
A =~ D pro néjakou diagonalni matici D.
© ProtoZe dim(eigen(3,B)) =1 a dim(eigen(2, B)) = 1, neplati
B ~ D pro zddnou diagondIni matici D.
Ukazali jsme (mimo jiné): A % B, prestoze chara(x) = charg(x).
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Diagonalisace matic

Priklad 5 -2 2
PromaticiA= [ -1 4 —1| nad R plati chara(x) = —(x — 3)* - (x — 2)
-4 4 -1
3 00 1 -1 =2
aA=T-D-T ', kdeD=(0 3 0|]aT=[1 0 1
0 0 2 0 1 4

Matice A v kanonické bazi odpovida linedrnimu zobrazeni

X 5x — 2y + 2z
y|l—= | —x+4y -z
z —4x 44y —z
1 -1 -2
Vzhledem k bazi (1], 0 |,| 1 |) jde o podstatn& jednodussi zobrazeni
0 1 4
X 3x
y| =13
z 2z
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