Co je (zhruba) Jordaniiv tvar?
Nilpotentni zobrazeni a nilpotentni matice
Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Jordanuv tvar

Odprednesenou latku naleznete v kapitoldch 11.1 a 11.3
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
©Q Matice nékterych linedrnich zobrazeni mezi prostory kone¢nych
dimensi Ize (za urtitych predpokladil) diagonalisovat.

© Matice nékterych linedrnich zobrazeni mezi prostory

kone&nych dimensi diagonalisovat nelze.
Dnesni prednaska

© Budeme studovat obecnd lineadrni zobrazeni f : L — L, kde L
ma kone¢nou dimensi.
Vysvétlime, co je Jordaniv tvar zobrazeni f.?
Pijde o tvar: f = diagonalni + nilpotentni.
Nilpotentni = , témé&Ff nulové zobrazeni”.
To znamenad: Jordaniv tvar = , témé&F diagonalni tvar”.

?Jde o velmi technickou partii linedrni algebry. Nékteré dikazy tudiz
neuvedeme. Diikazy vSech tvrzeni naleznete v Kapitole 11 skript.
Zkouska: vypotet Jordanova tvaru nebude v pisemné &isti (mohou tam ale byt
nilpotentni matice), u dstni &3sti mohou byt vyZadovany pouze hlavni myZlenky
Jordanova tvaru (viz str 8 a 9 tohoto tématu).
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Co je (zhruba) Jordaniv tvar?

Motivacni pftiklad

4 00 4 10
AtA=|0 4 0|]aB=|0 4 0] jsounadR. Potom:
0 0 9 0 0 9

@ chara(x) = charg(x) = (x —4)2 - (x — 9), kofeny \;» = 4
nasobnosti 2 a A3 = 9 ndsobnosti 1.
@ cigen(4; A) = span(er, ep), eigen(9; A) = span(es).
© cigen(4; B) = span(e;), eigen(9; B) = span(es).
Zavéry:
O A je diagonalisovatelna a R3 se ,rozklad3" na
eigen(4; A) = span(ei,ez) a eigen(9; A) = span(es)
@ B neni diagonalisovatelna a R3 se ,nerozkladd" na
eigen(4; B) = span(e;) a eigen(9; B) = span(es3)

Divod: je malo vlastnich vektor(i pro A1 = 4.
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Co je (zhruba) Jordaniv tvar?

Motivaéni ptiklad (pokrat.)

s

Matice B se ,pfilis neli$i" od diagonalisovatelné matice, protoze

4 00 010 0 00O
B=(0 4 0|]+(0 00| a N>°=[|0 00
0 0 9 0 00 0 00O

=N

tzn. ,chyba N je mald ¥adu 2“.

D3 se eigen(4; B) ,zv&tsit" na prostor dimense 27

Jak zobecnit pojem vlastniho vektoru, aby vlastni podprostor
eigen(4; B) = ker(B — 4 - E3) zvétsil dimensi?
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Co je (zhruba) Jordaniv tvar?

Zobecnéni vlastniho vektoru pro \; > = 4 a matici B

4 10
ProB= |0 4 0| seevidentn& v rovin& span(e;,ey) d&je n&co,
0 0 9

Y7

co souvisi s Cislem 4:
©Q (B—4-E3)-e; = o, protoZe e; je vlastni vektor B, pFisludny
vlastni hodnoté 4.
@ (B —4-E3)-e; =ej # o, protoZe e neni vlastni vektor B,
pFislusny vlastni hodnoté 4.
© To ale znamen4, 7e (B — 4 - E3)? - e; = 0. Takze e, je
»Zobecnény vlastni vektor ¥adu 2" pro vlastni hodnotu 4.
Celkové: span(eg,ep) = ker((B — 4 - E3)?), tj., span(er, e;) je
,Vvlastni podprostor ¥adu 2" a prostor R3 se , rozklada" na
ker((B—4-E3)?) a ker((B—9-Es3)")

~~

=eigen(9;B)
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Co je (zhruba) Jordaniv tvar?

Funguje myslenka zobecnénych vlastnich podprostor také
pro matici A?

Ano: prostor R3 se ,rozklad3" na
ker((A —4-E3)?) a ker((A—9-E3))

=eigen(4;A) =eigen(9;A)
protoZe
0 00O 0 0O 0 0 O
(A—4-E3)>=10 0 0|-l0 0 0f=(0 0 ©
0 05 0 0 5 0 0 25
a tudiz

ker((A — 4 - E3)?) = span(ey, ez) = eigen(4; A)
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Co je (zhruba) Jordaniv tvar?

Dals$i analyza matic A a B
4 00 0 0O
OQA=1|0 4 0]+|0 0 O
0 09 0 00O
-D =N

Existuje k tak, ze N¥ je nulova matice (zvolte k = 1) a plati
rovnost D- N = N - D.

Q@ B=

o O H

0 010
0Ol+(0 O O
9 0 00

0
4
0

~5 ne

Existuje k tak, e N¥ je nulova matice (zvolte k = 2) a plati
rovhost D-N = N - D.
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Co je (zhruba) Jordaniv tvar?

Hlavni myslenky Jordanova? tvaru

?Marie Ennemond Camille Jordan (1838 — 1922) byl francouzsky matematik.

Jordaniiv tvar linedrniho zobrazeni f je soucet f = fy;ag + fiif, kde

© fyi.g je diagonalisovatelné.

Q f,; se ,prilis nelidi” od nulového zobrazeni o. P¥esn&ji:

(fi))% = o pro n&jaké p¥irozené &islo k.

O fii - faiag = faiag - fril-
Namisto Jordanova tvaru linedrniho zobrazeni hleddme vétSinou
Jordaniv tvar jeho matice.
V urtité bazi (které se ¥ikd Jordanova baze) bude tedy matice mit
~témé&¥ diagonalni tvar®.
Uvedeme pouze ptiklady a nenau¢ime se hledat Jordanovu bazi.?
Vypolty jsou technické, vice se Ize dodist v Kapitole 11 skript.

?To jest: bazi zobecn&nych vlastnich podprostort.
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Co je (zhruba) Jordaniv tvar?

K &emu je to dobré?

Budeme moci poditat mocniny?
7 = (fdiag + fnil)m

ProtoZe fyiag - fril = fril - faiag, 1ze pouZit binomickou vétu,b tj.,

faiag + fa)” = (.)'fi o (Fa)™
( diag I) z_(:) j ( dag) ( |)
J= snadné —oprom—j>k
k—1 m . ‘
=2 <J> - (Faiag) - (Foit) ™™

j=0

?To je v nejrizn&jdich aplikacich velmi dileZité, viz téma 08B.

bPozor: pro obecna linedrni zobrazeni binomicka véta neplati. Nap¥iklad pro
matice n x n plati rovnost (A + B)?> = A% +- AB + BA + B?, ale rovnost
(A+B)?> =A%+ 2. AB + B? plati pouze, pokud AB = BA.
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Nilpotentni zobrazeni a nilpotentni matice

P¥ipomenuti znaceni

Pro linedrni zobrazeni f : L — L zna&ime fO =id; a fkT1 =f . fk
pro k > 0.

Definice (nilpotentni zobrazeni)

Linedrnimu zobrazeni f : L — L, pro které existuje p¥irozené &islo k
tak, ¥e fK = o, ¥ikdme nilpotentni. Nejmensimu takovému ¢&islu k
fikdme index nilpotence a zna&ime jej nil(f).

Poznamka

Protoze f* = id;, je index nilpotence f ,tém&F vzdy" vétsi nez 0.
Jediné zobrazeni f : L — L, pro které je nil(f) =0, jef=id, =0
pro L = {0o}.
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Nilpotentni zobrazeni a nilpotentni matice

P¥iklad (nilpotentni matice)
Matice

O O O o
o O o
O O = O
O O O O

je nilpotentni, plati nil(N) = 3.
Pojd me ,stopovat" cestu vektorii kanonické baze p¥i postupné
aplikaci matice N:

e +—o, e +—e +—o, ey3r—rer—e+r—o0, e€e—o0

Vsechny &tyfi bazové vektory se nakonec zobrazi na nulovy vektor,
protoze matice N je nilpotentni. Navic nil(N) je zjevn& rovna
nejvétsi z délek jednotlivych Yetézci, tj. nil(N) je maximalni z &isel
1,2, 3, 1.
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Nilpotentni zobrazeni a nilpotentni matice

P¥iklad (nilpotentni matice)
Matice

N =

o O O
O O =
O = W

nad R je nilpotentni: jeji Fetézce jsou

e, (o]
e e (o]
e3 — 3e1+e — e — o0

a proto plati nil(N) = 3.
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Nilpotentni zobrazeni a nilpotentni matice

Definice

Ctvercové matici

010 ... 0
0 01 0
. = (07 €1,€, '7en—1)
000 ... 1
000 ... 0

fikame Jordanova burika.?

?Buiika v této definici ma rozmé&ry n x n.

Pozorovani

Kazda Jordanova burika je nilpotentni matice. Index nilpotence je
roven rozmériim buriky.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09A-2025: Jordaniiv tvar 13/19



Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Nalezeni Jordanova tvaru matice M : F" — F”
Postupujeme takto:

@ Spotteme charakteristicky polynom charpm(x) matice M.
©® Pokud charm(x) nelze v F[x] rozloZit na soutin ko¥enovych
faktor(i, vypolet kon&ime. Jordaniv tvar matice M neexistuje.
@ Pokud charm(x) =a-(x — A1)™ - ... (x = Xp)™ v F[x],
Jordaniiv tvar matice M existuje a my postupujeme podle
dalich bodd.
@ Jordaniv tvar bude mit p Jordanovych segmentid B;();),
i=1,...,p. Segment B;(\;) ma rozm&ry m; X m;.
© Nalezeni i-tého segmentu B;(\;):
@ Utvofime nilpotentni matici M — \; - E,. a nalezneme jeji
Jordaniv tvar N;.
@ Plati B;(A\;)) =N; + \; - E,.
Q Z Jordanovych segmentil utvotime Jordandv tvar matice M
jakoZto blokové diagonalni matici.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Pyiklad
Pro matici
5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
o -1 2 0 2 0
M= -8 -8 -1 2 -12 -7
0 0 0O 0 -1 o0
-8 -8 -1 0 -9 -5

nad R nalezneme jeji Jordandv tvar.
@ Plati charpm(x) = (x — 2)*(x + 1)2.
Jordaniiv tvar M bude mit dva Jordanovy segmenty:

@ Segment B1(2) velikosti 4 x 4, protoZe ndsobnost 2 jako
koFene charakteristické rovnice je 4.

@ Segment By(—1) velikosti 2 x 2, protoze ndsobnost —1 jako
kofene charakteristické rovnice je 2.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Ptiklad (pokrat.)

@ Celkov&: Jordaniv tvar matice M je

O Ol oo N
O Ol o N =
O O|loN +» O
o O I\J‘OOO

RO O O O
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

Priklad
P¥ipomenuti: pro &tvercovou matici X nad R (nebo nad C) lze

definovat
+o00 Xn

exp(X) = Z ar

n=0

a vysledkem je opét &tvercova matice nad R (nebo nad C).
Navic: pro funkci t — exp(tX) redlné prom&nné plati rovnost

d
I exp(tX) = X - exp(tX)

a to umoZiiuje elegantné ¥esit soustavy linearnich diferencalnich
prvniho ¥adu s konstantnimi koeficienty, viz Dodatek O skript.

Matici exp(tX) lze snadno spoéitat, zndme-li Jordaniiv tvar matice
X.
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

P¥iklad (pokrat.)

Napftiklad: vime, Ze plati

5 4 0 0 4
2 3 1 0 5
0 -1 2 0 2

tM ~ t -8 -8 -1 2 -12
0 0 0 0 -1
-8 -8 -1 0 -9

pro kazdé t z R.
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3 2t 0 0 0 0 O
1 0 2t 0 0 0 O
ol _ |0 0 2t 0 0 O
71 7 o o o0 2t 0 O
0 0 0 0 0 -t O
-5 0 0 0 0 0 —t
:thiag
0t 0 0 0 O
00t 0 0 O
000 0 O0 O
T1lo 000 0 o0
000 0 0 O
0000 0 O
=tMp;
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Myslenky hledani Jordanova tvaru matice

P¥iklad (pokrat.)
To znamen3, Ze?

exp(tM) ~ exp(tMgiag + tMpil) = exp(tMdiag) - exp(tMy;)

t2
= eXp(thiag) - (Eg + tMp; + —M? )

2 niI
2

et te®t %ezt 0 0 0

0 e t* 0 0 0
—|o0o o et 0 0 0

0 o0 0 et 0 0

0 0 0 0 et 0

0 o0 0 0 0 et

“Rovnost exp(A + B) = exp(A) - exp(B) plati pouze tehdy, kdyz AB = BA.
Exponencidla diagondlni matice se pocitd snadno. Exponencidla nilpotentnf{
matice se pocitd v kone&né krocich. V nasem p¥ipadé plati nil(Mni) = 3, proto

£2
exp(tMpil) = Es + tMui + EMﬁn-
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