
Co je (zhruba) Jordan̊uv tvar?
Nilpotentńı zobrazeńı a nilpotentńı matice
Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Jordan̊uv tvar

Odp̌rednesenou látku naleznete v kapitolách 11.1 a 11.3
skript Abstraktńı a konkrétńı lineárńı algebra.
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Minulé p̌rednášky
1 Matice některých lineárńıch zobrazeńı mezi prostory konečných

dimenśı lze (za určitých p̌redpokladů) diagonalisovat.

2 Matice některých lineárńıch zobrazeńı mezi prostory
konečných dimenśı diagonalisovat nelze.

Dnešńı p̌rednáška
1 Budeme studovat obecná lineárńı zobrazeńı f : L→ L, kde L

má konečnou dimensi.
Vysvětĺıme, co je Jordanův tvar zobrazeńı f.a

Půjde o tvar: f = diagonálńı + nilpotentńı.
Nilpotentńı =

”
témě̌r nulové zobrazeńı“.

To znamená: Jordanův tvar =
”
témě̌r diagonálńı tvar“.

aJde o velmi technickou partii lineárńı algebry. Některé důkazy tud́ıž
neuvedeme. Důkazy všech tvrzeńı naleznete v Kapitole 11 skript.
Zkouška: výpočet Jordanova tvaru nebude v ṕısemné části (mohou tam ale být
nilpotentńı matice), u ústńı části mohou být vyžadovány pouze hlavńı myšlenky
Jordanova tvaru (viz str 8 a 9 tohoto tématu).
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Motivačńı p̌ŕıklad

At’ A =

4 0 0
0 4 0
0 0 9

 a B =

4 1 0
0 4 0
0 0 9

 jsou nad R. Potom:

1 charA(x) = charB(x) = (x − 4)2 · (x − 9), kǒreny λ1,2 = 4
násobnosti 2 a λ3 = 9 násobnosti 1.

2 eigen(4; A) = span(e1, e2), eigen(9; A) = span(e3).

3 eigen(4; B) = span(e1), eigen(9; B) = span(e3).

Závěry:

1 A je diagonalisovatelná a R3 se
”
rozkládá“ na

eigen(4; A) = span(e1, e2) a eigen(9; A) = span(e3)

2 B neńı diagonalisovatelná a R3 se
”
nerozkládá“ na

eigen(4; B) = span(e1) a eigen(9; B) = span(e3)

Důvod: je málo vlastńıch vektor̊u pro λ1,2 = 4.
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Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Motivačńı p̌ŕıklad (pokrač.)

Matice B se
”
p̌ŕılǐs nelǐśı“ od diagonalisovatelné matice, protože

B =

4 0 0
0 4 0
0 0 9

+

0 1 0
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=N

a N2 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0



tzn.
”
chyba N je malá řádu 2“.

Dá se eigen(4; B)
”
zvěťsit“ na prostor dimense 2?

Jak zobecnit pojem vlastńıho vektoru, aby vlastńı podprostor
eigen(4; B) = ker(B− 4 · E3) zvěťsil dimensi?

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 09A-2025: Jordan̊uv tvar 4/19



Co je (zhruba) Jordan̊uv tvar?
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Zobecněńı vlastńıho vektoru pro λ1,2 = 4 a matici B

Pro B =

4 1 0
0 4 0
0 0 9

 se evidentně v rovině span(e1, e2) děje něco,

co souviśı s č́ıslem 4:

1 (B− 4 · E3) · e1 = o, protože e1 je vlastńı vektor B, p̌ŕıslušný
vlastńı hodnotě 4.

2 (B− 4 · E3) · e2 = e1 6= o, protože e2 neńı vlastńı vektor B,
p̌ŕıslušný vlastńı hodnotě 4.

3 To ale znamená, že (B− 4 · E3)2 · e2 = o. Takže e2 je

”
zobecněný vlastńı vektor řádu 2“ pro vlastńı hodnotu 4.

Celkově: span(e1, e2) = ker((B− 4 · E3)2), tj., span(e1, e2) je

”
vlastńı podprostor řádu 2“ a prostor R3 se

”
rozkládá“ na

ker((B− 4 · E3)2) a ker((B− 9 · E3)1)︸ ︷︷ ︸
=eigen(9;B)
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Funguje myšlenka zobecněných vlastńıch podprostor̊u také
pro matici A?

Ano: prostor R3 se
”
rozkládá“ na

ker((A− 4 · E3)2)︸ ︷︷ ︸
=eigen(4;A)

a ker((A− 9 · E3)1)︸ ︷︷ ︸
=eigen(9;A)

protože

(A− 4 · E3)2 =

0 0 0
0 0 0
0 0 5

 ·
0 0 0

0 0 0
0 0 5

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 25


a tud́ıž

ker((A− 4 · E3)2) = span(e1, e2) = eigen(4; A)
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Daľśı analýza matic A a B

1 A =

4 0 0
0 4 0
0 0 9


︸ ︷︷ ︸

=D

+

0 0 0
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=N

.

Existuje k tak, že Nk je nulová matice (zvolte k = 1) a plat́ı
rovnost D ·N = N ·D.

2 B =

4 0 0
0 4 0
0 0 9


︸ ︷︷ ︸

=D

+

0 1 0
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=N

.

Existuje k tak, že Nk je nulová matice (zvolte k = 2) a plat́ı
rovnost D ·N = N ·D.
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Hlavńı myšlenky Jordanovaa tvaru

aMarie Ennemond Camille Jordan (1838 – 1922) byl francouzský matematik.

Jordanův tvar lineárńıho zobrazeńı f je součet f = fdiag + fnil, kde

1 fdiag je diagonalisovatelné.

2 fnil se
”
p̌ŕılǐs nelǐśı“ od nulového zobrazeńı o. Přesněji:

(fnil)
k = o pro nějaké p̌rirozené č́ıslo k.

3 fnil · fdiag = fdiag · fnil.

Naḿısto Jordanova tvaru lineárńıho zobrazeńı hledáme věťsinou
Jordanův tvar jeho matice.
V určité bázi (které se ř́ıká Jordanova báze) bude tedy matice ḿıt

”
témě̌r diagonálńı tvar“.

Uvedeme pouze p̌ŕıklady a nenauč́ıme se hledat Jordanovu bázi.a

Výpočty jsou technické, v́ıce se lze doč́ıst v Kapitole 11 skript.

aTo jest: bázi zobecněných vlastńıch podprostor̊u.

Jǐŕı Velebil: Lineárńı algebra 09A-2025: Jordan̊uv tvar 8/19

https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html


Co je (zhruba) Jordan̊uv tvar?
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K čemu je to dobré?

Budeme moci poč́ıtat mocninya

fm = (fdiag + fnil)
m

Protože fdiag · fnil = fnil · fdiag, lze použ́ıt binomickou větu,b tj.,

(fdiag + fnil)
m =

m∑
j=0

(
m

j

)
· (fdiag)j︸ ︷︷ ︸

snadné

· (fnil)
m−j︸ ︷︷ ︸

=o pro m − j ≥ k

=
k−1∑
j=0

(
m

j

)
· (fdiag)j · (fnil)

m−j

aTo je v nejr̊uzněǰśıch aplikaćıch velmi důležité, viz téma 08B.
bPozor: pro obecná lineárńı zobrazeńı binomická věta neplat́ı. Nap̌ŕıklad pro

matice n × n plat́ı rovnost (A + B)2 = A2 + AB + BA + B2, ale rovnost
(A + B)2 = A2 + 2 · AB + B2 plat́ı pouze, pokud AB = BA.
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Připomenut́ı značeńı

Pro lineárńı zobrazeńı f : L→ L znač́ıme f0 = idL a fk+1 = f · fk
pro k ≥ 0.

Definice (nilpotentńı zobrazeńı)

Lineárńımu zobrazeńı f : L→ L, pro které existuje p̌rirozené č́ıslo k
tak, že fk = o, ř́ıkáme nilpotentńı. Nejmenš́ımu takovému č́ıslu k
ř́ıkáme index nilpotence a znač́ıme jej nil(f).

Poznámka

Protože f0 = idL, je index nilpotence f
”
témě̌r vždy“ věťśı než 0.

Jediné zobrazeńı f : L→ L, pro které je nil(f) = 0, je f = idL = o
pro L = {~o}.
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Př́ıklad (nilpotentńı matice)

Matice

N =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


je nilpotentńı, plat́ı nil(N) = 3.
Pojd’me

”
stopovat“ cestu vektor̊u kanonické báze p̌ri postupné

aplikaci matice N:

e1 7→ o, e2 7→ e1 7→ o, e3 7→ e2 7→ e1 7→ o, e4 7→ o

Všechny čty̌ri bázové vektory se nakonec zobraźı na nulový vektor,
protože matice N je nilpotentńı. Nav́ıc nil(N) je zjevně rovna
nejvěťśı z délek jednotlivých řetězc̊u, tj. nil(N) je maximálńı z č́ısel
1, 2, 3, 1.
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Př́ıklad (nilpotentńı matice)

Matice

N =

0 1 3
0 0 1
0 0 0


nad R je nilpotentńı: jej́ı řetězce jsou

e1 7→ o
e2 7→ e1 7→ o
e3 7→ 3e1 + e2 7→ e1 7→ o

a proto plat́ı nil(N) = 3.
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Myšlenky hledáńı Jordanova tvaru matice

Definice

Čtvercové matici
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 = (o, e1, e2, . . . , en−1)

ř́ıkáme Jordanova buňka.a

aBuňka v této definici má rozměry n × n.

Pozorováńı

Každá Jordanova buňka je nilpotentńı matice. Index nilpotence je
roven rozměr̊um buňky.
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Nalezeńı Jordanova tvaru matice M : Fn → Fn

Postupujeme takto:
1 Spočteme charakteristický polynom charM(x) matice M.

1 Pokud charM(x) nelze v F[x ] rozložit na součin kǒrenových
faktor̊u, výpočet konč́ıme. Jordanův tvar matice M neexistuje.

2 Pokud charM(x) = a · (x − λ1)m1 · . . . · (x − λp)mp v F[x ],
Jordanův tvar matice M existuje a my postupujeme podle
daľśıch bodů.

2 Jordanův tvar bude ḿıt p Jordanových segment̊u Bi (λi ),
i = 1, . . . , p. Segment Bi (λi ) má rozměry mi ×mi .

3 Nalezeńı i-tého segmentu Bi (λi ):
1 Utvǒŕıme nilpotentńı matici M− λi · En. a nalezneme jej́ı

Jordanův tvar Ni .
2 Plat́ı Bi (λi ) = Ni + λi · Emi .

4 Z Jordanových segment̊u utvǒŕıme Jordanův tvar matice M
jakožto blokově diagonálńı matici.
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Př́ıklad

Pro matici

M =



5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
0 −1 2 0 2 0
−8 −8 −1 2 −12 −7
0 0 0 0 −1 0
−8 −8 −1 0 −9 −5


nad R nalezneme jej́ı Jordanův tvar.

1 Plat́ı charM(x) = (x − 2)4(x + 1)2.
Jordanův tvar M bude ḿıt dva Jordanovy segmenty:

1 Segment B1(2) velikosti 4× 4, protože násobnost 2 jako
kǒrene charakteristické rovnice je 4.

2 Segment B2(−1) velikosti 2× 2, protože násobnost −1 jako
kǒrene charakteristické rovnice je 2.
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Př́ıklad (pokrač.)

2 Celkově: Jordanův tvar matice M je

M ≈



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0

0 0 0 2

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

−1 0

0 −1


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Př́ıklad

Připomenut́ı: pro čtvercovou matici X nad R (nebo nad C) lze
definovat

exp(X) =
+∞∑
n=0

Xn

n!

a výsledkem je opět čtvercová matice nad R (nebo nad C).
Nav́ıc: pro funkci t 7→ exp(tX) reálné proměnné plat́ı rovnost

d

dt
exp(tX) = X · exp(tX)

a to umožňuje elegantně řešit soustavy lineárńıch diferencálńıch
prvńıho řádu s konstantńımi koeficienty, viz Dodatek O skript.

Matici exp(tX) lze snadno spoč́ıtat, známe-li Jordanův tvar matice
X.
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Př́ıklad (pokrač.)

Nap̌ŕıklad: v́ıme, že plat́ı

tM ≈ t


5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
0 −1 2 0 2 0
−8 −8 −1 2 −12 −7
0 0 0 0 −1 0
−8 −8 −1 0 −9 −5

 ≈


2t 0 0 0 0 0
0 2t 0 0 0 0
0 0 2t 0 0 0
0 0 0 2t 0 0
0 0 0 0 −t 0
0 0 0 0 0 −t


︸ ︷︷ ︸

=tMdiag

+


0 t 0 0 0 0
0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=tMnil
pro každé t z R.
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Př́ıklad (pokrač.)

To znamená, žea

exp(tM) ≈ exp(tMdiag + tMnil) = exp(tMdiag) · exp(tMnil)

= exp(tMdiag) · (E6 + tMnil +
t2

2
M2

nil)

=


e2t te2t t2

2
e2t 0 0 0

0 e2t te2t 0 0 0
0 0 e2t 0 0 0
0 0 0 e2t 0 0
0 0 0 0 e−t 0
0 0 0 0 0 e−t


aRovnost exp(A + B) = exp(A) · exp(B) plat́ı pouze tehdy, když AB = BA.

Exponenciála diagonálńı matice se poč́ıtá snadno. Exponenciála nilpotentńı
matice se poč́ıtá v konečně kroćıch. V našem p̌ŕıpadě plat́ı nil(Mnil) = 3, proto

exp(tMnil) = E6 + tMnil +
t2

2
M2

nil.
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