Obecna fakta o skaldrnim soutinu
Geometricky vyznam obecnych skalarnich souéinii v R"

Abstraktni skalarni soudin

Odp¥ednesenou latku naleznete v kapitolach 12.1 a 12.2 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Velmi dalezita poznamka
Vektor byl definovan (viz témata 01A a 01B) jako prvek linearniho
prostoru.

Pro obecny vektor nelze mluvit o jeho délce, nelze mluvit o thlu
mezi dvéma vektory, atd.

K tomu, abychom o délkdch, thlech, atd., mluvit mohli, je tfeba
pfidat k axiomim linedrniho prostoru axiomy dalsi. Této dodateéné
struktufe budeme ¥ikat skaldrni soudin.

Jde o dvodni kurs.? Proto se omezime na linedrni prostory nad R.

?Obecngji Ize studovat linedrni prostor nad F, vybaveny jistou
bilinedrni/sesquilinedrni formou.
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Dnesni pfednaska
© V této prednasce (a ve vech predndskach tykajicich se
skaldrniho soutinu) se zam&¥ime na linedrni prostory nad R.?

@ Skaldrni soutin zavedeme axiomaticky. Odvodime geometricky
vyznam skaldrniho soutinu.?

Axiomatické zavedeni skalarniho souinu ndm umoZni pfevést
zndmé vyznamy z R" (kolmost, délka vektoru, atd) do
obecnych linedrnich prostorii se skaldrnim soucinem.

“Velmi malo ¥ekneme i o linedrnich prostorech nad C. Divod: fyzika a
kvantové potitani.
bSlogan: skaldrni soutin je mira ,,odchylky* dvou vektori.

PFisti prednaska

© Popis obecnych skalarnich souini v prostorech R”.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Definice (realny skalarni soutin)

At L je linedrni prostor nad R. Funkci (— | =) : L x L — R ¥ikdme
skaldrni soutin,? pokud plati nasledujici, pro libovolné vektory X, y:

© Komutativita: (X | y) =<y | X).
@ Linearita ve druhé soufadnici: zobrazeni (x| —): L — R je
linedrni.

—

@ Positivni definitnost: (X | X) > 0, (X | X) = 0 iff X = 0.

?NaZe znaceni pro skaldrni soutin je obvyklé ve fyzice (tzv bra-ket notation
nebo Diracova notace) a m3 jisté vyhody. ZnaZeni X - y pro skaldrni sou&in
nebudeme pouzivat! Diivod: ptetiZeni znalky - pro soudin.

Poznamka (skalarni soucin pro prostory nad C)

V ptipadé linedrniho prostoru nad C mluvime o skalarnim souéinu,
pokud (— | —) : L x L — C je positivn& definitni, linedrni ve druhé
soufadnici a misto komutativity plati rovnost (X | y) = (¥ | X).
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Ptiklady skalarnich soucinii

@ Skaldrni soutin v prostoru orientovanych tselek:
X y)=|X|-|y] - cose, kde ||X|| a ||y| jsou délky tsetek X a
¥ a @ je dhel, ktery sviraji:? 7

—

X

Tento skaldrni soudin spliiuje viechny t¥i poZadované
vlastnosti: je komutativni, linedrni ve druhé soutadnici a
positivné definitni.

NP

?Dalezita pozndmka: v dal3i &asti predndsky ukdzeme, Ze pro libovolny
skaldrni soutin je mozné definovat pojmy délky | x| vektoru X (také: normy
vektoru X) a dhlu ¢ mezi dv€ma vektory tak, Ze plati rovnost
K1y =Xl - Iyl - cosp.

V prostoru s obecnym skalarnim soudinem se tudiZ budeme moci ,chovat
stejné" jako v klasické geometrii. Bude tak napftiklad platit Pythagorova véta, a
podobné&.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra 09B-2025: Abstraktni skalarni soutin 5/19



Obecna fakta o skalarnim soucinu

P¥iklady skalarnich soué&ina (pokrac.)
n
@ Standardni skaldrni sougin vR™ (x |y) =x" .y = Z Xi " Yi.
i=1

© Standardni skalarni sou€in neni jediny skaldrni soucin v R".
v/ X .
Nap¥iklad? <<x1> | <§1)> = x1y1 + xoy1 + x1y2 + 2x0)0 je
2 2
skaldrni soutin v R?. (Jde o Gmorné, ale uZitetné cviZeni.)

n
© Standardni skaldrni sou¢in v C": (x | y) = 27, Vi
i=1
Pozor! Plati rovnost (x | y) = {y | x), nikoli (x | y) =y | x).

?K tomuto skaldrnimu soutinu se vratime koncem této prednasky. Po pFisti
pfedndice budeme schopni (tém&F) okamZit& uvidét, Ze jde o skaldrni soudin.
Budeme také schopni popsat viechny mozné skaldrni sou&iny v prostoru R".

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 09B-2025: Abstraktni skaldrni soucin

6/19



Obecna fakta o skalarnim soucinu

Tvrzeni (nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski)

Plati [(X| y)| < \/<>?| >?>~\/<Y|Y>-

Diikaz.

Plati 0 < (X + ay | X + ay) = (X | \)+a2(X | y) +a* (¥ | ¥), pro
— —— ~——

C B A
kazdé a e R.

Tudiz B2 — 4AC < 0, neboli B2 < 4AC. Z toho nerovnost

(R )] < A/ %) /(7 | 7> plyne okamiite. r
Jednoduchy, ale dilezity disledek: dhel mezi vektory
X1y

Pro nenulové X, y plati —1 < < 1. Uhlu %

VEID T 1)

=cos ¢ pro jediné ¢ € [0; 7]
Fikdme (hel mezi vektory X a y.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Definice (norma vektoru)

Normu vektoru X definujeme? jako |[X| = /(X | X).

?Nerovnost C-S-B tedy miZeme zapsat jako [X | ¥)| < |X] - [I¥]-
Tvrzeni (vlastnosti normy)
Plati
Q |X| =0, |x] =0iff X=0.
Q@ Ja- = lal - ||
© Trojtihelnikova nerovnost: |X + y|| < ||X] + |
Dukaz.

Jedind netrividlni vlastnost je trojuhelnikova nerovnost. Upravujte:
|¥+ 7 = K+ 7| X+ 5) = |]> + 2R | ¥) + |7]? a pouzijte
nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski:

[%1? +2¢x | 7) + 7] < I%]% + 2)%] - 7] + |71 = (I%] + [7])>.
Celkové: X + ¥ < (IX] + [¥])? tedy [X + ¥ < %] +[y]. ™
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Diisledek
Pro nenulova X, ¥ plati rovnost (X | y) = |X|| - |¥| - cos .

Poznamka

P¥edchozi disledek je stejnd rovnost, ktera plati pro , klasicky"
skaldrni soutin v prostoru orientovanych uUsecek!

Definice (ortogonalita vektorii)

Pokud (X | ¥) = 0, mluvime o ortogondlnich (také: navzdjem
kolmych) vektorech.

Nékolik poznamek o ortogonalité

© Nevekli jsme, Ze vektory X a y jsou na sebe kolmé, pokud
sviraji dhel 5. Takovd dvaha plati pouze pro nenulové vektory.
Chceme ovsem hovofit i o nulovém vektoru, proto jsme
definovali kolmost rovnosti (X | y) = 0.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Neékolik poznamek o ortogonalité (pokrac.)

@ Pozor: nulovy vektor o je kolmy na kaZzdy vektor X.
Divod: z definice skalarniho sou&inu vime, Ze zobrazenfi

(X|->:L—>R

je linedrni. Proto (X' | —) musi poslat nulovy vektor na nulovy
vektor, neboli musi platit rovnost

%] &) =0

Obrécené: jestlize X je kolmy na kazdy vektor, pak X = &.
Divod: podle pfedpokladu je (x| X) = 0. Z definice
skaldrniho soutinu plyne, Ze X = 0.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Neékolik poznamek o ortogonalité (pokrac.)

© Chceme-li pro n&jaky vektor X ové&fit, Ze (X | wy = 0 pro
kazdy vektor w ze W = span(M), sta&i ovéFit, Ze plati
(X| m) = 0 pro v3echny vektory ni z M.

Davod: pro obecny vektor w ze span(M) nastane jedna ze

dvou situaci:

—

o w
Qo w

Jestlize tedy je (X | ;) = 0 pro kazdé i, plati (X | w) = 0.

6. Pak (x | ) = 0.

Z aj - m; pro nejaka a;izR a nejaka m; z M. Pak
i=1

K| w) = <X|Za: mp) = Za: K| i)

Slogan: ortogonalitu sta&i ovéFovat pouze pro mnoZinu
generatord podprostoru.

Ortogonalitou se budeme podrobné&ji zabyvat v p¥istich
prednaskach.
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

P¥iklady (geometrie prostoru se skalarnim soutinem)

@ Kosinovd véta: Nenulové vektory X a ¥ uréuji trojihelnik

7
W Plati: |% - 7P = |K]? + |72 = 24| 7).
—_—
2:|X]-|]-cos ¢
X

P¥ipadu, kdy (x| y) = 0, se ¥ikd Pythagorova véta.

@ Rovnobéznikova rovnost: Dva nenulové vektory X a y uréuji
strany rovnobé&Znika s dhlopFitkami X — y a X + y.
y

$ Plati

—

X
Upravujte:

X =V + %+ 7I? =X =7 | R=P)+ K+ y [ X+7)=...
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Obecna fakta o skalarnim soucinu

Poznamky (vztah skalarniho soutinu, normy a metriky)
Skalarni soutin indukuje normu a ta indukuje metriku (také:
distanci) na mnoZzing L. Jde o funkci d : L x L — R, kterd spliiuje:
Q d(x,y) =0, rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz X = y.
Q d(X,y) = d(y, ).
Q d(X,y) < d(X,2) +d(Z,y).
Sta&i definovat d(x,y) = |X — y]|.
O prostoru L s metrikou d mluvime jako o metrickém linedrnim

prostoru.
Pro linearni prostory plati:? skalarni sou&in v~~~ norma v~ metrika.

NIRRT , o 1, kdyZx vy, .

a _ )

Obracené implikace neplati. Nap¥iklad d(x,y) = 0. kdy?x—y. je

metrika na R, kterd nevznikla z Z4dné normy na R (tj |x|| = d(0, x) nenf

norma). Norma || (;q) | = |x| + |x2| na R? nevznikla z 24dného skalarniho
2

soutinu na R?, protoZe nespliiuje rovnob&Znikovou rovnost.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Poznamka
Prostory se skaldarnim soucinem se chovaji tak, jak jsme zvykli

z klasické geometrie. Klasickd geometrie nemusi byt vzdy vhodna.

Ptiklad (Minkowského ¢asoprostor)

’

t t
!
Na R* definujte? ¢ ; \ ;, »=tt' — xx’ — yy' — zZ'. ProtoZe
0 0 z z
( (1] ] é > = —1, nejde o positivn& definitni ,,skaldrni soucin".
0 0

Tento ,,skalarni soucin® je velmi dileZity v teorii relativity.
P¥islu¥nému pojmu ,vzdalenosti“ vektor x a y v R* se ¥ika
metrika Minkowského® &asoprostoru.€

?Existuje i druhd ,znaménkova konvence" dand vzoretkem

—tt' + xx' + yy' + zz'. Volba znaménkové konvence nema fyzikalni vyznam.
PHermann Minkowski (1864-1909) byl vynikajicim n&meckym matematikem.
“V tomto &asoprostoru je rychlost svétla ¢ rovna 1.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Ptiklad (Lorentzova? transformace)

?Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) byl vyznamny holandsky fyzik.

Pohyb podsvételnou rychlosti v ve sméru osy x v Minkowského

asoprostoru je linedrni zobrazeni L : R* — R*, pro které plati
t = 4-(t—w)

X' = gy-(x—vt)

, kde0<v<c=lay=

y =Y

z zZ

1
A/1—v2

Vzhledem ke kanonické bizi R* ma zobrazeni L matici

/

¥ —v-y 0 O coshy —sinhp 0 O
A= | v o 0 O _ —sinhp coshgy 0 O
0 0 10 0 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1

kde ¢ = In(y(1+ v)). Pohyb ve sm&ru osy x podsv&telnou rychlosti
v v Minkowského €asoprostoru Ize tedy interpretovat jako rotaci
(v rovin& dané osami t a x) o thel ¢ v hyperbolické geometrii.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

P¥iklad (rotace a standardni skalarni souéin)

P¥ipomenuti: rotace o thel a je R, : R?2 — R?, kde?
cosa —sina
Ra - < [ )
sina cosa

(Ro-x|Ro-y) = (Ra-x)7-(Ry-y)
‘Rl R, -y

= x"-R1Ry-y

= "y

= <XIY>
Tudiz plati: x| = |Ra x| a [x —y|| = |[Ra-x— Ry - y].

Potom plati:

|
b
~|

~1~|

Ukazali jsme: rotace zachovava standardni skaldrni soucin, normu a
metriku.

?Pov&imnéme si: RI = R
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Tvrzeni
Pro matici A : R” — R” jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
© A zachovava standardni skalarni soucin v R".
Q A je regularni a plati AT = A1,
Diikaz.
Z (1) plyne (2): 6 =(ei |ejy =(A-e;|A-e))=¢e] -AT -A-e,
takze AT - A = E,.

Ze (2) plyne (1):
Ax|Ay)=x"-AT-Ay=x"-A1L.Ay=x"y=(x|y. R

?P¥ipomenuti: pro Kroneckerlv symbol § plati §; = 0 pro i £ j a §i = 1.

Poznamka (zékladni transformace prostoru R?)

Projekce na osy a zm&na mé¥itka nezachovavaji standardni skaldrnf
soutin! Rotace skaldrni soucin zachovavaji (viz p¥edchozi ptiklad).
Reflexe podle os x a y standardni skaldrni souin zachovévaji.
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Priklad (netradi¢ni skalarni sou&in v R?)

Y2

rovnost <(é> | (‘11>> 0.

: e 1 -1
To znamend, Ze nas skalarni soucin ,vidi* vektory <0> < >

Pro <<2> | <y1>> = x1y1 + Xoy1 + X1y2 + 2x0y2 v R? plati

1

_____ N

To miZe byt velmi praktické. Jak tedy rozpoznat obecny skaldrni
sou&in? V&imnéme si, Ze nas soulin je zadan jistou matici G:

1 1
<(2> | CZ)> = (X1 Xz) : (1 2) : (i//l) = Xx1y1 + Xoy1 + x1y2 + 2x0)»
—_——
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Geometricky vyznam obecnych skaldrnich souéinii v R"

Co dal?
Budeme chtit pochopit, které matice G zadavaji skaldrni soudiny
v prostoru R”.

Uvidime, Ze skaldrni soutiny v R" pfesné odpovidaji maticim,
kterym ¥ikdme positivné definitni.
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