Ortogonalni projekce na im(A) v R” s metrickym tensorem G
Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

Matice ortogonalni projekce a metoda
nejmensich Ctverci

Odprednesenou l4tku naleznete v kapitole 12.4 a Dodatku C
skript Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html

Minula pfednaska
@ Ortogonalisani proces (Gram-Schmidt).
@ Ortogonalni projekce a ortogonalni rejekce.

© Ortogonalni projekce na podprostor s ortogondini bazi.

Dnesni pfednaska

V této predndsce se zaméFime pouze na linedrni prostory R" nad R.

© Vypolet matice ortogondlni projekce na podprostor im(A)
dimense k v R" s metrickym tensorem G, kde
A= (al,...,ak).

© Charakterisace matic ortogonalnich projekci v R”.

© Aplikace projekci na ¥eSeni soustav linedrnich rovnic (metoda
nejmensich &tverci).
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Ortogondlni projekce na im(A) v R” s metrickym tensorem G

Motivaéni dvaha
At A : RK — R" m4 hodnost k a at G je metricky tensor v R”.

© Pokud soustava (A | b) YeSeni m3, je toto Feleni jediné.
Divod: A je monomorfismus (protoZze def(A) = 0).

@ (A | b) m3 ¥eseni iff b € im(A).

@ Co délat, pokud b ¢ im(A)? Vy¥eSime jinou soustavu
(A | projim(a)(b)).
Pro¢ zrovna soustavu (A | projina)(b))?
ProtoZe projiy,(a)(b) je vektor z im(A), ktery je k vektoru b
nejblize ze viech vektord z im(A).
(A | projim(a)(b)) ma jediné fegeni. Tomuto jedinému Feseni X
Fikdme ¥eZeni soustavy (A | b) metodou nejmensich &tvercd.

Z3vér: potfebujeme umét spotitat projip, a)(b).

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 11A-2025: Projekce a metoda nejmensich &tverci  3/17



Ortogondlni projekce na im(A) v R” s metrickym tensorem G

Matice ortogonalni projekce na im(A), kde A = (ay,...,a)
ma hodnost k

At W = im(A), kde A = (a1, ...,ax) : R* = R"” m4 hodnost k.
At G je metricky tensor v R". Potom je matice AT - G - A positivné
definitni a plati®

projy(x) = A-(AT-G-A)"1.AT.G -x

/

tzv. matice ortogonalni projekce Py

“Tento divoky vzorec ma krotkou podobu pro standardni skalarni souéin:
plati proj,,(x) = A- (AT -A)"" - AT . x, protoze G = E,.
N— —_—

=Py

Duakaz.
Prednéska. |
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Ortogondlni projekce na im(A) v R” s metrickym tensorem G

P¥iklad (vypotet matice ortogonalni projekce)

V prostoru R3 se standardnim? skaldrnim sou&inem nalezn&te

1 1
matici projekce na rovinu W =span(|1],{1]). Vime: pro
1 1 1 0]
A=1|1 1],jePy=A-(AT-A)"1.AT matice ortogonalni
1 0

projekce na W.

-1
S W N CI AN Y
W= 2 2 110/ 9
10 0 0 2

—20
Napf¥iklad projekci vektoru [ 4 | na W spocitdme soucinem
6
1 1 1 0 —20 -8 1 1
—-l1 1 o|-( 4 |=(-8)=6-|1]+(-14)-(1
2 \o 0 2 6 6 1 0

?Metricky tensor tedy je G = Es.
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Ortogondlni projekce na im(A) v R” s metrickym tensorem G

P¥iklad (vypocet matice ortogonalni projekce)
V prostoru R? se skaldrnim souinem s metrickym tensorem?

G= G ;) spottéte matici projekce na p¥imku W = span((i)).

Vime: pro A = G) jePw=A-(AT-G-A)"!.-AT .G matice
ortogonalni projekce.

TudizZ je

pu= ()0 0 (2 D) (e 0 (B D=L )

Napftiklad projekci vektoru na W spotitame soucinem

—6
6

YERORTE

?Jde o nestandardni skaldrni sou&in: to znamend, Ze jde o ortogonalni
projekci vzhledem ke skaldrnimu soutinu (x | y) =x" -G -y.
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Ortogondlni projekce na im(A) v R” s metrickym tensorem G

Véta (charakterisace matic ortogonalnich projekci)
At R" je vybaven skaldrnim soutinem (— | —) s metrickym
tensorem G. Pro matici P : R" — R” je ekvivalentni:

© P je matice ortogonalni projekce na linedrni podprostor W
dimense k.

Q rank(P)=kaplatiP?=Pa (P-x|y) = (x|P-y).

Dukaz.
P¥ednagka. [ |

Poznamka

Pro standardni skalarni sou&in v R” (tj. pro G = E,,) Ize druhou
podminku p¥eformulovat takto:

Q rank(P) = k aplatiP?=P a PT = P.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

Nalezeni jediného Feseni X soustavy (A | proj;,,a)(b))

AX = projiy(a(b)
(vzorec pro vypocet projekce)
AX = A(ATGA)"1ATGb
(A je monomorfismus)
%= (ATGA)'ATGb
(AT GA je regularni)
ATGAx =A'Gb

Z3vér: AX = projia)(b) iff X je jediné FeSeni soustavy
(ATGA | ATGb)
a tuto posledni soustavu lze ziskat jako soudin matic

ATG-(A|b)
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

Priklad
T¥i body (2) , (g) , <150> v R? nele¥i na #4dné p¥imce tvaru
y=ax+b?

3 1|6
Pro¢? ProtoZe soustava (A |[b)=| 4 1| 9 | nem3 Yedeni
(Frobeniova vé&ta). 5 1110

Vy¥esme soustavu (A | b) metodou nejmensich &tverch (pro
G=E;3)"

Soustava AT - (A|b) = (AT -A| AT .b) m4 tvar
50 12 | 104
12 3 | 25
?Body na prvni pohled ,tém&F" leZi na pfimce y = 2x.

bRegenim ziskdme ,nejlepsi moznou* p¥imku, kterou lze prolo¥it zadanymi
body. Rika se ji regresni pfimka.

a ma jediné FeSeni 2
J 1/3)
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G
P¥iklad (pokrat.)

To znamena: hledana regresni pfimka ma tvar y = 2x + %

Y 1
y=2x+3
X
5 3 1|6
Vektor (1/3> neni YeSenim soustavy | 4 1] 9
5 1|10
31 ) 19/3
Plati (4 1 -(1/3>: 25/3
5 1 31/3
Ctverec chyby, které jsme se dopustili, je
6 19/3 ) -1/3 )
o) —(253)17=11{273]I"=2/3
10 31/3 -1/3
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

P¥iklad (¥eSeni soustavy rovnic metodou nejmensich &tverci,

G =E;) 112
Soustava (A |b)=| 1 1|3 | nem3 YeSeni (Frobeniova vé&ta).
1 0|2
V nagem ptipadé AT - (A |b) = (ATA | ATb) je soustava
3 27 o dinvm Fegenim % — [ 2
5 5|5 ) sliedinym FeSenim x = |
2.5
Vektor X neni Fesenim soustavy (A | b), protoze A-X = | 2.5
2

Ov&em jakykoli jiny vektor x by ,,dopadl jest& hife". Pro viechny
vektory x z R? toti plati nerovnost

05=|b—A-X|><|b—-A-x|?
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

Poznamka

Pokud (A | b) ma YeSeni, musi byt projya)(b) = b. Proto Ize
metodu nejmensich &tvercl pouzit i pro nalezeni feSeni FeSitelné

soustavy (A |

Ptiklad
Soustava (A | b) =

Yefeni [ 3

Zvolte G = E3. Pak plati AT -

soustava ma jediné ¥eSenfi (

2 5
-2 1
4 2

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

b), kde A m3 linedrn& nezdvislé sloupce.

—4
-8
8

(
1)

ma (s pouZitim GEM) jediné

24 16 40
| b) _<16 30_12>.Tato
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

P¥iklad (proloZeni paraboly, G = E,)

At {x1,x2,...,Xn} je alespofi t¥iprvkovd mnoZina redlnych &isel.

Body
X1 X2 Xn
wlo )y,

v R? le#f na parabole tvaru y = ax® 4+ bx + ¢ pravé tehdy, kdy?
soustava rovnic

X2 x 1 §%1

x22 x2 1|y

a
ma feSeni | b
C
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

P¥iklad (proloZeni paraboly, G = E,, pokrat.)
DaleZité pozorovani: protoze {xj,x2,...,x,} je alespoii tfiprvkova
mnoZzina redlnych &isel, ma matice soustavy

2
xx x1 1wy
2
X x2 1|y

hodnost 3.
Opravdu: at x;, xj, xk jsou tfi navzdjem riizné hodnoty z mnoZiny
{x1,x2,. .., Xn}

Potom
X,-2 x;i 1
g 1= 06— xk) (i —xk) (x5 —xk) #0
xt xe 1
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

P¥iklad (proloZeni paraboly, G = E,, pokrat.)

At {x1,x2,...,Xn} je alespofi t¥iprvkovd mnoZina redlnych &isel.

X2 Xn
Vs goeny Y

Body

()

v R? Ize prolozit parabolu y = ax® 4+ bx + ¢, kde | b

soustavy rovnic

metodou nejmensich &tverci.

Ji¥i Velebil: Linearni algebra

a
c
xx 1|y
x2 1|y
X, 1 Yn
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

Mozna dalsi (nepovinnd) literatura

ReSeni soustav metodou nejmensich ¢tvercli ma ¥adu aplikaci. Je
zdkladem regresnich metod v matematické statistice, viz naptiklad
knihu

@ Douglas C. Montgomery a George C. Runger, Applied
statistics and probability for engineers, 3rd ed, John Wiley &
Sons, New York, 2003.

pro vyuziti metody v p¥ipadé G = E,, a nap¥iklad knihu
o Tilo Strutz, Data fitting and uncertainty: A practical

introduction to weighted least squares and beyond, 2nd ed,
Springer, 2016.

pro vyuziti metody v p¥ipadé obecného metrického tensoru G.
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Metoda nejmensich &tvercii v R” s metrickym tensorem G

Historicka poznamka
Autorem metody nejmensich ¢tvercii je némecky matematik Karl
Friedrich Gauss (1777-1855). V roce 1801 Gauss tuto metodu
pouZil pro predikci drahy planetky Ceres, ktera 40 dni po objevenf
zmizela evropskym astronomiim za Sluncem. Gauss predpovédél
polohu, kde se planetka za 10 mésici opét objevi.
Viz napfiklad ¢lanek
Donald Teets a Karen Whitehead, The discovery of Ceres:
How Gauss became famous, Mathematics Magazine 72.2
(1999), 83-83.
nebo anglicky pteklad plvodni Gaussovy prace Theoria Motus
z roku 1806
Karl Friedrich Gauss, Theory of motion of the heavenly bodies
moving about the Sun in conic sections, Dover Publications,
2004.

?Pravdépodobng prvni pozorovani provedl 1. ledna 1801 italsky astronom
Guiseppe Piazzi.

a
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https://en.wikipedia.org/wiki/Ceres_(dwarf_planet)
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https://doi.org/10.2307/2690592
https://www.amazon.com/Theory-Motion-Heavenly-Bodies-Sections/dp/0486439062
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