Véta o hlavnich osiach a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat
Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

SVD rozklad a pseudoinverse

Odprednesenou latku naleznete v kapitole 14 skript
Abstraktni a konkrétni linedrni algebra.
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Cile této pfednasky
Q@ Kazda symetrickd matice A : R" — R™ ma pouze redlné
vlastni hodnoty a je diagonalisovatelna.?
Navic: vlastni vektory symetrické matice tvofi , hezkou bazi"
prostoru R".
@ Jako disledek predchoziho ukaZeme, Ze kazdou matici
M : RS — R’ Ize napsat jako?
M= USV’
~—
SVD rozklad M
kde S je ,diagondlni“aUt=UTaVv1l=VT,
© Ukazeme aplikace SVD rozkladu.

“Tento vysledek nebudeme dokazovat, vyZaduje hlub%i znalosti z realné
analyzy.

bVypotty z této prednadky jsou Casov& velmi narotné. U tstni zkoudky miize
byt vyZadovano zakladni pochopeni teorie (str 7 a 8 tohoto tématu), nikoli
vypocty.

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 11B-2025: SVD rozklad a pseudoinverse 2/19



Véta o hlavnich osach a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat
Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Véta o hlavnich osach (pro standardni skalarni soutin)

Pro kazdou symetrickou redlnou matici A : R” — R" existuje
ortonormdlni bidze R" sloZzend z vlastnich vektor matice A. Navic
matice A ma pouze redlné vlastni hodnoty.

Diikaz.
Bez diikazu (je t&Zky). Viz Duisledek 14.1.5 skript. [ |

Vysvétleni

A zobrazuje jednotkovou kouli na (p¥ipadn& degenerovany) elipsoid.
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Dasledek — SVD rozklad matice pro stand. skalarni sou&in

Libovolnou matici M : R® — R" Ize zapsat ve tvaru USV', kde
@ V:R* = R°aU:R"— R jsou ortogonélni, tj. VI =V~1a
u'=u-L
© S :R®* — R" ma na hlavni diagonale kladnd ¢&isla
01> 02 > ... > oy (tzv. singularni hodnoty matice M), kde
h = rank(M). V8ude jinde ma matice S nuly.
Myslenka dikazu
@ Matice A=MTM : R® — R je symetricka. Jeji vlastni
hodnoty jsou nezdporné. Sefad'te je: A\ > Ao > ... > X\ > 0.
Oznatte pfisludnou ortonormalni bazi jako (vi,...,vs).
@ Definujte 01 = /A1, ..., 0s = 1/ As. Vyberte nenulova o;:
01> 09> ... > 0p >0 a definujte u; = Mv; /o; pro

i=1,...,h a dopliite na ortonormalni bazi (uy,...,u,). -
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

P¥iklad (SVD rozklad)

(]

Nalezneme SVD rozklad pro M = (i‘; : 171)_

14 -2 200 40 140
OM M=[4 38| (i g 171> — (40 80 100
1 7 140 100 170

@ Vlastni hodnoty MTM jsou A\; = 360, \» =90, \3 = 0.
PF¥islusna ortonormalni baze vlastnich vektor( je

2/3 —2/3 1/3 2/3 —2/3 -1/3
((1/3) , ( 2/3) ) (-2/3)). Tudiz V = (1/3 2/3 —2/3>.
2/3 1/3 2/3 2/3 1/3  2/3

© Singuldrni hodnoty M jsou o1 = /A1 = 64/10,

oy = \/)\72 = 3\/5. (P¥ipomenuti: 03 = \/)\73 = \ﬁ neni

singuldrni hodnota.)
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Ptiklad (SVD rozklad, pokrat.)

0 u; = MV1/O’1 a Uy = MV2/0'2:

1‘14411'3;_3/@
6\/ﬁ -2 8 7 2/3_1/\/E

1 (14 4 11\ _22/23 -1/v/10
3\/ﬁ -2 8 7 1/3 3/v10

© PlIny SVD rozklad M je:

14 4 11\ _ (3/V10 -1/V10\ (6v10 0 0 i/g _22{33
—2 8 7))~ \1vio 3/v10 )\ o 3m°'2§3 1?3
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Geometrie SVD rozkladu M = USV7 (,,pasivni* pohled)

Matice V = (v1,...,vs) a U = (uy,...,u,) jsou tvoreny vektory
novych ortonormdlnich bazi B a C prostori R® a R", ve kterych se
M : R® — R" jevi jako zmé&na mé&fitka S : R®* — R".

TkssB Tcosk,

RS RS —S L, Rr R

Protoze Tk, = (TBHKS)_I =V1=VT3, Tcok =U, je
vrchni obrazek presné diagram

RS VY L, Rs RF—Y L Rr

A to je pfesn& SVD rozklad matice M.
Jde o ,,pasivni” pohled: méni se soufadnicové systémy.
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Geometrie SVD rozkladu M = USV7 (,,aktivni* pohled)
Obraz jednotkové koule v R® p¥i zobrazeni x — Mx:
@ Rotace (p¥ipadng nevlastni) V' : R® — R®:

-9

© Zména méfitka (p¥ipadné i s degeneraci) S : R® — R":
o RS

© Rotace (pfipadng nevlastni) U : R" — R":
»— @

Jde o ,,aktivni* pohled: objekty rotuji.
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Redukce SVD rozkladu a aproximace SVD rozkladem
Plny SVD rozklad USVT matice M hodnosti h Ize psat jako

h
— .. P T
M= E ojcuj -V
j=1
ljde u; jsou sloupce U a v; jsou sloupce V.
Castecné soulty K
_ . -
M, = E oj UV
—

pro k < h maji hodnost k a plati
IM = Mg|lr =min{||M—X|[g | X:R® = R", rank(X) < k}

kde s PR—
K= | SA = | S

j=1 j=1i=1
je Frobeniova norma matice X = (x1,...,Xs) = (X;j).
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

P¥iklad
Pro M = <f; g 171> Ize psat jeji SVD rozklad
-

_ (3/v1o -1/y10\ (6V10 0 0 2/3 —2/3 _1/3
M- (i ) (0 o (13 2 2
jako

M:6\/ﬁ-<‘:’§\/\/%>-(2/3 1/3 2/3)+3m-(;1/%?>-(2/3 2/3 1/3)

a

. 3/4/10 _ (18/15 9/15 18/15
M1_6\/ﬁ-<1/m>.(2/3 1/3 2/3) = (6/15 3/15 6/15>
Platf IM—Mylr _3v10 _ 0.477

M|l V450
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Véta o hlavnich osach a SVD rozklad

Chyba p¥i nahrazeni ¢asteénym souétem SVD rozkladu

Plati rovnost:

IM=Mylr = \JoR,y +...+ 03

Specidlné:
Mg =+/02 +...+0%
Podilu
IM — Myllr 02,1 +...+0?
[IM]| o +...+o7

fikdme relativni zména matice M (p¥i nahrazeni M k-tym
Caste¢nym soutem jejiho SVD rozkladu).

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 11B-2025: SVD rozklad a pseudoinverse

11/19



Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

SVD rozklad matice lze pouzit ke kompresi dat
Obrazek

lze zadat matici

0 0 05 05 05 05 O 0

0 05 O 0 0 0 05 O
05 0 0 0 0 0 0 05
05 0 1 0 0 1 0 05
M=1]05 0 0 0 0 0 0 05
05 0 1 0 0 1 0 05
05 0 0 1 1 0 0 05
0 05 O 0 0 0 05 O

0 0 05 05 05 05 O 0
kde 0 = bila, 0.5 = Sedd, 1 = Cerna.
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Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

SVD rozklad matice Ize pouzit ke kompresi dat (pokrat.)
SVD rozklad matice M ma tvar USVT, kde matice S je:
2.

2
—_
Ocoococo0oo0cog o
=
-
O0O0O0OO0O0O OO
w
—_

[N eNoNoNole Rl
=)

wn
O OO OO OOOMU>m
[eNeNolNolNelNolNolNolNo]
OO OO0 O0OOoOOoOOo
[eNeNololNeNoNoNo Nl
OO O OO0 OOoOOo

Ke kompresi stadi pouZijeme singularni hodnoty matice M (prvni
tyFi prvky na hlavni diagondle S). Hodnoty o5 aZ og jsou rovny
nule.
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Aplikace SVD rozkladu — komprese dat

SVD rozklad matice lze pouzit ke kompresi dat (pokrat.)

Obrazky pro prvni &ty¥i aproximace matice M vypadaji takto:

Relativni zmény matice M jsou nasledujici:

M — Myl _ \/ 1612 +1132+1.002 o o
[M[| 2.572 +1.612 + 1.132 + 1.002 ~
IM— M|l _ \/ 1.132 + 1.002 ~ 045
[M]| 2.572 +1.612 + 1.132 + 1.002 ~
M — M3 N\/ 1.002 ~0.30
[M] 2.572 +1.612 + 1.132 +1.002 ~
IM = M|l z\/ 0 =0.00
M]| 2.572 +1.612 + 1.132 + 1.002
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Tvrzeni
At M : R — R’ je matice. Potom existuje nanejvy% jedna matice
M : R" — RS, kterd spliiuje nésledujici ¢ty¥i podminky?
MMM = M (MTM)T = M™M
MTMM*T = MT (MMH)T = MMT

*Matici M, kterd tyto &ty¥i podminky spliiuje, ¥ikdme pseudoinverse matice

M.

Diikaz.

Bez diikazu (neni t&zky, ale neni zajimavy). Pro zdjemce, viz
Tvrzeni 14.4.1 skript. |
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Ptiklady pseudoinversi
@ At A:R" — R" je reguldrni matice. Potom At = A1,
Q@ At O, :R°* — R". Potom (Os,)" = O,.
© At A :RK — R" m3 hodnost k. Potom AT = (ATA) AT,
Pozorovani: v tomto p¥ipadé plati
AAb = proji,a)(b)
Tudiz: ATb je Fedeni soustavy (A | b) metodou nejmensich
tvercd (pro G = Ep).
Q At A:R" — R¥ ma hodnost k. Potom AT = AT(AAT)~1,
V kaZzdém z pt¥ipad( stadi ovéFit Ctyfi rovnosti
MM*M =M, MtTMM* = MT, (MtTM)7T = M*tM,
(MMH)T = MM™.
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Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Véta (nalezeni pseudoinverse pomoci SVD rozkladu)
At M = USV je plny SVD rozklad matice M : R — R", at o7,
., 0p jsou singuldrni hodnoty matice M. Potom plati:

Matice
O Mat 1 1

St =(—ej,...,—ep 0,...,0)
01 Oh N——
(r — h)-krat
je pseudoinverse matice S.
@ Matice
Mt =vstu’
je pseudoinverse matice M.
Diikaz.
Bez dikazu. Viz Disledek 14.4.5 skript. |
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M+

Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

P¥iklad (vypotet pseudoinverse pomoci SVD rozkladu)

Nalezneme M™ pro matici

14 4 11
M:<—2 8 7>
Plny SVD rozklad matice M je roven
-
3/V10 -1/v10\ (6vi0 0 0) fﬁ ’22/33 _12//33
1/v/10 3/V/10 0 3/10 O 23 13 23
a proto
2/3 —2/3 1/3 1/(6+/10) 0 3/VI0 —1/vi0 T
= [1/3 2/3 -2/3]- 0 1/(3v10 -</ Y >
(2/3 1/3 2/3) ( 0 % )> V1o 3/v10

) 10 -10
= 1" 7 13
4 8
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Véta o hlavnich oséch a SVD rozklad
Aplikace SVD rozkladu — komprese dat
Aplikace SVD rozkladu — pseudoinverse matice

Dalsi aplikace SVD rozkladu — nepovinné

© Pseudoinverse matic souvisi s metodou nejmensich ¢tverci,
viz Dodatek C skript.
Metoda nejmensich &tverci slouZi k ,,proloZeni optimalni
kfivky" naméfenymi daty s nejmensi kvadratickou chybou.

@ Latentni sémantické indexovani databazi (také: LSI), viz
Dodatek G skript.
Pro databdze lze vytvofit vektorovy model a SVD rozklad Ize
pouZit k vyhledani skrytych sémantickych konceptii v databazi.
© Analyza hlavni komponenty (také: PCA), viz Dodatek G
skript.
P¥i analyze multidimensiondlnich dat lze objevit ,hlavni
komponenty dat”, tj. Ize nalézt podstatné namérené veliciny.

© A mnoho dalSich aplikaci. . .
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