Smérova matice a normalova matice afinniho podprostoru
Vzajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
PP 2 <

Metrické vypocty v R“ a v R3

Metrické vypocty v R”

Odprednesenou latku naleznete v dodatcich B.3 a B.4
skript Abstraktni a konkrétni linearni algebra.
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Minulé prednasky
© Vime, co je afinni podprostor dimense d v prostoru R".

P¥ipomenuti: jde o mnozinu p+ W ={p+x | x € W}, kde
W je linedrni podprostor dimense d v R"” a p je vektor v R".

@ Pro dva afinni podprostory m =p+ W an' =p’ '+ W vR"

umime rozhodnout, zda jsou rovnobézné, nebo riiznob&zné,
nebo mimobézné.

© Vime, co je vektorovy soutin? x(vi,...,Vp_1) seznamu
vektord (vi,...,vp—1) v R", kde n > 2.
P¥ipomenuti:

® Rovnost (X(vi,...,v,_1) | X) = det(vy,...,v,_1,X) plati pro
viechna x z R".

@ Plati rovnost ||x(vy,...,vy—1)]| = \/Gram(vl, cey V1)

?Prostor R” je vybaven standardnim skaldrnim soutinem (x | y) = x" -y.
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Dnesni pfednaska
Pro dva afinni podprostory 7, 7w’ prostoru R" se standardnim?
skalarnim soucinem spoéteme jejich vzajemnou vzdalenost.

P¥ipomenuti:

@ (x|y)=xT -y je standardni skaldrni sou&in v R".

Q x| = \/m = 1/xT -x je norma v R", vytvorend
x1

n
standardnim skaldrnim sou¢inemaprox=| : | ay =
Xn Yn
n
je lIx =yl =/ > (xi — yi)? standardni eukleidovska
i=1

vzddlenost vektord x a y z prostoru R".

Ve Ize zobecnit pro obecny metricky tensor G v R". To dé&lat nebudeme.
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Smé&rova matice a normalova matice afinniho podprostoru

P¥iklad (dva rizné zapisy jedné pFimky)
Dva zépisy téZe p¥imky v R?

<;>+<i)~t, teR —x+3y=5
————

rovnicovy zapis

parametricky zapis
Oba typy zapisu jsme jiz potkali p¥i Givahach o FeSitelnosti soustav
linedrnich rovnic a zapisovali jsme je jako

(3)+san((3)) 1319

—

Ziskavame informace o smérovém vektoru a normalovém vektoru.?

*Ptipomenuti: v R? je standardni skaldrni sou&in.
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Smé&rova matice a normalova matice afinniho podprostoru

Tvrzeni (Existence parametrického a normalového zapisu)
At = p + W je d-dimensionalni afinni podprostor prostoru R".
Potom existuji dvé matice? S : RY = R"a N’ : R” — R tak,
Ze plati:
© Plati im(S) = W =ker(NT), rank(N") =n—d a
rank(S) = d, tj. S je monomorfismus a N7 je epimorfismus.
@ Vektor x leZi v r pravé tehdy, kdyZ plati rovnost x =p+S -t
pro jednoznacné urlené t.
© Vektor x lezi v 7 pravé tehdy, kdyz plati rovnost
N7 .(x—p)=o.

“Terminologie: S je smé&rova matice a N je normdlovd matice linedrniho
podprostoru W. Zapisu p + S - t ¥ikdme parametricky zdpis, zapisu
N7 . (x — p) = o normaélovy zépis afinniho prostoru 7.

Dukaz.
P¥ednagka. [ |
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Smé&rova matice a normalova matice afinniho podprostoru

Poznamky

o

im(S) = W = ker(N")
Pozor: musi platit rovnosti def(S) = 0 a rank(N'") = n —d.

@ Prot piéeme normalovy zapis ve tvaru N7 - (x — p) = 0?
@ lhned vidime, Ze afinni podprostor prochazi bodem p.
@ Oznatme N = (ny,...,n,_g4). Pak rovnost N7 - (x — p) = o je
ekvivalentni rovnostem? (n; | x —p) =0, (ny | x—p) =0, ...,
(np_g | x—p) = 0. TudiZ: sloupce matice N tvofi seznam
linedrné nezavislych ,,normal"” p¥islusného afinniho podprostoru.

“P¥ipomenuti: R" je vybaven standardnim skaldrnim sou&inem.
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Smé&rova matice a normalova matice afinniho podprostoru

Ortogonalni doplnék linearniho podprostoru

At W je linedrni podprostor dimense d prostoru R" se

standardnim? skaldrnim sou¢inem (— | —). Ozna&me jako
S=(s1,...,84) aN=(ng,...,n,_4) smérovou, resp. normalovou
matici podprostoru W.
Potom plati

P Rd ) R" NT Rn—d

mono epi
d s’ n N n—d
R epi R mono R

kde im(N) = ker(ST). Této spoletné hodnot¥ ¥ikdime ortogonalnf
dopln&k podprostoru W a znaéime W,

?Analogické dvahy Ize provést pro R" s obecnym metrickym tensorem G.
Jednoduché a uZite€né rovnosti
Pro linearni podprostor W a pro kazdy vektor x plati rovnosti
[rejw (X)[| = [lprojw (X)| [[Projw(x)I| = [[rejw (x)]|

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 13A-2025: Metrické vypoéty v R” 7/24



Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
Definice
At 7 a 7’ jsou dva afinni podprostory prostoru R”. Redlnému

islu? o , o
w(Tl‘,Tl‘):Inf{HX—X|HXE7T,XEﬂ'}

¥ikdme vzdjemnd vzdilenost 7 a 7’.

?Z definice vzajemné vzdalenosti ihned plyne, Ze w(w,w') = w(w’, w).

Poznamky k definici

@ Pro n =0 nebo n =1 neni definice p¥ili§ zajimava.
0 R® = {0}, proto pro jakdkoli w a 7’ plati w(m,n’) = 0.
@ Prostor R! ma jako afinni podprostory bud body nebo celé R!.
To znamena w(p, p’) = ||p — p’||, nebo w(p,R) = w(R,R) = 0.

@ V obecném R” vime: < [[x —X'|| | x € m, X' € 7T/} je neprazdn3

a zdola omezend mnoZina redlnych &isel. Tudiz jeji infimum
existuje a redlné &islo w(m, ') je korektn& definovano.
Problém: jak spoéitat hodnotu w(m, ') v obecném R"?
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Véta (vypocet vzdj. vzdalenosti dvou afinnich podprostorii)

At m=p+ W an’ =p + W jsou dva afinni podprostory
prostoru R". Potom plati:?

w(m,7) = [rejwyw (p —P)Il = ”PTOJ(WVW/)L(P sl

?Protoze w(w, ') = w(w', 7), je také w(m, 7') = |Irejyyu (P — P -
Hlavni myslenky dikazu (u zkousky budou poZadovany pouze
tyto myslenky)

@ Vzdilenost  a ' by mé&la byt délka kolmé p¥itky prostori
amn.
Tak je tomu v R? p¥i vypottu vzdalenosti dvou rovnobéZek.
Obecny pt¥ipad by mél dopadnout analogicky.

@ Obecng: kolmd p¥itka k 7, 7/ ma smér V = (W v W')*+,
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Hlavni myslenky diikazu (pokrat.)
© Najdeme® body xo v 7 a x}, v 7’ tak, Ze plati rovnost?
X0 — Xg = rejyyw (P — P).
To znamend, Ze xg — xg € V, proto xo + V =x + V je
hledana kolma pFicka m, 7/, prochdzejici body xo a xg,.

“To je mirn& technické (nikoli t&zké): viz dikaz Véty B.3.3 skript.
bPodle definice V plati také xo — xj = proj, (p — p’). Toho v dal¥ich
vypoctech né&kolikrat vyuZijeme.
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Hlavni myslenky diikazu (pokrat.)

@ Pro jakékoli x v 7 a jakékoli X' v @’ plati

X' —x = (x5 —x0)+ (X —xp) + (xo0 — x)
——

ev ewvw’

Proto podle Pythagorovy véty? plati

I = x| = [[xg — xol|* + [|(x = x0) + (x0 — x)|I”
a tedy || — x||2 > |x§ — xol|?, neboli
Ix"=x|| > [[xo—xoll = lIrejwyw: (P =PIl = Irejwyw: (P—P')l]
To znamend, Ze plati® w(m, 7') = |lrej o (p — P')|- |

2Z definice V plati (xj — xo | (X" — x3) + (x0 — x)) = 0.
bPodle definice V plati také w(m, 7w') = ||proj,(p — p’)||.
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Smérova matice a normalova matice afinniho podprostoru
Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
Metrické vypotty v R? a v R®

Obrazek X6 ' =p + W

Hl"eJ'Wva(P' -
= [[projy(p" — p)|| =
= w(w’, )

Wy
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Vzéajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”

Poznamky
Q@ Vzorec w(m, w') = [[rejyyw (P — P')|| plati v R” s libovolnym
skaldrnim soutinem (— | —), ktery vytva¥i normu || — ||.

Dikaz hlavni véty totiz nikde nevyuZiva, Ze skalarni soudin
(— | —) je standardni.

Jediné, co dlikaz vyzaduje, je pojem ortogondlni rejekce a
platnost Pythagorovy véty.?

@ V daldim se omezime na standardni skaldrni soucin
v prostorech R? a R3.

Tam jsou pfislusné vzorce pro vzajemnou vzdalenost dvou
afinnich podprostori pomérné snadno pochopitelné.

?P¥ipomenuti: ortogonalni projekce umime po&itat pro libovolny skalarni
soutin v R", vzorce jsou viak pon&kud barokni. TakZe, pro libovolny skaldrni
soutin v R", umime potitat (baroknim zpisobem) i ortogonalni rejekce.
Pythagorova véta plati pro libovolny skaldrni sou&in v R”.
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Metrické vypotty v R? a v R3

Dalezité upozornéni

Ve zbytku pfednasky odvodime celou ¥adu vzorcl pro vzajemnou
vzdalenost afinnich podprostort v R? a v R3 se standardnimi
skalarnimi soudiny. Tyto vzorce nebudou zkou3eny stylem: Napiste
vzorec pro vzdalenost bodu od p¥imky v R3, atd.

Bude vyZadovano:

@ Znat obecny vzorec w(m, w') = |[rejyuyw (P — P')|| pro
vzdjemnou vzdalenost afinnich podprostori m =p+ W a
7’ = p’ + W' v prostoru R" a znat hlavni my%lenky jeho
odvozeni z p¥edchozich stran.

© Z prednasky o ortogonalnich projekcich a ortogonalnich
rejekcich znat vzorec (v | %)

roj X)=-——"V
p Jspan(v)( ) <V ‘ V.>
pro nenulovy vektor v z R". Viz nésledujici stranu.
@ Tvirdl uplatnéni vyée uvedeného vzorce v R? a v R3.
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Smérova matice a normalova matice afinniho podprostoru
Vzajemna vzdélenost dvou afinnich podprostorii v R”
Metrické vypotty v R“ a v R3

P¥ipomenuti (pfednaska o ortogonalnich projekcich a
ortogonalnich rejekcich)

V R” pro nenulovy vektor v plati

, v ) v x) _ vl v X))
Hpro.]span(v)(x)H _H <V ’ V> VH_ ‘<V | V>‘ HVH - ||VH2 HV“ - ”VH
a tudiz %)

. _ _ . . o V X .
“rerpan(v)(x)’| - ”X prOJspan(v)(X)H =X <V ’ V> v
EARY X
(v |v)
ortogonalni rejekce osou v (v | X> v
Y (v|v)
—_———

ortogonalni projekce na osu v
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Metrické vypotty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od p¥imky v R?

@ Vzdilenost p’ od ™ = p + span(s). V tomto p¥ipadé je?
@ WV W' =span(s).

® (b, ) = licigmia(p ~ ) = (0 - 9) — = 2 o]

Prop’ = (i) amw= (g) —|—span(<g>) je tedy w(p’, 7) rovno
-~ -~

(2)- %((5); '

“Tento vzorec neni pFili§ ,hezky*. Lepsi postup: definujte n = x(s) a
pracujte s p¥imkou 7 ve tvaru n’ (x — p) = 0. Viz dalf p¥iklad.

(3)“_..._%

6 5
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Metrické vypotty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od p¥imky v R? (pokrag.)

@ Vzdalenost p’ od 7 ve tvaru n” (x — p) = 0. V tomto p¥ipad&

je
® V =span(n).
® Nezndme smér s zadané p¥imky, ale plati w(p’, ) =
, / _|{n]p" —p)
||rerpan(s)(p )H - ”pro.]span n)( )H T
_In"("—p)| _In"p’'—nTp|
[[n]] [[n]]
Pro p’ = (i) a pfimku 7 zadanou rovnici® —6x + 3y = —18
N—— N
=nTx =nTp

je tedy w(p’, 7) rovno
|-6-2+3-4418 13 6,5

NIV

?Jde o stejnou p¥imku, jako v minulém p¥ikladu.
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Metrické vypotty v R? a v R3

Vzdélenost dvou p¥imek v R?
Jsou zadany p¥imky m = p + span(s) a ' = p’ + span(s’).

@ span(s) V span(s’) =
= span(s), jsou-li s a s linedrn& zavislé,
tj. jsou-li w a 7’ rovnob&zné
=R2, jsou-li s a s’ linedrn&é nezavislé,
tj. jsou-li w a &’ riiznob&zné

@ Pokud span(s) V span(s’) = span(s), je

w(ﬂ-7 7‘-/) = ||rejspan(s)(p - p,)” = w(p/7 71-)

Vzdélenost bodu od p¥fimky jiZ umime poditat.
© Pokud span(s) V span(s’) = R?, je

w(m, ') = |[rejra(p — P')|| = [|o]| = 0
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Metrické vypotty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od p¥imky v R3
Je dan bod p’ a p¥imka ™ = p + span(s). Potom

w(p/’ 7‘-) = Hrejspan(s)(p - p/)H = H(p - p/) - projspan(s)(p - p/)H

= H(p—p’)—W-SH

co? je formalné stejny vzorec jako v R2.

Je-li p¥imka 7 zadana rovnicové jako N7 (x — p) = o, kde
rank(N) = 2, pak V = im(N). Proto

w(p, ) = |[rejspan(s) (P—P') | = [IProjim (P—P')| = [N(N"N)'NT(p—p')|

Leckdy je lep&i postup je vy¥edit soustavu N7x = N7 p, ziskat tak
7 v parametrickém tvaru a pouzit vySe uvedeny vzorec.
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Metrické vypotty v R? a v R3

Vzdalenost bodu od roviny v R3

Pro vzdalenost bodu p’ od roviny 7 ve tvaru n” (x — p) = 0 plati

. n"(p'—p)| _[n"p' —n
W(p/,ﬂ') = ||prOJspan(n)(p/ - p)H - Hn” - HnH

Tp|

kde jsme vyuZili toho, Ze n je normala roviny 7.

Ziskavame tak formalné stejny vzorec jako pro vzdélenost bodu od
p¥mky v R?.

Je-li rovina 7 zadédna jako p + span(si,s2), je vhodné spotitat?

n = s; X Sp a pouzit predchozi postup pro rovinu 7 ve tvaru

n"(x—p)=0.

S11 S12 €p
“P¥ipomenuti mnemotechniky: n=s1 Xso =| 1 s €
S31 S22 €3
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Metrické vypotty v R? a v R3

Vzdalenost pt¥imky od roviny v R3

At 7’ = p’ + span(s’) je pfimka a ™ = p + span(si1,sy) je rovina.

Plati ) C
R3, pokud §’, s1, sy jsou linedrn&

nezavislé,
tj., pokud 7' a 7 jsou riiznob&zné,
span(sy,s), pokud 7’ a 7 jsou rovnob&zné.

span(s’)Vspan(s1,s;) =
@ Je-li span(s’) V span(sy,s2) = R3, je
w(m', m) = ||rejrs(p’ — p)|| = [|o|| = 0

@ Je-li span(s’) V span(s1,s2) = span(s1,s2), je
w(ﬂ-lv 77) = Hrejspan(sl,SQ)(p/ - p)” = Hprojspan(sl><52)(p/ - p)”

[(s1 xso [ p'—p)| _ |det(s1,s2,p" — p)|

[s1 x 82| Gram(sy, s2)

Ji¥i Velebil: Linedrni algebra 13A-2025: Metrické vypoéty v R” 21/24



Metrické vypotty v R? a v R3

Ptiklad
2 1
Najdeme vzdjemnou vzdalenost 7’ = | =3 | +span(| 9 |) a
-1 14
2 2 -3 1 2 -3
= (3| +span({4],[ 1 |). Protoze | 9 4 1 | =0, jsou
0 6 2 14 6 2
7 a ' rovnob&Zné.
Plati
2 -3 0 2 -3 0
|det[4 1 -6]] |det[4 1 -6
, 6 2 -1 6 2 -1 118
w(m,7') = = =
2 -3 det (56 10 \/ 684
Gram([4],| 1 |) et{i0 14
6 2
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Metrické vypotty v R? a v R3

Vzdalenost ptimky od pFimky v R3

At 7’ = p’ + span(s’) a @ = p + span(s) jsou p¥imky.

Plati , . ey
span(s), pokud s’ a's, jsou linedrné& zavislé

span(s’)Vspan(s) = tj., pokud 7’ a 7 jsou rovnob&zné,
span(s’,s), pokud 7’ a 7 nejsou rovnob&zné.
© Je-li span(s’) V span(s) = span(s), je
w(ﬂ-,? 7T) = Hrejspan(s)(p, - p)” = w(plv 7‘-)
a vzdalenost bodu od p¥imky uz umime pocitat.
@ Je-li span(s’) V span(s) = span(s’,s), je
/ . . / . . ’
w(ﬂ- ’77) - Hrerpan(s’,s)(p - P)H - HprOJspan(s’Xs)(p - p)”

(s xs|p —p)| _ |det(s,s,p’ — p)|

Is” > s Gram(s/, s)
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Metrické vypotty v R? a v R3

Priklad
2 2
Najdeme vzajemnou vzdalenost 7w’ = |3 | +span(|1]) a
1 1
2 3
7= |3]| +span(| 1 |). Pfimky w a 7’ zjevn& nejsou
0 -1
rovnob&Zné.
Plati
2 3 0
|det[1 1 o]
1 -1 1 -1
W(Tl',ﬂ'/): — ‘ | —
2 3 6 6 \/%
Gram(|1],( 1 ]) detlg 11
1 -1
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