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Uvod

Pocitace ndm dovoluji délat vice chyb a rychleji, nez
kterykoli jiny vynalez v historii lidstva — s moznou
vyjimkou stfelnych zbrani a tequily.

Mitch Ratcliffe

Text, ktery zacinate Cist, by mél poslouzit jako skriptum k predmétu Diskrétni matematika pro druhy roc¢nik.
Cilem predmétu je podat solidni zaklady matematiky, potfebné ke studiu computer science.! Samozfejmé, ze
nebylo mozné postihnout vSechny aspekty moderni computer science, bylo nutné se fidit sylabem prednasky.
V této Gtvodni kapitole je tudiz stru¢né popsano, co lze v textu nalézt a co vSechno v ném chybi. Toto je
varianta textu, vzniklého prepracovanim textu pro predmét Diskrétni matematika o logika. Proto privitdm
jakékoli reakce.

Text je zverejnén jako ,klikaci PDF“, tj. jako soubor s hypertextovymi odkazy. Pfesto nejde o ,klikaci knihu“,
takovy text bych psal a fadil Gplné jinak. Hypertextové odkazy jsou vytvofeny jen pro zptijemnéni prohlizeni
elektronické podoby dokumentu.

Podé&kovani. Rad bych podékoval studentkdm a studentim Diskrétni matematiky a logiky zimniho semestru
2006 za pripominky k nékterym castem textu. Za pripadné chyby, které v textu presto zustaly, nesu ovSem
plnou odpovédnost ja sam. K napsani byl pouzit systém IATEX Lesliecho Lamporta, hypertextové odkazy byly
vytvoreny balikem hyperref Sebastiana Rahtze a Heiko Oberdiek, obrazky byly nakresleny pomoci maker Xy-pic
Kristoffera H. Rose a Rosse Moorea.

Pfeji Vam piijemnou cCetbu.

Jiri Velebil
V Praze, v ¢ervnu 2007

Co v textu je

Byla to kniha na zabiti ¢asu pro ty, ktefi ho maji
radéji mrtvy.
Rose MacCaulay

I kdyz je text psany systémem definice, véta, diikaz, je v textu fada prikladu, které teoretické pojmy ilustruji
na praktickych problémech. Na konci kazdé kapitoly potom je fada cviceni. Pokud pfi ¢teni narazite na znacku

4

zvolnéte: tak je oznaceno néco, co si vyzaduje Vasi pozornost. V kazdé kapitole na konci je také seznam mozné
dopliujici ¢etby. V Zadném pripadé nejde o literaturu povinnou. VSechny definice, tvrzeni apod. jsou pribézné
¢islovany a znackou B je oznacen konec dilkazu. Na konci textu je rejstiik.

1Jak poznamenal zndmy odptirce piikazu goto (a vynikajici matematik) Edsger Dijkstra (1930-2002), je computer science natolik
védou o pocitacich, nakolik je astronomie védou o dalekohledech. V textu toho o dalekohledech mnoho nenajdete.
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6 Uvod

V textu jsou casto i historické odbocky a poznamky, které bezprostfedné s probiranou latkou nesouvisi.
Ucelem bylo ukézat, e matematika je jedna velka stavba, kterou stavi lidé z masa a kosti, neni to jen sbirka
poucek z prednasek.

Kapitola 1 je vénovana nejriznéjsim principim indukce. Mozna nezvykly pro Vas mize byt dynamicky
pohled na indukci jako na béh rekursivniho algoritmu. Rekursivni algoritmy se vinou celym textem jako Gervena
nit a vétsinou budete vyzvani dokazat korektnost Vami navrzeného algoritmu. K tomu je ¢asto vhodna prave
indukce. Dalsim tématem kapitoly 1 jsou mnoziny zadané induktivné. Zvladnuti této partie je uziteéné pfi studiu
forméalnich jazykt. Pfiklady induktivné zadanych mnozin potkdme znovu v kapitolach 5 a 6 pfi definici terma.

Kapitoly 2 a 3 jsou avodem do teorie pocitani modulo. Je zde jednak vybudovana zakladni teorie, vedouci
k linearni algebfe nad konecnym télesem a tudiz k teorii linedrnich kddi, jednak jsou zde dokazany hlubsi
vysledky, vedouci k algoritmim pro pocitdani s velkymi c¢isly a k Sifrovacimu protokolu RSA.

Teorie konecnych téles, zapocCata v kapitole 2, je dovrsena v kapitole 4 a je aplikovana na cyklické kody.

Po prvnich ¢étyrech kapitoldach byste méli mit nepfijemny pocit, ze se fada véci v textu opakuje. Je to
proto, Ze vlastné celou dobu studujeme néjakou algebraickou strukturu. V kapitolach 5 a 6 se proto budeme
algebraickym strukturdm vénovat v plné obecnosti. Piesto se celou dobu budeme vénovat ryze praktické otazce
jak specifikovat datovy typ.

V dodatku A zminime klasické téma teorie Cisel: retézové zlomky, a pouzijeme je pro vysvétleni Wienerova
utoku na protokol RSA.

Rada elementarnich vlastnosti prvocisel a testi prvociselnosti je uvedena v dodatku B.

Co v textu neni

Prodam uplny soubor Encyclopedia Britannica,
nadéle nepotfebny, protoze manzel vi vSechno.
inzerat v Lancashire Post

V textu neni jedind zminka o modelech vypoctu (napiiklad o Turingovych strojich nebo A-kalkulu),
o teorii formalnich jazykiu a s nimi spojenych otédzkach algoritmické FeSitelnosti problémt. Standardni
ucebnici téchto témat se stala kniha

w J. E. Hopcroft, R. Motwani a J. D. Ullman, Introduction to Automata and Language Theory, Addison-
Wesley, New York, 2000

Pokud si o algoritmicky nefeSitelnych problémech chcete preist néco napsaného popularni formou, pak dopo-
rucujeme utlou knizku

ww D. Harel, Computers Ltd., What They Really Can’t Do, Oxford University Press, 2000
nebo klasickou, vynikajici a obsadhlou knihu
w D. R. Hofstadter, Gddel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid, Basic Books, New York, 1979

ktera od doby svého vzniku vysla v mnoha novych vydanich.
V textu dale neni zminéna teorie sloZitosti algoritmt. O té se je mozno docist napfiklad v knihach

ww J. L. Balcazar, J. Diaz a J. Gabarrd, Structural Complezity I, II, Springer, Berlin, 1995
Otéazku, zda mohou pocitade myslet (a co by to viibec mélo znamenat), probiraji napiiklad knihy

w R. Penrose, Emperor’s New Mind: Concerning Computers, Minds and The Laws of Physics, Oxford
University Press, 1989

ww R. Penrose, Shadows of the Mind: A Search for the Missing Science of Consciousness, Vintage Books,
1995
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Uvod 7

V téchto dvou knihéach je diiraz kladen na analjzu Churchovy-Turingovy teze’ a Gédelovy véty o net-
plnosti.? Pokud méte rad&ji knihy vice filosofické, pak kniha

= D. C. Dennet, Consciousness Explained, Penguin Books, 1993

je pro Vés tim pravym.
Radu klasickych a zasadnich praci svétovych matematiki, opatienych komentédfem od Stephena Hawkinga,
si muzete vychutnat v knize

w S. Hawking (ed.), God Created the Integers, Penguin Books, 2006

V této knize naleznete (kromé fady dalsich) originalni prace Eukleida, Diophanta, Karla Friedricha Gausse,
Georga Cantora, Kurta Gédela a Alana Mathisona Turinga, o kterych se v nasledujicim textu ¢asto zminujeme.

Chci jen udélat zkousku. Co mam cist?

Vracim tento kus papiru na psani Vam, protoZe jej
nékdo cely popsal bldboly a na horni fadek napsal
Vase jméno.

profesor angli¢tiny, Ohio University

Rada prvni: Zcela ignorujte dodatky A a B. Létka, zafazena do dodatkt, se u zkousky neobjevi.

Rada druha: V kazdé kapitole se zaméfte na zvladnuti a pochopeni nésledujicich pojmu:

Kapitola 1: slaby a silny princip indukce, princip dobrého usporadani, dikaz indukci jako béh rekursiv-
niho algoritmu, variant rekursivniho algoritmu, princip strukturdlni indukce.

Kapitola 2: binarni relace a relace ekvivalence, rozdil mezi délenim a délitelnosti, rozsiteny Eukleidtiv
algoritmus, Bezoutova rovnost, kongruence modulo, pojmy okruhu a télesa.

Kapitola 3: linedrni rovnice v Z,,, linedrni algebra nad Z,,, generujici a kontrolni matice linedrniho
kédu, ¢inskd véta o zbytcich, Eulerova véta, algoritmy pro zpracovani velkych ¢éisel (Ginskd véta a
opakované ¢tverce), tvorba kli¢t protokolu RSA, elementarni atoky na RSA.

Kapitola 4: polynom jako vyraz, rozsifeny Eukleidiv algoritmus pro polynomy, Bezoutova rovnost pro
polynomy, kongruence modulo polynom, zakladni myslenky teorie cyklickych kodi.

Kapitola 5: myslenka algebraické specifikace abstraktniho datového typu, tabulka binarni operace,
grupoidy, pologrupy, monoidy, grupy, homomorfismy.

Kapitola 6: relace usporddani, Hasseho diagramy, supremum a infimum, svazy, distributivni svazy, Bo-
oleovy algebry, vicesortova operace.

Rada tieti: Pokuste se zpracovat cviceni ke kazdé kapitole.

Rada ¢étvrta: Zkouska nebude jen z pocetni techniky. Méli byste na jisté irovni byt schopni popsat i teoretické
dtvody, které zarucuji spravnost Vaseho feSeni. Proto si zvyknéte ke kazdému ptikladu, ktery fesite, pridat i
drobny vysvétlujici komentar.

2Tato teze zhruba tvrdi, #e vSechny modely pojmu algoritmus jsou navzijem ekvivalentni, viz 1.5.4. Pojmenovana je podle
matematikt Alonza Churche (1903-1995) a Alana Mathisona Turinga (1912-1954). Oba pény je pravem mozno povazovat za jedny
z otcii moderni computer science. Alonzo Church vymyslel A-kalkulus, ktery je teoretickym zakladem funkciondlnich programovacich
jazyku, jakym je naptiklad Lisp, MIRANDA nebo HASKELL. Alan Turing v konceptu Turingova stroje popsal abstraktné, co je to
programovatelny podcitac. Obé prace vysly v roce 1936.

3Véta brnénského roddka Kurta Godela (1906-1978), dokézana v roce 1931, patii k nejzajimavéj§im vysledktim v matematice
20. stoleti. Zhruba TFeceno Fikd, ze kazdy slozity systém (slozity=umoziujici aritmetiku pfirozenych ¢isel) obsahuje véty, které jsou
pravdivé, ale nedokazatelné. Zajimavé je, ze pro dukaz své véty Godel vlastné davtipné formalizoval analogii Epimenidova paradozu
popisovaného naptiklad v Bibli (List Titovi, 1, verse 12-13): Jeden z nich, jejich vlastni prorok, vekl: ,, Krétané jsou sami lhdvi, zld
zvuitata, lenivd bricha.“ A je to pravdivé svédectvi. Godeluv diikaz umoznuje sestavit analogické tvrzeni: Jsem nedokazatelnd véta.
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Kapitola 1

Matematicka indukce a rekurentni
rovinice

,Co ti pfipomina ta ryba?
,Dalsi rybu.*
»A co ti pfipominaji dalsi ryby?
,,Jiné ryby.«
Joseph Heller, Hlava XXII

Dokazovani indukci mé v computer science prominentni postaveni. V této kapitole se nejprve sezndmime
s pfesnou formulaci a pouzitim dvou zékladnich indukénich principi — slabého (1.1.2 a 1.1.4) a silného (1.1.12).
Pozdéji k nim piiddme jesté tieti princip: princip dobrého uspoidddni (1.1.15) a ukdZeme, Ze vSechny tyto
principy jsou navzajem ekvivalentni.

V odstavci 1.2 pfedvedeme pouziti principt indukce na problémy designu a korektnosti rekursivnich algo-
ritmd.

S principy indukce a otdzkami slozitosti algoritmu souviseji rekurentni rovnice. Zakladim teorie rekurentnich
rovnic je vénovan odstavec 1.3.

Konecné v odstavci 1.4 vysvétlime, jak principy indukce pouzit k induktivnimu zaddvdni mnozin slov nad
kone¢nou abecedou (tj. k popisu abstraktnich jazykt).

Odstavec 1.5 neni soucasti prednasky: pojednava o aplikaci induktivniho zadavani na teorii rekursivnich
funkci.

1.1 Indukéni principy

Indukéni principy patii k zakladnim dikazovym metodam matematiky. Jsou zaloZeny na nasledujici ,,konstruk-
tivni“ predstavé mnoziny N = {0,1, ...} pfirozenych éisel:

1. 0 je pfirozené cislo.
2. Pokud je n pfirozené ¢islo, je i n + 1 pfirozené cislo.
3. Zadnym jinym zptsobem, nez dvéma vyse uvedenymi, nelze pfirozené ¢islo zkonstruovat.

Vyse uvedenym tfem bodim (neformélné) odpovidaji t¥i éasti ditkazu indukei jistého tvrzeni podle pfirozeného
cisla n:

1. Dokazeme, Ze tvrzeni plati pro n = 0.
2. Dokazeme, ze pokud tvrzeni plati pro libovolné pevné n, potom plati i pro n + 1.
3. S pouzitim principu indukce prohlasime, ze jsme dané tvrzeni dokéazali pro vsechna prirozend cisla n > 0.

Pozdéji uvidime, Ze indukéni principy (pro mnozinu N) jsou ekvivalentn{ jistému tvrzeni o (dobfe zndmém)
uspofddani 0 < 1 < 2 < ... mnoziny N (princip dobrého uspofadani, viz 1.1.15).
Podivejme se nejprve na typicky priklad dikazu indukci:

Ji¥i Velebil: YO1DMA 8 1. Cervence 2007



1.1. Indukéni principy 9

1.1.1 Priklad Dokazte tvrzeni:
n
(*) Pro vSechna pfirozend ¢isla n plati rovnost Zz =
i=0

n(n+1)
2
- n(n+1)

2 . Toto znaceni ndm dovoli

Jako T'(n) nejprve oznacime néasledujici tvrzeni o pfirozeném ¢isle n: E i=
=0

ulohu (*) pfepsat nésledujicim zptsobem:
(**) Pro v8echna pfirozena ¢isla n plati T'(n).
Tvrzeni (**) nyni dokdzeme indukci.
1. Zakladni krok. Nejprve ukdZeme platnost T'(n) pro nejmensi moznou hodnotu n, tj. pro n = 0. Jinymi

0
0(0+1
slovy, mame dokazat, Ze plati rovnost Zz = %

=0

. Ta skutec¢né plati.

2. Indukéni krok. Predpokldidejme, ze T'(n) pro pevné (ale libovolné) prirozené ¢islo n plati. (Tomu Fikdme
indukénd predpoklad.)

n+1
1 1 1
Odvodime, Ze plati i T'(n +1). Abychom ukdzali platnost rovnosti Zz = (n+ )(<T;+ )+ ), napiSeme
i=0
n+1 n
levou stranu nasledovné: Zz = ZZ + (n+1). (Tomu ¥ikdme dekomposice problému.' )
i=0 i=0
. , U ~. _ n(n+1)
Vyse uvedend dekomposice nam totiz dovoli pouzit indukéni predpoklad Zz =—5 a pouzitim
i=0
n+1
1 1 1 1 1 1 1
(snadné) rovnosti @ +(n+1) = (n+ )((T;+ )+ ), dostavame Zz = (n+ )((T;+ )+ )
i=0

A to je rovnost, kterou jsme chtéli dokézat.

Bod 1. ndm ¥ika, Ze plati T'(0). Z bodu 2. odvodime platnost T'(1). Opétovnym pouzitim bodu 2. dostédvame
platnost T'(2)...
Pozor! Zatim nam nic nedovoluje prohlésit, Ze tvrzeni

Pro vsechna pfirozena ¢isla n plati T'(n).

skute¢né plati. MozZznost uéinit tento posledni krok je pfesné tim, co nam princip indukce pfinasi (viz po-
zndmky 1.1.5 a 1.1.20).

Nyni zformulujeme princip indukce presné:

1.1.2 (Slaby princip indukce — varianta 1)
A T je vlastnost prirozenych ¢isel a predpoklddejme, Ze jsou splnény nésledujici dvé podminky:

(WIP1) Cislo 0 m4 vlastnost 7.
(WIP2) Jestlize ¢islo n m4 vlastnost T, pak ma vlastnost T i ¢&islo n + 1.
Pak maji vSechna prirozena ¢isla n vlastnost 7'.
Vy8e uvedeny princip je pfesné tim, co jsme vyuzili v diikazu tvrzeni (*) z pfikladu 1.1.1: pFislusnd vlastnost
n
T (ptirozeného ¢isla n) je platnost rovnosti Zz = w

i=0

1.1.3 Priklad Dokazte nésledujici tvrzeni:

1K &emu dekomposice presné slouzi si povime v poznamce 1.1.9.
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10 Kapitola 1. Matematickd indukce a rekurentni rovnice

(*) Pro v8echna pfirozend ¢isla n > 4 plati nerovnost n! > 2.
Nerovnost n! > 2" ozna¢ime jako V(n). Potom lze (*) pfeformulovat nasledovné:
(**) Pro v8echna pfirozend ¢isla n > 4 plati V(n).
Tvrzeni (**) dokdzeme indukei.

1. Zakladni krok. Ukazeme nejprve, ze V(n) plati pro nejmensi hodnotu n, ktera p¥ichézi v avahu, tj. pro
n = 4. To znamené dokazat nerovnost 4! > 24, a to je trivialni.

2. Indukéni krok. Predpokldddme, ze pro pevné (ale libovolné) n > 4 plati V(n) a ukdzeme, Ze plati i
V(n+1).
Musime tedy ukazat platnost nerovnosti (n + 1)! > 2"+ Dekomponujeme levou stranu nerovnosti takto:
(n+1)! =n!-(n+1). Pouzitim indukéniho pfedpokladu n! > 2" a zfejmé nerovnosti n+1 > 2, dostaneme
po vynésobeni obou nerovnosti nerovnost (n + 1)! > 2"*1. A to jsme pottebovali.

Bod 1. fik4, Ze plati V' (4). Podle bodu 2. vime, ze plati V' (5). Opétovnym pouzitim bodu 2. dostavame platnost
V(6)...

Zatim ndm opét nic nedovoluje prohlésit, ze V' (n) plati pro vSechna piirozend ¢isla n > 4 — tuto praci musi
udélat indukéni princip.

1.1.4 (Slaby princip indukce — varianta 2)
At ng je pevné prirozené ¢islo a at V je vlastnost pfirozenych ¢isel n > ng. At jsou dale splnény néasledujici dvé
podminky:

(WIP1)’ Cislo ng mé vlastnost V.
(WIP2)" Jestlize ¢islo n > ng ma vlastnost V', potom i ¢islo n + 1 méa vlastnost V.

Potom vlastnost V' plati pro vSechna pfirozena c¢isla n, kde n > ng.

@ 1.1.5 Poznamka Mélo by byt nyni zcela ziejmé, Ze indukéni princip ndm dovoluje se vyhnout nekoneéné po-
sloupnosti tvrzeni a nabizi nam ,.zkratku“. Projdéme znovu ptiklad 1.1.1: byli jsme schopni odvodit nekonec¢nou
posloupnost pravdivych tvrzeni

00 +1)
2

1(1+1)
2

2(2+1)
2

3(3+1)

Sestavili jsme (alespori mentdlng) vySe uvedeny nekonecny seznam (kazdy Fadek je oindexovén piirozenym
¢islem), kde kazdy Fadek sdm o sobé je pravdivy. VSimnéme si totiz, ze pro kazdy jednotlivy fddek mame dikaz
pravdivosti. (Tyto dikazy jsou pro kazdy fadek rtzné. Napiste si napiiklad dikazy fadka 5 a 8. Jsou stejné?)
Pouziti indukéniho principu ndm dovoli nekone¢nou posloupnost dikazi ,zabalit“ do jednoho dikazu a
tvrdit tak, ze vSechny fadky jsou pravdivé.
Zajimavé o obtiznosti spravného pochopeni indukce pise Gottfried Wilhelm Leibniz v dopise pruské kralovné
Zofii Charlotte (1702):
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1.1. Indukéni principy 11

...Proto se geometii vzdy domnivali, ze vSechno, co se v geometrii a aritmetice dokazuje pouze
indukci nebo pfiklady, neni nikdy dokonale dokazéno. Tak nés naptiklad zkuSenost uci, ze lichd
Cisla, pric¢itame-li je neustale k sobé, davaji po fadé ¢isla druhych mocnin, tj. ¢isla, jez vychazeji pti
nasobeni néjakého ¢isla jim samym. Tak 1+3 = 4, tj. 2x2; 1+3+5dava 9, tj. 3x3; 1+3+5+7 = 16,
tj. 4x4; 1434+5+74+9 = 25, tj. 5 x 5. A stejnym zpisobem to jde dale. Kdybychom to stotisickrat
vyzkouseli a pokracovali v poc¢tu dosti daleko, mohli bychom rozumné usoudit, ze vypocet musi
vZdy souhlasit. Bezpodminec¢nou jistotu vSak pfece mit nebudeme, dokud nepoznédme dtkaz této
zvlastnosti, ktery matematikové poznali jiz davno.

... Ve skutecnosti jsou experimenty, které se nescCetné Casto a obycCejné zdafi, u nichz se pfesto
v urcitych vyjimecénych ptripadech shleda, ze jsou instance, kdy se experiment nezdaii. Kdybychom
napfiiklad stotisickrat vyzkouseli, ze kus Zeleza, ktery je vhozen do vody, se potopi, nejsme si prece
jisti, Ze tomu mus? tak byt vzdy. Nebot aniz bychom se utikali k zézraku proroka Elidse, ktery nechal
zelezo plavat, vime, Ze Zeleznou nadobu lze vyhloubit tak, ze plave po hladiné, a Ze dokonce dokaze
unést i zna¢éné biemeno, jako lodi z médi a Zelezného plechu.?

Cel4 tato pozndmka muiZe vyznivat trividlng. Pozdéji (pozndmka 1.1.20) ale uvidime, Ze indukéni principy sou-
viseji velmi tésné s nasi predstavou prirozenych cisel.

Zformulovali jsme zatim dvé varianty induk¢niho principu. Nyni ukazeme, Ze jsou logicky ekvivalentni.

1.1.6 Tvrzeni Z druhé varianty slabého principu indukce plyne varianta prvni.

DUKAzZ. Pfedpokladame, ze plati druhéd varianta slabého principu indukce. Déle predpokldadejme, ze je déna
vlastnost T pFirozenych ¢isel, ktera spliiuje podminky (WIP1) a (WIP2) z 1.1.2, tj:

(WIP1) Cislo 0 m4 vlastnost 7T
(WIP2) Jestlize n méa vlastnost T, pak i ¢islo n + 1 mé vlastnost T

Polozme (ve znageni z 1.1.4) ng = 0. Potom kazdé pfirozené ¢&islo n > 0 (tj. kaZdé pfirozené ¢islo n) ma vlastnost
T.
Proto plati prvni varianta slabého principu indukce. Dikaz je hotov. |

1.1.7 Tvrzeni Z prvni varianty slabého principu indukce plyne varianta druha.

DUKAz. Pfedpokladame, Ze plati prvni varianta slabého principu indukce. Zvolme libovolné pfirozené ¢islo ng.
At je ddna vlastnost V pfirozenych ¢isel n > ng, kterd splituje podminky (WIP1)’ a (WIP2)’ z 1.1.4, tj.:

(WIP1)’ Cislo ng mé vlastnost V.
(WIP2)’ Jestlize ma n vlastnost V', potom i ¢islo n + 1 mé vlastnost V.

Chceme ukazat, ze vSechna prirozena ¢isla n > ng maji vlastnost V.
Za tim ucelem definujeme novou vlastnost 7', o které ukdzeme, Ze splituje podminky (WIP1) a (WIP2)
z 1.1.2:

Pfirozené ¢islo n ma vlastnost 7', pravé tehdy, kdyz prirozené ¢islo ng + n ma vlastnost V.
Vyse uvedené T skuteéné podminky (WIP1) a (WIP2) z 1.1.2 spliiuje:
(WIP1) Cislo 0 mé vlastnost T', protoZe ng (= ng + 0) mé vlastnost V podle predpokladu.

(WIP2) Pfedpokladejme, Ze n ma vlastnost T'. Tudiz éislo ng +n mé vlastnost V', a podle podminky (WIP2)’
ma i ¢islo ng + (n + 1) vlastnost V. To ale znamend, ze n + 1 m4 vlastnost V.

Podle prvni varianty slabého principu indukce maji v8echna pfirozend ¢isla vlastnot T'. A proto maji vlastnost
V' vSechna prirozena ¢isla n > ng. To jsme chtéli dokéazat. |

2@G. W. Leibniz, Monadologie a jiné prdice, Svoboda, Praha, 1982, str. 140-141.
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12 Kapitola 1. Matematickéd indukce a rekurentni rovnice

1.1.8 Dusledek Obé varianty slabého principu indukce jsou navzajem ekvivalentni.

Predchozi dusledek by nemél byt Sokujici. Obé varianty slabého principu jsou si podobné jako vejce vejci:
jedna varianta pfechézi na druhou pouhym ,posunutim® pfirozenych ¢&isel o ng (pfectéte si znovu dikazy).
Navic maji obé varianty spoleény rys v tom, jakym zptisobem ,rozsifujeme védomosti“: vime, Ze néco plati pro
prirozené ¢islo n a snazime se to dokézat i pro ¢islo n + 1.

1.1.9 Poznamka Poznamenejme nyni, Ze i kdyz v diikazu pomoci slabého principu indukce zdénlivé postupu-
jeme ,smérem nahoru“, tj. z n na n + 1, mize nam tato predstava zpisobit komplikace. Nez uvedeme ptiklad,
pfipomenme, ze strom je souvisly graf bez kruznic, a Ze v kazdém stromu na alesponi dvou vrcholech existuje
alespon jeden vrchol stupné 1.

Chceme ukazat tvrzeni

Pro vSechna n > 1 plati: kazdy strom na n vrcholech ma n — 1 hran.

Zakladni krok indukce necini zadné potize: existuje pouze jeden strom na jednom vrcholu a to je graf, ktery
nema zadné hrany.

Podle slabého principu indukce nyni méame ukézat, ze libovolny strom 7" na n + 1 vrcholech ma pfesné n
hran. Protoze je n + 1 > 2, existuje v T alespon jeden vrchol stupné 1. Strom T si tedy lze predstavit takto:

T - .@ (1.1)

kde graf 7" ,uvniti“ kruZnice mé pfesné n vrcholil a jde o souvisly graf bez kruZnic, neboli 7" je strom na n
vrcholech.

Tato predstava stromu 7' ndm dava okamzité dekomposici problému a tim i pfedstavu o tom, jak zformulovat
a pouzit indukéni predpoklad:

1. Indukéni prepoklad zni: kazdy strom na presné n vrcholech ma n — 1 hran.

2. K dikazu toho, 7ze nas strom T m4 pfesné n hran nyni vyuzijeme dekomposici z (1.1): podle indukéniho
predpokladu mé strom T’ piesné n — 1 hran a strom 7' mé o jednu hranu vice nez T’, tedy n hran a to
jsme chtéli dokazat.

Vyse uvedené tvrzeni o stromech nyni dokdZeme jesté jednou, a to sSpatné. Nespravnost dikazu spociva ve
Spatném piistupu k indukénimu kroku: mys$lenka je pridat ke stromu 7’ na n vrcholech jeden vrchol a jednu
hranu. Tim samozfejmé dostaneme néjaky strom na n + 1 vrcholech, ktery mé pochopitelné n hran. Dokéazali
jsme indukéni krok? Nikoli! Jesté bychom potiebovali ukazat, ze kaZdy strom T na n + 1 vrcholech vznikl timto
zpusobem. To nas ale vraci opét k dekomposici stromu 7" a tim i ke spravnému diikazu indukéniho kroku.
Dekomposice tedy slouzi k explicitnimu popisu toho jak budeme indukéni pfedpoklad pouzivat (a leckdy je
i ndvodem, jak indukéni predpoklad zformulovat, viz pfiklad 1.1.11). V tomto smyslu si mizeme kazdy dikaz
indukci predstavit dynamicky jako chod rekursivniho algoritmu. Vice o tomto tématu fekneme v odstavci 1.2.

1.1.10 Poznamka Prvni variantu slabého principu indukce nyni piepiSeme do tvaru, ktery je v moderni com-
puter science obvykly. VSimnéte si, ze tento prepis opét ukazuje, ze indukce pracuje jako rekursivni algoritmus,
tj. smérem dold.

Predevsim si uvédomme, Ze kazdou vlastnost T pfirozenych ¢isel muZzeme ztotoznit s mnozinou A téch
pfirozenych ¢isel, které maji vliastnost 7. Obracené, kazdé mnozina A p¥irozenych ¢isel urcuje vlastnost 7' ¢islo
n mé vlastnost 1" pravé tehdy, kdyz n € A.

Pro kazdou podmnozinu A definujeme novou podmnozinu next_time_in(A) takto:

next_time_in(A) = {n | pokud n — 1 existuje, pakn —1€ A}

Vhodny pohled na mnozinu N pfirozenych cisel je jako na jednoduchy automat, jehoz stavy jsou jednotliva
prirozena cisla a ktery v ,,jednom vypocetnim kroku“ je schopen prejit ze stavu n do stavu n — 1 a ve stavu 0
je v deadlock stavu. Mnozina next_time_in(A) je potom ta mnozina stavi, z nichZz se lze v jednom vypocetnim
kroku dostat do mnoziny A, obohacend o stav 0.

Slaby princip indukce potom fiké nasledujici:
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1.1. Indukéni principy 13

Jestlize plati next_time_in(A) C A, potom plati A = N.

Pfifazeni A — next_time_in(A) je ptikladem modality na podmnoZinich pfirozenych ¢isel. Vice se o modalitach
a jejich pouziti v computer science lze doc¢ist napiiklad v textu

ww J. Velebil, Logika programi, http://math.feld.cvut.cz/velebil/

Viz také cvideni 1.6.13.

Vidéli jsme, ze pfi dikazu indukci je podstatné najit spravnou dekomposici problému. V dalsim ptikladu
uvidime, ze dekomposice typu

problém velikosti n + 1 redukuj na problém velikosti n

nen{ vzdy mozn4 (viz také problém egyptskych forem v odstavci 1.2).

1.1.11 Priklad Pfipomenime, Ze pfirozenému &islu p fikdme prvocisio, pokud plati p > 1 a pokud p je délitelné
pouze Cisly 1 a p. Pfirozenym ¢islim = > 1, kterd nejsou prvodisly, fikame sloZend cisla.
Prvociselny rozklad ptirozeného cisla x je zapis

— n2 n
:I:_pl .p2 .'.'.]?’r"!‘7

kde r > 1 je prirozené cislo, p; < ps < ... < p, jsou prvocisla a ni, ng, ..., n, jsou kladné pfirozena cisla.
Dokazeme néasledujici tvrzeni:

(*) Kazdé pfirozené ¢islo x > 2 m4 prvociselny rozklad.
Pokusme se o dikaz (*) slabym principem indukce.
1. Zakladni krok. Pro z = 2 je zfejmé zapis 2 = 2! hledany prvoéiselny rozklad.

2. Indukéni krok. Indukéni predpoklad zni, Ze ¢islo 2 mé prvocéiselny rozklad. Hleddme prvodciselny rozklad
¢isla x 4+ 1. Nastane jeden ze dvou pripadu:

(a) =+ 1 je prvocislo, feknéme p. Potom z + 1 = p' je hledany prvoéiselny rozklad.

(b) « + 1 je slozené ¢islo. Pak existuji dvé pfirozend ¢isla feknéme a a b tak, Ze plati t + 1 = a- b a
l<a<z+1lal<b<z+ 1. Kdyby nas indukéni predpoklad zarucoval prvociselné rozklady ¢isel
a a b, nalezli bychom jisté i prvociselny rozklad ¢isla x + 1. Nas indukéni pfedpoklad vSak zarucuje
prvociselny rozklad pouze pro ¢islo z a tento rozklad nam v feSeni problému nepomuze.

Némi zformulovany indukéni pfedpoklad ndm nedovolil tvrzeni (*) dokézat. Dekomposice problému vSak na-
znacila, ze mame zkusit zformulovat indukéni predpoklad silnéji: prvociselny rozklad mé existovat pro vsechna
prirozend ¢isla k, pro kterd plati 2 < k < « + 1. Dukaz (*) silngm principem indukce vypada takto:

1. Zakladni krok. Pro z = 2 je ziejmé zapis 2 = 2! hledany prvoéiselny rozklad.

2. Indukéni krok. Predpokladame, Ze prvociselny rozklad existuje pro vSechna pfirozend ¢isla k, pro ktera
plati 2 < k < x 4 1. Nastane jeden ze dvou piipadi:
(a) x + 1 je prvodislo, feknéme p. Potom x + 1 = p! je hledany prvociselny rozklad.
(b) x + 1 je slozené ¢islo. Pak existuji dvé pfirozend cisla feknéme a a b tak, Zze plati x + 1 = a - b a
l<a<z+lal<b<z+1.
Podle indukéniho predpokladu existuje prvociselny rozklad

a=pit-py’-..oprn,
a prvociselny rozklad
b=gq" gy ... g,

Vynésobte tyto dva prvoéiselné rozklady. Po pifipadném piesunuti jednotlivych faktori dostavame
prvociselny rozklad ¢isla x +1=a - b.

Ji¥i Velebil: YO1DMA 1. Cervence 2007


http://math.feld.cvut.cz/velebil/
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Jako vzdy, zévér, Ze kaZdé pFirozené ¢islo > 2 mé prvodiselny rozklad, ndm umozni az (silny) princip indukce.
Silny princip indukce nyni zformulujeme presné:
1.1.12 (Silny princip indukce)

Af ng je prirozené &islo a at W je vlastnost prirozenych ¢isel n > ng. Déle predpokladejme, Ze jsou splnény
nasledujici dvé podminky:

(SIP1) Cislo ng méa vlastnost W.
(SIP2) Jestlize vSechna pfirozena ¢isla k, ng < k < n + 1, maji vlastnost W, pak n + 1 mé vlastnost W.
Potom vSechna pfirozend ¢isla n > ng maji vlastnost W.

Znovu zduraznéme zakladni rozdil mezi silngym a slabym principem indukce: v silném principu neni ,,skok*
z n na n + 1. Chceme-li silnym principem indukce ukazat platnost vlastnosti W pro ¢islo n + 1, vyzadujeme
platnost vlastnosti W pro vsechna pfirozena cisla k, pro kterd je ng < k <n+ 1.

1.1.13 Tvrzeni Ze silného principu indukce plyne slaby.

DUKAz. Predpokladejme, Ze plati silny princip indukce. Zvolme libovolné pfirozené éislo ng a vlastnost V
pfirozenych ¢éisel n > ng. Déle pfedpokladejme, Ze V spliiuje podminky (WIP1) a (WIP2) z 1.1.4, tj.:

(WIP1)’ Cislo ng méa vlastnost V.
(WIP2)" Jestlize n > ng méa vlastnost V, potom i n + 1 m4 vlastnost V.

Chceme ukazat, Ze vSechna n > ng maji vlastnost V. Sta¢i ukézat, ze V spliiuje podminky (SIP1) a (SIP2)
z 1.1.12.

(SIP1) V evidentné spliiuje (SIP1), protoze no mé podle predpokladii vlastnost V.

(SIP2) Predpokladejme, Ze vSechna k, kde ng < k < n+ 1, maji vlastnost V. Potom pro k = n vime, Ze n ma
vlastnost V. Protoze o V pfedpoklddame (WIP2)’, plyne, ze n + 1 m4 vlastnost V.

Podle silného principu indukce maji vSechna pfirozena ¢isla n > ng vlastnost V. Dukaz je ukoncen. |

Platnost vyse uvedeného tvrzeni jsme ocekavali: fika, ze silny princip indukce je silnéjsi nez slaby princip
indukce. Pfekvapivé proto maze byt nasledujici tvrzeni:

1.1.14 Tvrzeni Ze slabého principu indukce plyne silny princip indukce.

DUKAzZ. Pfedpokladejme, Ze plati slaby princip indukce. Zvolme libovolné pfirozené ¢islo ng a vlastnost W
prirozenych ¢&isel n > ng. Déle predpoklddejme, ze W spliiuje podminky (SIP1) a (SIP2) z 1.1.12, tj.:

(SIP1) Cislo ng méa vlastnost W.

(SIP2) Jestlize vSechna k, kde ng < k < n + 1, maji vlastnost W, pak n + 1 mé vlastnost W.

Chceme ukazat, ze vSechna n > ng maji vlastnost W.
Stac¢i ukézat, ze vlastnost W spliiuje podminky (WIP1)" a (WIP2)’ z 1.1.4.

(WIP1)” W samoziejmé spliiuje (WIP1)’| protoze ng mé vlastnost W.

(WIP2)’ Piedpokladejme, ze existuje n > ng tak, ze n ma vlastnost W, ale éislo n + 1 vlastnost W nema.
Mezi €isly no, ng + 1, ..., n musi byt alesponi jedno (oznac¢me jej k) tak, ze k nemd vlastnost W.
Vskutku, kdyby tomu bylo naopak, pak by ¢islo n + 1 muselo, podle podminky (SIP2), mit vlastnost
w.
Vyberme nejmensi takové k a oznaCme jej ko (takové ky muZeme samoziejmé najit — mnozina
{no,no +1,...,n} je konetna a neprazdnd).
Nyni vime, Ze vSechna p¥irozend ¢isla [, kde ng <1 < ko, maji vlastnost W. Podle (SIP2) musi i ¢islo
ko mit vlastnost W. To je ovSem ve sporu s nasi volbou k.

Ukézali jsme, ze W spliiuje podminku (WIP2)’.
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Podle slabého principu indukce maji vSechna pfirozena ¢isla n > ng vlastnost W. |

Povsimnéte si, Zze v pfedchozim ditkazu jsme pouzili (trividlniho) faktu, ze kazda kone¢na neprazdnd mnozina
pfirozenych ¢isel mé nejmensi prvek. Maji vsSechny neprazdné podmnoziny N nejmensi prvek? Ukazuje se, ze
kladnd odpovéd je variantou indukéniho principu! (Srovnejte s axiomem vybéru v poznamce 6.3.7.)

1.1.15 (Princip dobrého uspoiadani)
Kazda neprazdnd podmnozina mnoziny pfirozenych c¢isel mé nejmensi prvek.

Princip dobrého usporadani lze zformulovat i jinak: tato formulace méa velky vyznam v computer science
(viz pojem wariantu v odstavci 1.2).

1.1.16 Tvrzeni Princip dobrého usporadani je ekvivalentni tvrzeni: v mnoziné N neexistuje nekoneéna klesajici
posloupnost zg > x1 > x5 > .. ..

DUKkAz. Predpokladejme, Ze takova nekoneénd klesajici posloupnost existuje a oznaéme M = {xg,x1,x9,...}.
Potom M je nepréazdnd mnozina pfirozenych cisel a podle principu dobrého usporadani ma nejmensi prvek,
feknéme z;. To ale neni mozné, protoze plati nerovnost z; > 1. TakZe nekonecna klesajici posloupnost
prirozenych ¢isel nemize existovat.

Obracené: chceme ukazat, ze princip dobrého usporadani plyne z neexistence nekonec¢nych klesajicich po-
sloupnosti. Zvolme jakoukoli neprazdnou mnozinu M pfirozenych ¢isel. Pokud je M kone¢na mnozina, ma M
jisté nejmensi prvek. At je tedy mnozina M nekonecénéd. Kdyby M neméla nejmensi prvek, dovedeme sestrojit
nekonecnou klesajici posloupnost zg > 1 > x2 > ... prvkid M. To ale neni mozné, proto ma M nejmensi prvek.

|

1.1.17 Tvrzeni Ze silného principu indukce plyne princip dobrého usporadani.

DUKkAzZ. Pfedpoklddejme, Ze mdme mnozinu X s nasledujici vlastnosti: X je podmnozina N, kterd nem4 nejmensi
prvek. Chceme ukézat, ze X = ()
Definujeme ¥ = N\ X a silnym principem indukce ukazeme, ze ¥ = N. Tim bude dikaz hotov.

e 0 €Y.V opatném piipadé je totiz 0 € X a X by méla nejmensi prvek (totiz 0).

e Predpokladejme, ze k € Y pro vSechna k, kde 0 < k < n + 1. Kdyby platilo n+ 1 € Y, tak by ¢islo n + 1
bylo nejmensim prvkem X. Proto musi platit n+1 €Y.

Podle silného principu indukce plati ¥ = N. |

1.1.18 Tvrzeni Z principu dobrého uspoiddani plyne silny princip indukce.

DUKAZ. Predpokladejme, Ze X je podmnozina N, spliiujici nasledujici dvé podminky:
1. 0 je prvkem X.
2. Jestlize pro kazdé k, kde 0 < k <n+ 1, plati £ € X, pak platin+1 € X.

Chceme dokézat, ze plati rovnost X = N. Postupujeme sporem: at X # N. Potom je mnozina ¥ = N\ X

neprazdna a podle principu dobrého uspofadanani ma nejmensi prvek, reknéme ¢islo y. Protoze 0 € X, musi

platit y > 0. Navic, vSechna pfirozena ¢isla mensi nez y musi byt prvky X. Podle bodu 2. plati, ze y € X — to

je spor. |
Uplny obrazek principti indukce na N tedy je:

1.1.19 Dusledek Nisledujici principy jsou ekvivalentni:

1. Slaby princip indukce.
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16 Kapitola 1. Matematickd indukce a rekurentni rovnice

2. Silny princip indukce.

3. Princip dobrého usporadani.

@ 1.1.20 Poznamka Nyni mizeme podrobnéji vysvétlit pozndmku 1.1.5: pfedchozi disledek ndm Fiké, Ze pokud
chceme pfijmout jeden z indukénich principd, musime pfijmout vSechny a musime prijmout fakt, ze pracujeme
s dobfe uspofddanymi pfirozenymi ¢isly (kazda neprazdnd podmnoZina mé nejmensi prvek).

Obrécené, pokud jsme pfijali dobré usporadani mnoziny N, musime pfijmout principy indukce jako dikazo-
vou techniku!

Je samoziejmé myslitelné pracovat v nestandardnim modelu pfirozenych cisel. Predstavte si situaci, kdy
chceme axiomatizovat nekoneéné velikd pfirozend ¢isla. (Standardni model zddné nekonecéné velikd pfirozena
¢isla neobsahugje.) To znamend, Ze k jiz existujicim pfirozenym ¢isliim chceme pfidat ,nové pfirozend ¢isla“ a
kazdé nové ¢islo K by mélo mit tuto vlastnost:

K > n pro vSechna ,stard" pfirozena c¢isla n.

To neni silend myslenka, ve skutec¢nosti pravé mluvime o zakladech nestandardni analyzy — té ¢asti matematiky,
ktera studuje infinitesimalni kalkulus v piivodnich intencich Isaaca Newtona a Gottfrieda Wilhelma Leibnize.*

V takovém nestandardnim svété pfirozenych ¢isel musi byt ¢lovek na indukéni principy velmi opatrny.
Ozna¢me ,rozsifenou” mnozinu nestandardnich ptirozenych ¢isel jako *N. I kdyz jsme nepodali exaktni de-
finici mnoziny *N, mélo by byt intuitivné zfejmé, Ze mnozina *N\ N je neprdzdné a pfesto nem4 nejmensi prvek.
Je neprazdna, protoze jsme postulovali existenci alespoii jednoho K € *N\N. Kdyby *N\N méla nejmensi prvek,
feknéme K, pak by pro vSechna n € N musela platit nerovnost K — 1 > n a tudiz by platilo K — 1 € *N\ N,
COZ je Spor.

Vice se lze do¢ist naptiklad v knize

= M. Davis, Applied Nonstandard Analysis, John Wiley, New York, 1977

Viz také poznamku 6.3.7.

1.2 Principy indukce a rekursivni algoritmy

V tomto (kratkém) odstavci pfipomeneme jiny pohled na principy indukce. Piijde ndm o vybudovani analogie
mezi indukci a chovanim (terminaci a korektnosti) rekursivnich algoritmi.* Kazdému rekursivnimu algoritmu,
ktery svoji praci ukondi, lze ptifadit parametr, ktery ukonéeni algoritmu (terminaci) zaru¢i. Tomuto parametru
fikdme wvariant. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze tento parametr je néjaké prirozené cislo n. Kdykoli to
nepovede k nedorozuméni, budeme cislu n také tikat rozmer feseného problému.

Typické rysy, které terminujici rekursivni algoritmus ma, jsou:

1. Existuje nejmens? rozmér problému, pro ktery algoritmus nepracuje rekursivngé. (Ve skutecnosti mize byt
téchto ,nejmensich® rozméra nékolik, ale zatim situaci nekomplikujme.)

2. Problémy vétsich rozmért jsou nejprve dekomponovdny na problémy mensich rozmért a poté je vykonana
rekurse.

3V matematice jsou Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) a sir Isaac Newton (1643-1727) znami predev$im svymi pracemi
z diferencialniho a integralniho poc¢tu. Newton napsal v fijnu 1666 traktach o fluzich, tj. o kvantitach, které ,,plynou® v ¢ase. Znaceni
z’ pro derivaci (u Newtona podle ¢asu) pochazi z tohoto ¢lanku. Leibniz premyslel o derivacich a integralech jinak: v jeho pracech
se objevuji znacky dy a dx pro prirtstky hodnot. 21. listopadu 1675 pouzil Leibniz ve svém ¢lanku poprvé notaci f (protahlé S, jako
suma) pro integral. Oba muzi se na sklonku svych kariér dostali kvili témef totoznym vysledkiim do hotkych sportt o prvenstvi.
Oba se v8ak zapsali do historie nesmazatelné: Newton svym dilem Philosophiae naturalis principia mathematica (1687), kde je
modernim matematickym zptsobem vyloZzena mechanika téles (ostatné na jeho ndhrobku ve Westminster Abbey stoji Who, by vigor
of mind almost divine, the motions and figures of the planets, the paths of comets, and the tides of the seas first demonstrated.),
Leibniz sestrojil prvni mechanicky kalkulator (ktery umél nésobit a délit) a vyvinul moderni formu bindrniho zapisu.

4Slovo algoritmus pouzivime na poclest perského matematika jménem Abu Ja’far Mohammed ibn Misa al-Khowdrizm, ktery
priblizné v roce 825 sepsal dilo Kitab al-jabr wa’l-muquabala. V této knize o aritmetice al-Khowéarizm vysvétluje vyhody pozi¢niho
decimalniho zapisu (pfevzatého z indickych praci — viz stranu 70), zavadi konvenci shlukovani cifer do trojic a popisuje algoritmus
pro nasobeni éisel, viz cvieni 1.6.15. Stoji za zminku, Ze arabské al-jabr z nazvu této knihy obohatilo nas jazyk o jiné dulezité
slovo — algebra. Cesky slovo al-jabr znamend spojeni zlomengjch ¢dsti — v tomto smyslu se dodnes ve $panélstiné pouziva vyraz
algebrista pro osobu lé¢ici zlomeniny: viz napiiklad kapitolu XV dona Quijota od Miguela de Cervantese (1547-1616).
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1.2. Principy indukce a rekursivni algoritmy 17

Co to m4 spoleéného s principy indukce? Predstavme si nésledujici algoritmus (zapsany v pseudokdédu):

procedure FAC(n: natural): natural;

begin

if n = 0 then FAC := 1; stop
else FAC := n*FAC(n-1)

end

Urcité jste rozpoznali rekursivni vypocet faktoridlu.

Variantem je ¢islo n (to je ¢istd shoda ndhod, pozdéji uvidime, Ze variant nemd s hodnotou vstupnich dat
nic spoleéného). Algoritmus pracuje nerekursivné pro n=0 a pro vétsi hodnoty nejprve ,dekomponuje* (feseni
problému n je redukovéno na feSeni problému velikosti n-1).

Pouziti variantu a principu indukce ¢asto dovoli dokéazat totdlni korektnost algoritmu. Totalni korektnosti
rozumime splnéni dvou podminek:

1. Terminace: algoritmus skon¢i sviij béh pro libovolna vstupni data.

2. Parcialni korektnost: jestlize algoritmus skon¢i, potom skonéi korektné. (Spo¢itéd to, co mé spocitat.)
Totalni korektnost vyse uvedeného algoritmu pro vypocet faktoridlu dokdZeme nasledovné:

1. Terminaci zajisti hodnoty variantu v N, viz tvrzeni 1.1.16.

2. Parcidlni korektnost dokazeme takto: staci indukci ukazat rovnost FAC(n) = n! pro vSechna n > 0.

(a) Zakladni krok. Zifejmé plati FAC(0) =1 = 0!

(b) Indukéni krok. Prepokladejme, Ze plati FAC(n) = n!. Nejprve vyuzijeme dekomposici FAC(n+1) =
(n+1)*FAC(n) danou algoritmem. Pouzitim indukéniho predpokladu dostavame rovnost FAC(n+1) =
(n+ 1)L

Rovnost FAC(n) = n! pro vSechna n dostavame pouzitim slabého principu indukce.
Jiny pfistup k dokazovani parcialni korektnosti rekursivniho algoritmu, zalozeny na pojmu invariant, zminime
v kapitole 2, viz také priklad 2.1.18.
1.2.1 Poznamka Otézka terminace rekursivniho algoritmu miize byt velmi slozitd i pro zdanlivé nevinny

algoritmus. O nésledujicim algoritmu (opét zapsaném v pseudokdédu)

while x > 1 do
if even(x) then x:=x/2 else x:=3*x+1 endif

se nevi, zda pro kazdou prirozenou hodnotu x svou praci skon¢i ¢i ne. Tomuto problému se fika Collatzuv
problém. Bylo dokazano, ze vySe uvedeny algoritmus se zastavi pro vSechny pocatec¢ni hodnoty identifikatoru x
mensi nebo rovny ¢éislu 3 - 253 (stav z roku 1999). Vyzkousejte si b&h tohoto algoritmu pro nékteré hodnoty x.
Viz také naptiklad

= http://mathworld.wolfram.com/CollatzProblem.html

Pokracujme komplikovanéjsim prikladem, ve kterém navrhneme rekursivni algoritmus a pouzijeme princip
indukce k dikazu jeho korektnosti. Za¢neme definici:

1.2.2 Definice Zlomek P je napsan v egyptské formé, pokud existuje seznam navzajem ruznych prirozenych

¢isel ny, no, ..., ni takovych, Ze plati rovnost
1 1 1
ey 4=
q N1 N2 N
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8 1 1 1 1
Naprtiklad zlomek — ma egyptskou formu 3 + 3 Pozor: zapis 3 + 3 neni egyptskou formou zlomku —,

protoze v definici 1.2.2 musi byt jmenovatelé navzajem razna prirozend cisla.
Hodlame nyni vyftesit nasledujici problém:

Dokazte, ze kazdy zlomek b mezi 0 a 1, kde p a q jsou pfirozens ¢isla, Ize napsat v egyptské formé.”
q

Problém vyfesime névrhem (terminujiciho a korektniho) rekursivniho algoritmu, ktery pro vstupni data b vrati

egyptskou formu.
Protoze zatim nemame nejmensi predstavu, jak by algoritmus mél fungovat, vyzkousime si nejprve jak najit

egyptskou formu zlomku To hrubou silou:

1 1 7

1. Nejprve najdeme nejvétsi ¢islo tvaru —, pro které je — < ITh Snadno zjistime, Ze n je rovno 3.
n n

oy 2
2. Spocitame 19357 a postupujeme rekursivné podle bodu 1. Jako n nyni musime zvolit 29. Protoze
1 1
lati — — — = ———, zastavujeme rekursi a hledand egyptska forma je
P ST T 29 T 1653 ! 8P )
7 1 1

19 §+@+1653

Meéli jsme $tésti a jednu instanci problému jsme vyftesili. Neni ovSem jasné, zda se rekurse zastavi pro obecna
vstupni data. Musime nejprve zodpovédét tuto otdzku: co je ,velikosti“ problému, ktery mame fesit? (Neboli:
co je variant?)

1 1 1
Pro kterdkoli h
ro kterakoli ze vstupnich dat — 51’ 234 nebo 664

velikost téchto problému by méla byt totozna. Za variant zvolime citatel p zlomku b a Cislo 1 je jeho nejmensi

algoritmus zjevné nepracuje rekursivné. To naznacuje, ze

hodnota. (To ilustruje fakt, ze variant obecné s velikosti vstupnich dat nesouvisi.) Ve vySe uvedeném piikladu
1
ziskdme dekomposici ode¢tenim zlomku 3 a vskutku: variant se zmensil z hodnoty 7 (,,ptivodni velikost*)

na hodnotu 2 (,velikost po dekomposici“). Pokud se ndm povede dokazat, Ze se Citatel po kazdém odecéteni
zmensi, dokaZzeme pfinejmensim terminaci naseho algoritmu. Pouzitim (evidentné) silného principu indukce pak
dokéazeme korektnost algoritmu.

Predpokladejme tedy, ze je dan zlomek b mezi 0 a 1. Nejprve ukdzeme, ze existuje kladné prirozené ¢islo n;
q
tak, ze plati

nl_q 77,17].-

<P

Mozna prekvaplve to 1ze dokazat principem indukce (pfesnéji: prlnc1pern dobrého uspofadéni). Mnozina A =

{n>1 | - < } je totiz neprazdna, protoze posloupnost { } konverguje k 0. Zde vyuzivame nerovnosti
n) =1

b >0a deﬁn1c1 limity. Podle principu dobrého uspofadani ma mnozina A nejmensi prvek, feknéme n;. Protoze
q

1
n1 patii do A, plati nerovnost — < b Dale plati nerovnost L <

, protoze ni je nejmensim prvkem
ny T q g mni—1

mnoziny A (vSimnéte si, Ze n; nemiZe byt rovno 1, protoze plati P 1).

Algoritmus zastavime v pfipadé, Ze plati rovnost — = ‘9. V opa¢ném pripadé spocitame rozdil
ni q

p 1 _mi-p—q

q ny q-n

5Misto ,zlomek® bychom mohli ¥ici ,racionalni &islo“. P¥ipomefnime, #e racionalni &isla jsou ty zlomky E, kde p a g jsou
q

nesoudélné. Nase formulace vSak vede k feseni, kdy neni tfeba vySetfovat fadu specidlnich pripadu.
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1.3. Linearni rekurentni rovnice 19

n . J—
Predevsim je zfejmé, Ze zlomek mp—9 ma opét hodnotu mezi 0 a 1 a obé hodnoty n; - p —q a ¢ - n1 jsou
q-mn
kladné. Potfebujeme dokazat nerovnost n; - p — g < p, coz plyne z nerovnosti p <

g mni—1
Na&s algoritmus tedy nemuze bézet vécné. Pocita ale skutecné egyptskou formu? Pro dikaz zkusime pouzit
silny princip indukce. Postupujeme indukci podle p > 1.

1. Zakladni krok. Pro p = 1 mame egyptskou formu.

k
2. Indukéni krok. Predpokladejme, Ze pro kazdy piipustny zlomek —, kde 1 < k < p+1 (¢’ libovolné),
q

k 1
pocCita nas algoritmus egyptskou formu zlomku —. Hledame egyptskou formu zlomku P+ .
q q

Stejné jako vyse, nalezneme ¢islo n;. Musime rozlisit dva pfipady:

+1 1 f s . ” .
bro_ 2 V tomto pripadé algoritmus kon¢i a my mame egypstkou formu.

q n1

+1 1 w1 (1 . .. p+1 1 . . .
pr> > —. V tomto pripadé provadi algoritmus dekomposici L — — = —. Vime, Ze plati

q ni q n1 q
k < p+1 a proto mame egyptskou formu

1 1 1
— .
my ma2 my
k . ) y L . i L .
zlomku —. Zbyva dokézat, zZe se ¢islo n; nemlze rovnat zddnému z cisel my, ..., m,. To okamzité
q
 k +1 1 1 , . . ) i 1 2
plyne z nerovnosti — = pr>_ 2 < —, ktera je ekvivalentni nerovnosti b < —.Prony =2
q ni ni q ni
je posledni nerovnost trividlni a pro n; > 2 plati nerovnost < —. Hledana nerovnost plyne
ny — ni
P 1
7 nerovnosti .
q ny —1

Algoritmus pro hledéni egyptské formy je korektni.

Metoda predchoziho prikladu je typickd. Vyzkousejte si ji na svém oblibeném rekursivnim algoritmu. K re-
kursivnim algoritmiim se je$té vratime pfi tivahéch o délitelnosti (nap¥. poznamka 2.1.17 a odstavec 4.2). Viz
také priklad 1.3.12 a cviceni 1.6.20.

1.3 Linearni rekurentni rovnice

P#i zkouméni slozitosti rekursivnich algoritmti se ¢asto objevuji rekurentni rovnice. Uvedme nejprve typicky
ptiklad rekurentni rovnice.

1.3.1 P¥iklad Ozna¢me pro n > 1 jako S(n) pocet fetézci délky n utvorenych ze znaki 0 a 1, které neobsahuji
00 jako podfetézec. Hleddme vzorec pro &islo S(n), kde n > 1.
Explicitni vzorec pro ¢éislo S(n) zatim neméme, lze si v8ak vSimnout nasledujicich vztaht:

1. Je-lin =1, je S(n) = 2. Oba mozné Fetézce délky 1 — totiz Fetézce 0 a 1 — neobsahuji 00 jako podfetézec.

2. Je-lin =2, je S(n) = 3. Ze ¢tyf moznych fetézch délky 2 pouze t¥i neobsahuji 00 jako podietézec. Jde
o fetézce 11, 01 a 10.

3. Je-li n > 2, pak kazdy Fetézec délky n, ktery neobsahuje 00 jako podietézec, ma bud 1 nebo 01 jako prefix.
Proto plati S(n) = S(n —1) + S(n — 2).

Tato analyza problému ndm dévé takzvany rekurentni vztah pro vypocet ¢isla S(n):

S1) = 2,
S2) = 3, (1.2)
Sn+2) = Sn+1)+Sn), pron>1
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20 Kapitola 1. Matematickd indukce a rekurentni rovnice

Neni na prvni pohled zfejmé, jak explicitni vzorec pro S(n) vypada.
Matematickou indukci se lze presvédcit, ze plati

:5+3\/g.<1+\/5>n+53\/5'<1\/g>n pron > 1.

5(n) 2 2 2 2

Predchozi ptriklad ukazuje, ze explicitni feSeni na pohled velmi jednoduché rekurentni rovnice mtze byt velmi
slozité. V tomto odstavci poddme navod k feseni velké tfidy rekurentnich rovnic. Teorie feseni rekurentnich
rovnic je velmi podobna teorii FeSeni obycejnych diferencialnich rovnic. Protoze vybudovani potfebného aparatu
vS8ak presahuje ramec téchto poznamek, budeme vSechna tvrzeni uvadét bez dikazu. Zajemce odkazujeme na
seznam literatury, uvedeny na konci kapitoly.

1.3.2 Definice Linedrni rekurentni rovnice k-tého tddu s konstantnimi koeficienty je zapis:

Xn+k)+ca-X(n+k—1)4+co- X(n+k—=2)+...4c-X(n) =F(n), n>ng (1.3)
kde k > 1 je pevné pfirozené ¢islo, ¢, ca,.. ., ¢i jsou redlna Cisla a ¢ # 0.
Zapis
Xn+k)+e-X(n+k—1)4+co-X(n+k—2)+...4+¢,-X(n)=0, n>ng (1.4)

nazveme homogenni rovnice prisluSejici k rovnici (1.3).
Charakteristickd rovnice pro (1.4) je rovnice

Moo N e A2 4 =0 (1.5)

1.3.3 Priklad Pfipomerime rekurentni rovnici z piikladu 1.3.1:

S1) = 2
S@2) = 3,
Sn+2) = Sn+1)+Sn), pron>1

Je zfejmé, ze posledni rovnici lze prepsat do nasledujici ekvivalentni podoby:
Sn+2)—Sn+1)—Sn)=0, pron>1 (1.6)

Jde tedy o homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Jeji charakteristickd rovnice
ma tvar:

M -A-1=0 (1.7)

1.3.4 Definice Resenim rovnice (1.3) (resp. rovnice (1.4)) je jakdkoli posloupnost a,,, Gng+1, Gngt2;- - -, (T€él-
nych nebo komplexnich) ¢isel, kterd po dosazeni X (n) := a,, (n > ng) spliiuje rovnost (1.3) (resp. rovnici (1.4)).

Hledéani obecného reseni linearni rekurentni rovnice bude probihat podobné jako hledani linearni diferencidlni
rovnice ve tfech fazich:

1. Nalezneme nejprve obecné feSeni prislusné homogenni rovnice. Toto feSeni bude linedrni kombinaci ,,z4-
kladnich® posloupnosti, které homogenni rovnici fesi. Systému téchto zakladnich posloupnosti budeme
fikat fundamentdlni systém teseni homogenni rovnice. Pro nalezeni fundamentalniho systému bude zapo-
tfebi nalézt vSechny kotfeny charakteristické rovnice.

2. Nalezneme néjaké (zcela libovolné) feseni nehomogenni rovnice. Tomuto feSeni budeme fikat partikuldrnd
resent. Nalézt partikularni feSeni maze byt pomérné tézké. Pokud je vSak prava strana rekurentni rovnice
(tj. posloupnost F(n)) dostateéné jednoduchd, lze tvar partikuldrniho FeSeni odhadnout. Pfesny tvar
partikularniho feseni 1ze potom snadno dopoditat.

3. Celkové (obecné) Feseni nehomogenni rovnice je souc¢tem partikuldrniho FeSeni a obecného feseni homo-
genni rovnice.
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@ 1.3.5 Hledani fundamentalniho systému Predpokladejme, Ze jsme vyfesili charakteristickou rovnici
MNoper N b A2 e =0

koren ‘)\1‘)\2‘... ‘)\T
nasobnost ‘ k1 ‘ ko ‘ . ‘ k,

Kazdy koren rovnice prispéje do fundamentalniho systému presné tolika posloupnostmi, kolik ¢ini jeho
nasobnost. Protoze soucet nasobnosti kofenti je roven stupni charakteristické rovnice (plati k1 +ko+. .. +k,. = k),
bude fundamentélni systém obsahovat presné tolik posloupnosti, kolik je fad rovnice.

Kofen A\; ma nasobnost k1 a pfislusné posloupnosti jsou

a obdrzeli jsme tak vSechny jeji kofeny (psané i s ndsobnostmi):

AT, pron > ng
n- AT, pron > ng

n? -\, pron > ng

pki—1. AT, pron >ng
Analogicky prispivaji ostatni kofeny Ao, ..., A,

Uvedeme nyni nékolik piikladt hledani fundamentalnich systému a tim i hledani obecného feseni homogen-
nich rovnic. V prikladech také ukizeme, co délat, jestlize nékteré kotfeny charakteristické rovnice jsou komplexni.

1.3.6 Priklady

1. Rovnice S(n +2) — S(n + 1) — S(n) = 0, n > 1, mé charakteristickou rovnici A2 — A — 1 = 0. Posledn{
rovnice ma dva jednoduché kofeny:

1++5
2

1-+5
2

A=

Ay =

KaZdy z kotfeni dod4 jednu posloupnost do fundamentalniho sytému:

2
1-v5\"
)\2 = ( f) ,77/21

2

Obecné feseni S(n+2) —S(n+1)—S(n) =0, n > 1, je linedrni kombinaci fundamentéalniho systému. Jde

tedy o posloupnost
1 1-—
a~< +2\/5> +b.< 2\/5> a1

kde a a b jsou realné nebo komplexni konstanty (zélezi na tom, zda rekurentni rovnici Fesime v redlném
nebo komplexnim oboru).

2. Rovnice X(n +2) — 6X(n + 1) +9X(n) = 0, n > 10, mé charakteristickou rovnici A> — 6\ + 9 = 0.
Charakteristickd rovnice ma jediny kofen nasobnosti dvé:

A o= 3
Tento jediny kofen doda dvé posloupnosti do fundamentélniho sytému:

)\1 — 3",n210
— n-3", n>10
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1.

Obecné feseni X(n +2) — 6X(n+ 1) + 9X(n) = 0, n > 10, je linedrni kombinaci posloupnosti z funda-
mentalniho systému. Jde tedy o posloupnost

a-3"+b-n-3" n>10

kde a a b jsou realné nebo komplexni konstanty.

3. Rovnice X(n+3) —7X(n+2)+15X(n+1) —9X(n) =0, n > 143, m4 charakteristickou rovnici

A —TA2 4150 -9=0

Tato rovnice mé jednoduchy kofen A\; = 1 a dvojnasobny kofen A\s = 3. Kofen A\; doda jednu posloupnost
do fundamentalniho systému, kofen A2 dodd do fundamentalniho systému posloupnosti dvé:

A o— 17 n > 143
Ay — 3", n>143
— n-3" n>143

Obecné feseni rovnice X (n +3) —7X(n+2) + 15X (n+ 1) —9X(n) = 0, n > 143, je linedrni kombinaci
posloupnosti z fundamentalniho systému. Jde tedy o posloupnost

a-1"+b-3"+c-n-3" n>143

kde a, b a ¢ jsou readlné nebo komplexni konstanty.

4. Rovnice X (n +2) + X (n) = 0, n > 8, mé charakteristickou rovnici A? + 1 = 0. Charakteristickd rovnice

mé dva komplexni kofeny nasobnosti jedna:

A o= 0
Ay = —i
kde 7 je imaginarni jednotka. Kazdy z kofenti dodé jednu posloupnost do fundamentéalniho sytému:
)\1 = in, n Z 8
/\2 (g (*’L')n, n 2 8
Obecné Teseni X(n + 2) + X(n) = 0, n > 8, je linedrni kombinaci fundamentalniho systému. Jde tedy o
posloupnost
a-(0)"+b-(—i)", n>8.
Pozor! Koeficienty a a b v tomto pripadé musi byt komplexni! Fundamentalni systém je totiz tvoren
komplexnimi posloupnostmi. To mtize byt v aplikacich nezddouci: rekurentni rovnice X (n+2)+ X (n) = 0,

n > 8, ma realné koeficienty a my muzeme vyzadovat jeji redlné feseni. Pfedvedeme nyni, jak redlny
fundamentalni systém nalézt. Postup je zaloZen na pozorovani, které zname z obecné algebry:

Pokud ma algebraicka rovnice redlné koeficienty a je-li komplexni ¢islo « jejim kofenem nésobnosti
l, potom i komplexné sdruzené ¢islo & je jejim kofenem nasobnosti [.

Komplexni koreny algebraickych rovnic jsou tedy ,sdruzeny do dvojic“. Z kazdé takové dvojice vybereme
pouze jeden kofen a ten poslouzi k vyrobé redlného fundamentalniho systému.

V nasem piikladu vybereme kofen A\; =i a jeho prislusnou fundamentalni posloupnost
i”—(cosz+i sinz)n—(cosﬂﬁ—i sin@) n>8
B 2 2/ 2 2/ 77

roztrhneme na relnou a imagindrni ¢ast (posledni rovnost je zndma Moivreova rovnost). Dostaneme tak
realny fundamentalni systém tvoreny dvéma posloupnostmi:

nmw
0057, n>8

. nm
sm7, n>38
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Pokud rovnici X(n +2) + X(n) =0, n > 8, feSime v redlném oboru, je jeji obecné YeSeni posloupnost
a~cosn§+b-sin%, n>8

kde a a b jsou realné konstanty.

5. Ukazme jesté jeden priklad, kdy kofeny charakteristické rovnice jsou komplexni. Pfedpokladejme, ze vy-
feSenim charakteristické rovnice jsme dostali nasledujici koreny:

A1 = 2, nasobnosti jedna
Ao = 144, nasobnosti dvé
A3 = 1 —14, nasobnosti dvé

Komplexni fundamentélni systém bude obsahovat pét posloupnosti:

A o— 27

Ay —  (1+4)"
— n-(1414)"

Az = (1—4)"
— n-(1- ’L)n

Pro konstrukci redlného fundamentéalniho systému vyuzijeme kofen A; a z dvojice komplexné sdruzenych
kofenti A2, A3 napiiklad kofen \y. Kazdou z komplexnich posloupnosti, kterou kofen s vytvaii, roztrhneme
na realnou a imaginarni ¢ast. Kofen Ao tak pfispéje do redlného fundamentéalniho systému celkem ¢tyfmi
posloupnostmi:

)\1 — 2”

Ay (ﬂ)"-cos%

—  (v/2)" -sin %n
= (V2)"-n - cos Z—n
—  (V2)"-n-sin %

Prvni dvé posloupnosti pro kofen Ay jsou vytvoreny z posloupnosti (1 + )", druhé dvé z posloupnosti
n-(1+14)".

@ 1.3.7 Hledani partikularniho reseni Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice
Xn+k)+eaa - X(n+k—1)+ca- X(n+k—=2)+...4¢c-X(n)=F(n), n>ng

se nauc¢ime hledat pouze pro ,dostateéné jednoduchou“ pravou stranu. Budeme predpokladat, ze posloupnost
F(n), n > ng je ve tvaru
A" - P(n), n > ng
kde A je néjaka konstanta (mize byt i komplexni) a P(n) je néjaky polynom. Lze ukdzat, Ze partikuldrn{ feseni
pak ma tvar
nd. A" . p(n), n > ng

kde d je nasobnost konstanty A jako kofene charakteristické rovnice (v pfipadé, Zze A neni kofenem charakte-
ristické rovnice, klademe d = 0) a p(n) je polynom stejného stupné jako polynom P(n). Koeficienty polynomu
p(n) je tieba dopoéitat. K tomu vyuzijeme pozadavek, ze posloupnost n? - A™ - p(n), n > ny ma byt fesenim
rovnice

Xn+k)+e-X(n+k—1)4+c2-X(n+k—2)4+...+¢c,-X(n)=A"-P(n), n > ng.
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1.3.8 Priklady

1. Partikularni feSeni rovnice X (n+1) —2X(n) = 3"+ (2n+6), n > 25, odhadneme ve tvaru n®-3" - (an+b),
n > 25. Cislo 3 neni kofenem charakteristické rovnice A — 2 = 0.

Potfebujeme nyni jesté urcit koeficienty a a b. Protoze posloupnost n° - 3" - (an + b), n > 25, ma byt
feSenim rovnice
X(n+1)—2X(n)=3"-(2n+6), n>25

musi po dosazeni posloupnosti n° - 3" - (an + b), n > 25, za X (n) platit rovnost
(n+1)°-3"" (a(n+1)+b) —2-n°-3" (an +b) =3" - (2n +6), n > 25

ODbé strany rovnosti mtizeme vydélit vyrazem 3". Dostavame tak ekvivalentni rovnost (nulté mocniny jiz
nevypisujeme)
3-(aln+1)+b)—2-(an+b)=2n+6, n>25

Porovnanim koeficientd u stejnych mocnin napravo i nalevo dostavdme soustavu rovnic:

koeficienty u n': a = 2
koeficienty un®: 3¢ — b = 6

Resenim této soustavy je a = 2, b = 0.
Partikuldrni feSeni rovnice X (n + 1) —2X(n) = 3" - (2n + 6), n > 25, je tedy posloupnost
3" (2n), n > 25.

2. Partikuldrni feSeni rovnice X(n +2) — 6X(n+ 1) + 9X(n) = 3" - (n — 1), n > 5, odhadneme ve tvaru
n?-3" - (an +b), n > 5, protoze ¢islo 3 je dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice.

Pri urceni koeficienti a a b budeme jiz postupovat rychleji. Po dosazeni odhadu feseni do rovnice dostavame
rovnost

(n+2)2-3""2 (a(n+2)+b) —6-(n+1)*-3"" . (a(n+1)+b)+9-n*-3" (an+b) =3"-(n—1), n > 5.

Vydélime obé strany vyrazem 3" a porovname koeficienty u jednotlivych mocnin nalevo a napravo:

koeficienty u n?: 0 = 0
koeficienty u n?: 0 = 0
koeficienty u n': 54a = 1
koeficienty u n°: 54a + 180 = -1
o, , . 1 1 VR , .
Resenim této soustavy je a = 7R b= ~3 Partikularni feSeni rekurentni rovnice

X(n+2)—6X(n+1)4+9X(n)=3"-(n—1), n>5,

1 1
je tedy posloupnost n? - 3" - (an - 5), n > 5.

Vime, ze metodu odhadu lze pouzit i v piipadé, ze v pravé strané rekurentni rovnice A™ - P(n) je konstanta
A komplexni. Nasledujici ptiklad ukazuje, jak toho lze vyuzit k nalezeni partikularniho feseni nékterych rovnic.

1.3.9 Priklad Hledame partikularni feSeni rekurentni rovnice

X(n+1)—X(n)=(2n+1)-cos(9n), n > 13.
Pravé strana této rovnice neni ve tvaru A™ - P(n). Pov§imnéme si vSak, Ze vyraz (2n + 1) - cos(9n) je redlnou
¢asti komplexniho vyrazu (2n + 1) - €™ = (2n + 1) - (€%))". Posledni vyraz je tvaru A" - P(n) a partikularni

feseni rekurentni rovnice ‘
X(n+1)—X(n)=(2n+1)- (%)™, n>13.
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umime metodou odhadu najit. Odhad tohoto feseni je ve tvaru (an+b) - (e%)", protoze komplexni &islo € nenf
korenem charakteristické rovnice. Hledané koeficienty a a b jsou nyni ovSsem komplexni ¢isla. Jak uvidime, obé
komplexni ¢isla budeme potiebovat zapsat v algebraickém tvaru. Pfedpokladejme, ze jsme Cisla a a b jiz nasli
aze a=aj +iaz a b= 0 + iby, kde vSechna ¢isla ay, ag, b1, ba jsou realna.

Pro partikularni feseni rovnice

X(n+1)—X(n)=(2n+1)-cos(In), n>13,
je tfeba vzit redlnou ¢ast z posloupnosti
((ay + dag)n + (by +ib2)) - (¥, n > 13.
Snadno zjistime, ze tato realné ¢ast je posloupnost
(a1m + b1) - cos(9n) — (azn + bg) - sin(9n), n > 13.

Zbyva nalézt hodnotu koeficienti @ a b. To provedeme jiz zndmym zptisobem. Dosazenim odhadu do kom-
plexni rekurentni rovnice dostaneme rovnost

(a(n+1) +b)- ()" — (an +b) - (*)" = (2n + 1) - ("), n > 13.

Vydélenim vyrazem ()" a porovnanim koeficientt dostaneme soustavu rovnic

koeficienty u n': a(e” —1) _ = 2
koeficienty u n°: ae® + b —-1) = 1
X . . 2 e +1 . . o
Resenim této soustavy jsou komplexni ¢isla a = T ab= —W. Obé komplexni ¢isla potiebujeme
edt — edt —

v algebraickém tvaru. Cislo a tedy hleddme ve tvaru a; + ias a ¢islo b hleddme ve tvaru b, + ibs, kde viechna
¢isla aq, ag, b1, be jsou realna.

2 2 2((cos9—1) —isin9  2((cos9—1) —isin9
a = - = = = =
e —1 cos9+isin9—1  (cos9—1)2 +sin®9 2—2cos9
L4 sin 9
= —_ 11—
2(cos9—1)
9 4 1 (% 11 —(e%+1
Protoze plati b= — (:92- j—l)2 _ 2((:% +1)) - a, vyjadiime nejprve v algebraickém tvaru ¢islo 2((591.—’—1)):
—(e”+1) (cos9+1)+isin9  ((cos9+1)+isin9) - ((2cos9 —2) —i2sin9)
2(e% —1) 2((cos9 — 1) +isin9) (2cos9 —2)2 +4sin? 9 B
sin 9
= 9 s —
2 —2cos9

Potom
. sin 9 . sin 9 . sin 9
b = i+ —rr-on--a=t— -1+ ) =
2 —2cos9 2 —2cos9 2(cos9—1)
cos9+1 . sin 9
= —1

2(cos9—1) 2(1—cos9)

Z vyse uvedenych rovnic plyne hledany vysledek:

a1 = -1
sin 9
a0 = ———
2 2(cos9 —1)
b — cos9+1
b 2(cos9—1)
sin 9
by = —/——
2(1 — cos9)
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26 Kapitola 1. Matematickd indukce a rekurentni rovnice

Metodu odhadu partikuldrniho feseni 1ze kombinovat s metodou superposice partikularnich reseni. Nebudeme
obecné metodu superposice formulovat — ukazeme ji na ptikladu.

1.3.10 Piiklad Mame vyfesit rekurentni rovnici X(n +2) — 6X(n + 1) + 9X(n) = 1+ 2", n > 20. Pravd
strana neni vhodnda pro odhad, povSimnéme si ale, Ze je souc¢tem 1 a 2™. Pro tyto jednotlivé posloupnosti jiz
partikularni feseni najit umime. Budeme tedy postupovat nasledovné:

1. Nalezneme partikuldrni feSeni rovnice X (n + 2) — 6X(n + 1) + 9X(n) = 1, n > 20. Oznacme takové

partikuldrni FeSeni A(n).

2. Nalezneme partikularni feseni rovnice X (n + 2) — 6X(n + 1) + 9X(n) = 2™, n > 20. Oznacme takové

partikuldrni feSeni B(n).

Y%

3. Utvofme soucet A(n) + B(n). Této posloupnosti fikdme superposice feseni A(n) a B(n).

Princip superposice pak je tvrzeni, Zze posloupnost A(n)+ B(n), n > 20, je opravdu partikuldrnim FeSenim
rovnice X(n+2) —6X(n+1)+9X(n) =1+2", n > 20.

Kroky 1. a 2. provedeme zndmym zpusobem:

1. Partikuldrn{ feSeni odhadneme ve tvaru A(n) = a, n > 20, protoZe ¢islo 1 neni kofenem charakteristické
1

rovnice. Dosazenim a porovnanim koeficientt dostaneme a = T

9 1
ReSeni A(n) je tedy posloupnost n > 20.

2. Partikularni feSeni odhadneme ve tvaru B(n) = 2™-b, n > 20, protoze ¢islo 2 neni kofenem charakteristické
rovnice. Dosazenim a porovnanim koeficientd dostaneme b = 1.

Reseni B(n) je tedy posloupnost 2", n > 20.
Podle principu superposice je partikularnim fesenim rekurentni rovnice

X(n+2)—6X(n+1)+9X(n) =1+2" n>20
1
soucet posloupnosti A(n) a B(n), neboli posloupnost 1 + 2", n > 20.

V piikladu 1.3.1 jsme méli najit FeSeni rekurentni rovnice S(n+2) — S(n+1) —S(n) =0, n > 1, které navic
splituje podminky S(1) = 2 a S(2) = 3. Takovym podminkam ¥ikdme pocdtecni podminky rekurentni rovnice.
Hledani feseni spliiujici poc¢atecéni podminky ukézeme v dalsim prikladu.

1.3.11 Priklad Naleznéte feSeni rekurentni rovnice
X(n+2)—6X(n+1)4+9X(n)=1+2" n>1

spliiujici pocateéni podminky X (1) =0, X(2) = 1.
Reseni rozdélime do dvou krok:

1. Nalezneme obecné feseni rovnice X (n+2)—6X(n+1)+9X(n) = 1+2", n > 1, bez poéatecnich podminek.

2. Protoze dana rekurentni rovnice je druhého fadu, vystupuji v obecném feSeni dvé konstanty. Hodnotu
téchto konstant uréime ze zadanych pocatecnich podminek.

Budeme postupovat velmi rychle, protoze vétsinu dil¢ich tloh jsme jiz vyresili.
1. Z piikladu 1.3.6(2) vime, Ze posloupnost
a-3"+b-n-3" n>1
kde a a b jsou konstanty, je obecnym feSenim homogenni rovnice.

7Z ptikladu 1.3.10 vime, Ze posloupnost

1
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je partikularnim fesenim.

Obecné feseni rovnice X (n+2) —6X(n+1)+9X(n) = 1+2", n > 1, bez pocate¢nich podminek je soucet
partikularniho feSeni nehomogenni rovnice a obecného feSeni homogenni rovnice. Jde o posloupnost

1
Z+2"+a~3"+b~n~3", n > 1.

2. Ziskané obecné feseni nyni dosadime do pocatecnich podminek. Dostaneme soustavu rovnic pro a a b:

1

0 = X(1) = 1+21+a-:’>1+b~1-31

1 2 2 2

1 = X(2) = 1+2 +a-3°+b-2-3
Resenim tét tavy j i b 7
esenim teto soustav ea—=—— = —.
v 367 18

Hledané feseni spliiujici pocatecni podminky je posloupnost

Lign 8L an T gn s
4 36 18 o=

@ 1.3.12 Priklad V tomto piikladu nejprve sestavime rekursivni algoritmus pro vypocet poctu thlopticek
konvexniho mnohothelnika a poté sestavime rekurentni rovnici pro jejich pocet.
Jako U(n) oznacime pocet thlopficek konvexniho n-tuhelnika pro n > 4. Zfejmé plati U(4) = 2. N&S algorit-
mus tedy bude pocitat pocet tthlopricek konvexnich ¢tyituhelnikt nerekursivne.
Je-li zaddn konvexni (n + 1)-thelnik A;As... A, 41, kde n > 4, provede algoritmus nejprve dekomposici
podle nasledujiciho obrazku:

An

An+1

!
|
|
|
|
|
|
|
|
A
|

|

!

To jest, algoritmus ,ufizne“ vrchol A, ;1 a vznikly n-thelnik A; As ... A, je opét konvexni. Algoritmus se zavola
rekursivné na tento n-tthelnik a k vysledku U(n) se pficte éislo (n —2) + 1: vynechali jsme totiz n — 2 tthlopf¥icek
ptivodniho (n + 1)-thelnika A3 As ... A, 41, které vedou z vrcholu A,, 41 do vrchold As, ..., A,_1, a jesté jsme
vynechali 1 thlopticku A, A;.

Chod rekursivniho algoritmu tedy davéa nésledujici rekurentni rovnici pro vypocet U(n):

Ud) = 2
Un+1) = Unm)+n—1, pron>4
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1.4 Induktivni definice

V tomto odstavci zminime princip strukturdlni indukce, ktery je v computer science velmi dulezity. Formulovat
jej budeme pro mnoziny slov nad kone¢nou abecedou, v odstavci 1.5 ukdzeme, jak l1ze princip indukce zobecnit
a pouzit na definici tfidy parcidlné rekursivnich funkci, které jsou jednim ze standardnich modelt algoritmu.

Syntaxi programovaciho jazyka ¢asto zapisujeme v Backusové-Naurové formé.S Tento zapis je ptikladem
induktivni definice. Ukazme to na nasledujicim prikladu.

(string) == 0| 1] (string)0 | (string)1 (1.8)
Takovy zptisob zapisu je zkratkou za nasledujici tvrzeni:
1. Definujeme objekty, kterym fikame string. (Také se pouziva termin objekty typu string.)
2. 011 jsou objekty typu string. Takové objekty jsou nejjednodussimi objekty typu string.

3. Pokud jsme jiz zkonstruovali objekt typu string, 1ze za néj pripsat 0 nebo 1 a dostavame opét objekt typu
string.

4. Objekt typu string vznikd pouze koneénym pouzitim vyse uvedenych pravidel a jinak objekt typu string
vzniknout nemohl.

Zapis (1.8) je bé&zny v literatufe o programovacich jazycich. V tomto textu budeme pouzivat matematickou
variantu Backusovy-Naurovy formy. P¥epiSeme timto zptisobem (1.8):

S == 0|1|so|s1 (1.9)
1. Volime S jako generické jméno objektt, které konstruujeme, tedy S je typicky objekt typu string.

2. 011 jsou konstruovanymi objekty. (Pouziva se téZ terminologie: 0 i 1 jsou sprdvné vytvorengmi objekty
typu string.) Takové objekty jsou nejjednodussimi konstruovanymi objekty.

3. Pokud jsme jiz zkonstruovali objekt S, jsou objekty SO a S1 sprdvné vytvorenymi objekty typu string.

4. Spravné vytvoreny objekt typu string vznikd pouze koneénym pouzitim vyse uvedenych pravidel a jinak
spravné vytvoreny objekt typu string vzniknout nemohl.

Jina notace pro generovani spravné vytvorenych objektl je zapis pomoci odvozovacich pravidel. Uvedeme popis
odvozovacich pravidel pro objekty typu string:

S S
— | 0 | == 2= (1.10)

Vyse uvedeny zapis je tfeba ¢ist takto:

1. i jsou odvozovaci pravidla. Takova pravidla, kterd nemaji obsazen vrchol nad ¢arou chapeme

0 1
jako axiomy: nepotfebujeme nic na to, abychom odvodili, Ze 0 i 1 jsou spravné vytvorené objekty typu
string.
2. Odvozovaci pravidla SSO a Ssl chapeme jako pravidla deduktivni. Napfiklad pravidlo SSO

¢teme takto: je-li fetézec S spravné odvozen, je spravné odvozen i fetézec SO.

Jednotliva odvozovaci pravidla byvéa vyhodné néjak pojmenovat. Jméno odvozovaciho pravidla piSeme do zévo-
rek po pravé strané vodorovné odd€lujici cary:

S
S0

—— © | 5= | 0) | o (1.11)

6Tuto notaci vymyslel John Warner Backus (nar. 1924) v roce 1959 pro popis syntaxe jazyka ALGOL 60. Ptvodné se ji fikalo
Backusova normalni forma, na Backusovu-Naurovu formu byla pfejmenovana pozdéji (Peter Naur se podilel na zpravé o ALGOLU
v roce 1963). Je zajimavé, ze pravidla stejné vyjadifovaci schopnosti (metapravidla, transformace a rekursi) pouzil hindsky gramatik
Panini (cca 6. stoleti pf.n.l.) pro popis sanskrtu. Jeho 3959 versi dila Astadhyayt tak predstavuje prvni formalni popis p¥irozeného
jazyka.
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Zapis syntaxe odvozovacimi pravidly ma tu vyhodu, ze umoziuje sledovat tvorbu spravné vytvorenych objekti
pomoci jednotlivych pravidel. Napfiklad fetézec 101 je jisté spravné vytvoreny objekt typu string, protoze
pouzitim axiomu (1) byl vytvoren fetézec 1, aplikaci pravidla (L0) na Tetézec 1 vznikd fetézec 10, a konecné
aplikaci pravidla (_1) na Tetézec 10 vznika fetézec 101. Takovy slovni popis miize byt zkracené zapsan nasledovné:

—
(.0) (1.12)

10 )

101 -

Tento zapis chapeme jako kofenovy strom. Jeho kofenem je fetézec 101, jeho jediny list je neobsazen a vrcholy
v1,. .. Vg na vyssi hladiné jsou spojeny hranou oznacenou (p) s vrcholem v na nizsi hladiné, pokud jde o instanci
odvozovaciho pravidla (p) s pfedpoklady vy, ..., vy a zavérem v. Stromtm, které maji tyto vlastnosti, fikdme
syntaktické stromy.” V teorii grafi by strom (1.12) byl znézornén takto:

o

)
1

(-0)
10

(-1)

© 101

My budeme pouzivat notaci syntaktického stromu, kterd je obvykld v computer science. Piesnou definici
syntaktického stromu ponechdvdme jako cviceni (viz 1.6.23).
Ukéazeme jesté jeden piiklad syntaktického stromu.

1.4.1 P¥iklad At X = {a, b} je kone¢nd abeceda. Uvazujme o nasledujici sadé odvozovacich pravidel:

w

| w1, W2
aa —~ (22) wb

wi1ws

(b) | *) (1.13)

Sestrojime nyni syntakticky strom fetézce aabaabb, a tim ukazeme, Ze je spravné vytvoren.

aa (aa)
ad (aa()ib)  aab ((’E?) (1.14)
aab aabb *)
aabaabb
Strom (1.14) by v teorii grafi byl zndzornén takto:
o
(aa)
aa
(aa) (-b)
aa aab
(-b) (-b)
aab aabb

™ ™
aabaabb

1.4.2 Poznamka PovSimnéme si, ze kazdy netrividlni podstrom syntaktického stromu je opét syntaktickym
stromem.

Notace odvozovacich pravidel slouzi k takzvanému induktivnimu zaddvdni mnozin. Ukazme to na prikladu.

7V literatufe o programovani se pouziva termin parsing tree.
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30 Kapitola 1. Matematickd indukce a rekurentni rovnice

1.4.3 P¥iklad At X = {a, b} je kone¢nd abeceda. At G je sada odvozovacich pravidel:

w
aa (@) | wb

Tato dvé pravidla jednoznacné definuji mnozinu L, kterd je podmnozinou mnoziny vsech slov ¥* a ktera je
nejmensi mnozinou s nasledujicimi vlastnostmi:

(-b) (1.15)

1. Slovo aa patii do L.
2. Jestlize slovo w patti do L, pak i slovo wb patii do L.

Zmaceni G a L jsme nezvolili ndhodou: uvédomme si, ze na sadu pravidel G se lze divat jako na gramatiku a na
mnozinu L jako na jazyk (anglicky: language), ktery je danou gramatikou popsan.

Sada odvozovacich pravidel G tedy urcuje mnozinu L. VSimnéme si ale, ze obecné neni zadana zadna
charakteristicka vlastnost prvkd mnoziny L. Prvky mnoziny L jsou zadany néasledovné: nejprve se fekne, které
Fetézce v mnoziné L zarucené lezi a poté se sdéluji informace typu ,,pokud v L leZi toto, pak tam lezi i toto“.

Takovy zptisob velmi pfipominé princip matematické indukce, proto hovorfime o induktivnim zadédni mnoziny
L.

1.4.4 Pi¥iklad Vratme se jesté k zadani gramatiky G z piikladu 1.4.3. Méme vyf¥esit nésledujici dva problémy:
1. Ukazte, ze slovo aabb patii do mnoziny L.
2. Ukazte, ze slovo baabb nepatfi do mnoziny L.

Prvni problém snadno vyfeSime tim, Ze sestavime syntakticky strom retézce aabb:

(aa)
aa (b)
(-b)

aab
aabb

Protoze fakt aabb € L je ekvivalentni existenci syntaktického stromu, je prvni otazka zodpovézena.

Vyfesit druhy problém by znamenalo ukazat, ze syntakticky strom fetézce baabb neezistuje. Lze vSak postu-
povat i takto: fetézec baabb nema vlastnost, kterou kazdy fetézec z mnoziny L musi mit, totiz zacinat fetézcem
aa.

Nalézt takovou vlastnost, spoleénou vSem prvkiim mnoziny L, byva casto velmi jednoduché. Je ji totiz
jakakoli vlastnost V, ktera je ,invariantni na priichod gramatikou G“ v nésledujicim smyslu:

1. Zavér kazdého axiomu z G mé vlastnost V.
2. Pro kazdé deduktivni pravidlo gramatiky G plati nasledujici:
Jestlize vSechny predpoklady maji vlastnost V', potom i zadvér méa vlastnost V.

V nasem pripadé zvolime za V' vlastnost zac¢inat fetézcem aa. Je snadné ovérit, ze V' je ve vyse uvedeném smyslu
invariantni na prichod gramatikou G.

Pro¢ nyni mtizeme usoudit, ze kazdy fetézec w € L ma vlastnost V7 Je-li totiz w € L, potom existuje
syntakticky strom T, Fetézce w: listy stromu 7T, jsou neobsazeny, na dalsi hladiné jsou axiomy G a na dalsi
hladiny stromu T, se dostavame aplikaci odvozovacich pravidel G, dokud nedorazime ke kofeni stromu T, —
tim je Fetézec w.

Protoze vlastnost V' se neméni pfi pruchodu stromem 7}, smérem ke kofeni, méa kofen stromu 73, vlastnost

V.

Princip dokazovani naznaceny v predchozim piikladu je opét indukénim principem: takzvanym principem
strukturalni indukce. Tento princip nyni zformulujeme obecné pro mnoziny slov zadané induktivné:

1.4.5 Véta (Strukturalni indukce)
At Y je konecnéa abeceda a G je konecnd sada odvozovacich pravidel, kterd induktivné zaddvd mnozinu slov L.
Oznac¢me jako A mnozinu vSech odvozovacich pravidel z G, kterd jsou axiomy (tj. pravidla z A nemaji zddné
predpoklady) a oznacme jako D mnozinu vSech odvozovacich pravidel z G, kterd jsou deduktivnimi pravidly
(tj. kazdé pravidlo z D m4 neprézdnou kone¢nou mnozinu predpokladii).

AtV je néjaks vlastnost slov nad abecedou ¥ a at vlastnost V spliiuje nasledujici dvé podminky:
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(SI1) Zavér kazdého axiomu z mnoziny A mé vlastnost V.
(SI2) Pro kazdou instanci libovolného deduktivniho pravidla v mnoziné D plati:

Jestlize vSechny predpoklady pravidla maji vlastnost V', potom i zavér tohoto pravidla ma vlast-
nost V.

Potom kazdé slovo v mnoziné L ma vlastnost V.

DUKAZ. Vezméme libovolné slovo w z mnoziny L. Chceme ukézat, Ze slovo w mé vlastnost V. Budeme postu-
povat silngym principem matematické indukce podle vysky h(T,,) syntaktického stromu T, slova w.

1. Zakladni krok: h(T,,) = 1. Potom w je zavérem néjakého axiomu z mnoziny A. Podle piedpokladu (SI1)
maé slovo w vlastnost V.

2. Indukéni krok: Méjme slovo w se syntaktickym stromem T, takovym, ze h(T,) = n + 1. Indukéni
predpoklad formulujeme nasledovné:

Kazdé slovo v se syntaktickym stromem 7, vysky h(T,) < n + 1 mé vlastnost V.

Protoze h(Ty,) = n + 1, je syntakticky strom T, tvaru Tw, .. Tw, (d) » kde (d) je néekteré
odvozovaci pravidlo z mnoziny D a T, ..., Ty, jsou syntaktické stromy slov wi, ..., wi vysky mensi
nez n + 1. Podle indukéniho piredpokladu maji tedy vSechna slova wy, ..., wg vlastnost V.
Podle pfedpokladu (SI2) m4 i slovo w vlastnost V.

Dtikaz je nyni (podle silného principu matematické indukce) hotov. |

V dalsim se zaméfime na nasledujici dvé otazky:

1. Jak induktivné zadanou mnozinu popsat neinduktivné? To jest — jak najit vlastnost, charakteristickou
pro slova ze vzniklého jazyka?

2. Jak pro danou mnozinu slov najit sadu odvozovacich pravidel tak, aby danou mnozinu slo chapat jako
induktivné definovany jazyk?

1.4.6 Priklad Zkusme zapsat mnozinu L z pfikladu 1.4.3 neinduktivné. To znamen4, Ze hledame vlastnost V'
takovou, ze {w € ¥* | w m4 vlastnost V} = L.
Intuitivné je ziejmé, ze hledand vlastnost V je:

existuje p¥irozené &islo k takové, 7e w = aab®

(kde zapisem b* rozumime fetézec k po sobé jdoucich symboli b).
Oznatme S = {w € ¥* | w mé vlastnost V'}. Abychom ukézali, ze S = L, stadi ukdzat, ze S C L a L C S.
Obé inkluse budeme dokazovat matematickou indukci.

S C L. Chceme ukéazat, ze pokud w € S, pak w € L. Vezméme tedy slovo w € S. Slovo w je tedy ve tvaru aab®
pro néjaké prirozené ¢islo k. Indukci podle k ukadzeme, ze w € L. K tomu stac¢i ukazat, ze pro kazdé k existuje
syntakticky strom vytvoreny podle pravidel G.

1. Zakladni krok: k£ = 0. Potom w = aa a strom —ag— (aa) je hledany syntakticky strom.

2. Af w = aab’t!. Indukéni predpoklad: predpokladejme, Ze pro kazdé slovo v = aab® existuje syntakticky
strom T},. Potom zfejmé w = w’b, kde w’ = aab® a podle indukéniho predpokladu slovo w’ mé syntakticky
strom T,,,. Potom strom % (_b) Je syntakticky strom slova w. Tedy w € L.

Dokéazali jsme, ze z w € S plyne w € L.

L C S. Chceme ukéazat, ze pokud w € L, pak w € S. Vezméme tedy slovo w € L. Ukazeme, ze existuje pfirozené
dislo k takové, ze w = aab®. Budeme postupovat strukturding indukei. K tomu staci dokazat, Ze vlastnost
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existuje p¥irozené &islo k takové, 7e w = aab®
je invariantni na pruchod gramatikou G.
1. Zakladni krok: gramatika G obsahuje pouze jeden axiom: —ag— (aa) - Zavérem tohoto axiomu je slovo

w = aa a to je tvaru aab® pro k = 0.

2. Gramatika G obsahuje pouze jedno deduktivni pravidlo: Z:b (-b) . Indukéni predpoklad struktu-

ralni indukce: predpokladejme, Ze pro slovo w existuje pFirozené éislo k takové, ze w = aab.

Potom slovo wb je tvaru aab®b, tudiz ma hledanou vlastnost.

Dokazali jsme, ze z w € L plyne w € S.

vvvvv

1.4.7 P¥iklad At ¥ = {a,b} a S = {w € ¥* | w obsahuje stejny pocet symboli a a b}. Zadejme mnozinu S
induktivné.

Hleddme tedy sadu odvozovacich pravidel G takovou, Ze pro pfislusny jazyk L plati L = S.

Ukazeme, Ze hledana sada G je napiiklad:

(a) ‘ _w (b) | & (*)

— © | w1 wy

kde € znaéi prdzdné slovo.
Nez dokézeme, ze S = L, oznalme jako |w|, a |w|, podet symbolii a a b ve slové w.

S C L. Chceme pro kazdé w € S zkonstruovat syntakticky strom vytvoreny podle sady odvozovacich pravidel
G. Protoze w € S, plati |w|, = |w|p. Budeme postupovat indukci podle |w|q.

1. Zéakladni krok: |w|, = 0. Pak ale nutné w =¢ a (0) je hledany syntakticky strom.

3

2. At |w|, = n+ 1. Indukéni pFfedpoklad: predpokladejme, ze pro kazdé slovo v, pro které plati |v|, =
|v|p = n, dovedeme najit syntakticky strom 7,. Protoze w obsahuje alesponi dva znaky (|w|, > 0), muze
nastat pravé jeden ze dvou piipadii:

(a) w zaéina i kondi stejnym znakem.

(b) w zac¢ind i konéi rliznymi znaky.
Probereme kazdy piipad zvlast.

(a) Vyfesime situaci, kdy w zacina i kon¢i znakem a. Situace, kdy w zaéind i koné¢i znakem b, se Fesi
analogicky. Predpokladame tedy, ze w je ve tvaru aw’a pro néjaké slovo w’. Potom zfejmé existuji

neprazdnd slova wi, we takova, ze w = wiws, |w1|e = |wilp a |wal, = |walp (viz cvifeni 1.6.29).
Podle indukéniho predpokladu existuji syntaktické stromy T%,,, Ty, pro slova wi, ws. Potom strom
Tw, T,

% je zfFejmé syntaktickym stromem slova w.
o * ] | y y

(b) Vyfesime situaci, kdy w za¢ind znakem a a konéi znakem b. Situace, kdy w za¢ind znakem b a konéi
znakem a, se Tesi analogicky. Pfedpoklddame tedy, Ze w je ve tvaru aw’d pro néjaké slovo w’. Slovo w’
obsahuje zfejmé stejny podet symbolti a a b, navic |w’|, = n. Podle indukéniho pfedpokladu dovedeme

’

tedy najit syntakticky strom T, slova w’. Potom strom TTW (a) je ziejmeé syntaktickym stromem

slova w.

L C S. Cheeme pro kazdé w € L dokézat, ze |w|, = |w|p. Budeme postupovat strukturdlni indukei a ukdzeme,
Ze vlastnost V

pro slovo w plati rovnost |w|, = |wlp

je invariantni na priichod danou gramatikou.
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Zakladni krok: jediny axiom dané gramatiky je (0) . Zavér tohoto axiomu vlastnost V ma: ||, = |g|, =

€
0.
Indukéni krok: gramatika ma t¥i deduktivni pravidla, rozdélime tedy vypocet na tii ¢asti:
1. Pravidlo ——— (a) . Piedpokladejme, Ze |wle, = |wlp. Potom |awd|, = |w|e + 1 a |awd|, = |w|p + 1,
tudiz |awb|, = |awbd|, a vlastnost V je invariantni na prichod danym odvozovacim pravidlem.
2. Pravidlo ——— (b) . Pfedpoklédejme, 7e |w|e = |wlp. Potom |bwal, = |w|, + 1 a |bwaly = |w|p + 1,
tudiz |bwal, = |bwaly a vlastnost V' je invariantni na prichod timto odvozovacim pravidlem.
3. Pravidlo — 52— (+) . Piedpokladejme, 7 [wi]o = |wn]s = n1 & [wa]a = [wal, = na. Potom [wiws|, =
ny + ng a |wiws|y = N1 + ng, tudiz |wiws|, = |wiws|y a vlastnost V' je invariantni na prichod timto

odvozovacim pravidlem.
Ukéazali jsme, ze S = L.

Je-li néjakd mnozina M induktivné zadand, lze ptislusnych odvozovacich pravidel vyuzit k definici funkci
s defini¢nim oborem M. Ukazme to na prikladu.

1.4.8 Priklad Ve cviceni 1.6.28 se ukazuje, Ze sada pravidel
w w w
— O | wag O Tag @ | g W (1.16)

definuje induktivné mnoZinu ¥* vSech slov nad abecedou ¥ = {a1,az,...,ar} (k> 1).
Pro kazdé slovo w € ¥ definujeme slovo rev(w) néasledovné:

rev(e) = €
rev(T12a ... Tp_1Ty) = TpTp_1...ToT]

Ukézeme, ze funkce f : ¥* — X*, kterd je definovana rekursivné jako:

fle) = ¢
f(way) ay f(w)
flwaz) = azf(w)

fway) = arf(w)

vyhovuje rovnici f(w) = rev(w) pro vechna w € ¥*.
Oznacime-li jako V vlastnost f(w) = rev(w), chceme ukazat, Ze vSechna w € ¥* maji vlastnost V. Budeme
postupovat strukturalni indukei. Stac¢i tedy ukazat, ze vlastnost V splituje podminky (SI1) a (SI2) z véty 1.4.5.

(SI1) Jedinym axiomem v sadé odvozovacich pravidel (1.16) je pravidlo —=— (0) a zavér tohoto axiomu,
prazdné slovo €, méa vlastnost V.

(SI2) Vezméme libovolné deduktivni pravidlo ze sady (1.16). Platnost podminky (SI2) ovéfime pro pravidlo
(1), pro ostatni pravidla je dikaz zcela analogicky.

At (jediny) pfedpoklad w pravidla (1) ma vlastnost V. Zavérem tohoto pravidla je slovo wa;. Slovo wa,
ma také vlastnost V', protoze

f(way) = a1 f(w) = ayrev(w) = rev(way).

@ 1.4.9 Poznamka Teoreticky diilezitou funkci, definovanou rekursivné, je Ackermannova funkce:®

A0,n) = n—+1,
A(m+1,0) = A(m,1),
Am+1,n+1) = A(m,A(m+ 1,n)).

8Wilhelm Friedrich Ackermann (1896-1962), kromé po ném nazvané funkce, ptispél do pokladnice matematiky i nejriiznéjsimi
pracemi z matematické logiky.
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Jde o funkci dvojice pfirozenych ¢isel a na prvni pohled neni ziejmé, Ze je definovina korektné. Teoreticky
vyznam Ackermannovy funkce spo¢iva v tom, Ze jde o parcidlné rekursivni funkci, kterd neni primitivné rekur-
sivnd. V praxi to znamend, Ze pokud chceme vypocet Ackermannovy funkce naprogramovat, musime k tomu
pouzit cyklus while, ktery nelze zredukovat na cyklus for. To je totiz pfesné rozdil mezi parcialné a primitivné
rekursivnimi funkcemi, viz skriptum

i K. Richta a J. Velebil, Sémantika programovacich jazyki, Karolinum, Praha 1997

a odstavec 1.5.
Vyzkousejte si, jak vypadd vypocet hodnoty A(2,2). Viz také cvideni 1.6.5 a 1.6.6.

Pripomenime, Ze dal$im problémem, ktery jsme studovali, je otézka, zda danou mnozinu slov lze zadat
induktivné. Tato otdzka nemé obecné kladnou odpovéd, jak ukazuje nasledujici véta.

1.4.10 Véta Atk >1 a at ¥ = {ay,as,...,ax} je koneénd abeceda. Potom existuje mnozina M C ¥*, kterou
nelze induktivné zadat.

DUKAz. Pfipomenme, Ze induktivnim zadanim mnozZiny S rozumime kone¢nou sadu odvozovacich pravidel G.
Kazdé z téchto odvozovacich pravidel muze mit pouze koneé¢né mnoho ,,prfedpokladi“. V odvozovacim pravidle
se smi vyskytovat koneény pocet proménnych a koneény pocet prvki abecedy.

Myslenka dikazu spociva v tom, ze napiseme sadu pravidel G jako slovo v jakési kone¢né abecedé ®.

1. Zvolime pismeno w a znak ’ pro znaceni proménnjch. Pfesnéji: proménné jsou znaky w’, w”, w'’, ...

2. Namisto vodorovné c¢ary oddélujici pfedpoklady a zévér odvozovaciho pravidla budeme pouzivat znak
=> a jednotlivé pfepoklady oddélime znakem &. Zacitek a konec odvozovaciho pravidla budeme znaéit
symboly [ a |].

w2

Napiiklad pravidlo wlﬁ zapiSeme jako [w”&w" => w'].

Definujeme ® = X U {w, ,&,[,],=,>}. (Zde pfedpoklddame, ze pivodni abeceda X neobsahuje symboly w, ’,
&, [, ], = a >. To lze oviem vzdy zafidit.) Potom je jasné, ze kazd4 sada pravidel je slovo v koneéné abecedé ®.
Samoziejmé, ne kazdé slovo v abecedé ® je zakédovanou sadou odvozovacich pravidel. Co je podstatné, je fakt,
ze sad odvozovacich pravidel je pouze spocetné mnoho. Podmnozin ¥*, které jsou induktivné zadany, je tedy
také spocetné mnoho. VSech podmnozin ¥* je ale nespocetné mnoho (protoZe mnozina ¥* je spocetnd). |

1.5 Odbocka — funkce jako model vypoctu

Induktivni definice jsme v odstavci 1.4 zavedli pouze pro mnoziny slov nad kone¢nou abecedou. Citime ovsem,
ze bychom induktivni definice mohli definovat mnohem obecnéji. Jedno takové obecnéjsi pouziti vidime pii
induktivnim zadani nejmensi kongruence v poznamce 5.5.9.

Jingm (pro computer science velmi dtilezitym) piikladem je induktivni definice mnoZiny primitivné rekur-
stvnich a parcidiné rekursivnich funkci. Tyto t¥idy modeluji funkce, které lze naprogramovat bud pouze pomoci
cyklu for nebo pomoci celé sily cyklu while (viz pozndmku 1.4.9). V tomto odstavci obé tfidy pfesné zavedeme
(definice 1.5.2) a ukdZeme jejich souvislost s programovanim.

Parcidlng funkei f z N™ do N (znaleni f : N* ~» N) rozumime funkci n > 0 proménnych, jejiz hodnota
ovsem nemusi byt definovana. Priklad:

{xl} , pro x2 # 0
div(zy,x2) = T2

nedefinovano, pro xzo =0
je parcidlni funkce div : N? ~» N (celo¢iselné délent).

Co rozumime parcialni funkci v pfipadé, ze n = 0?7 Funkce f : N° ~» N je (pokud je definovéna) wviyjbér
konstanty v N.
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1.5. Odbocka — funkce jako model vypoctu 35

Definujme nyni mnozinu Par vSech parcidlnich funkci takto:
Par = {f | existuje n tak, ze f : N" ~ N}

a pomoci deduktivnich pravidel zaddme dvé jeji podmnoziny PrimRek (mnoZina primitivné rekursivnich funkct)
a ParcRek (mnozina parcidlné rekursivnich funkci). Naznadime, pro¢ plati dtlezity vysledek:

@ 1.5.1 Véta

1. PrimRek jsou pfesné ty funkce, jejichz vypocet mizeme naprogramovat v jazyce, kde méme dovoleno
pouzit pouze cyklus for.

2. ParcRek jsou presné ty funkce, jejichz vypocet mizeme naprogramovat v jazyce, kde mame dovoleno pouzit
i cyklus while. Navic, vypocet zadné obecnéjsi funkce nez funkce z mnoziny ParcRek naprogramovat nelze!

V dalsim tak 1épe vysvétlime tento obrazek:

Parc

funkce, jejiz vypocet nelze naprogramovat JJ
ParcRek
Ackermannova funkce / °
PrimRek
séitani / // ° /

Nejprve zformulujeme jednotliva pravidla pro tvorbu funkci:

1. Axiom pro konstantni nulu, tj. pro funkci zero : N’ ~» N vybirajici konstantu 0 € N:

~Zzero ~ (ze10)

2. Axiom pro ndslednika, tj. pro funkci definovanou rovnosti succ(x1) = 21 + 1 pro vSechna x:

(succ)
suce(xy)
3. Axiom pro projekci na i-tou soufadnici, tj. pro funkci definovanou rovnosti proj*(xi,...,2,) = x; pro
vsechna n, vSechna ¢ < n a vSechna x1, ..., x,:
(proj)
=1
proj (a1, ..., Tn)
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36 Kapitola 1. Matematickd indukce a rekurentni rovnice

4. Deduktivni pravidlo pro skldddni, tj. pro kazdé m a n pravidlo

h(yiy -y ym) 91(T1, s Tn),y ooy Gm(T1, .oy Tn)

(comp)
h(gl(x17 A 7'r/n/)7 A ’gm(a:17 A ’Jj/n/))
Toto deduktivni pravidlo tedy z funkci h (m proménnych) a m funkci g1, ..., g (kaZdd z nich mé
n proménnych) vytvaii novou funkci n proménnych tak, Ze za argumenty h dosadime funkéni hodnoty
jednotlivych funkci g1, ..., gm-
5. Deduktivni pravidlo pro primitivni rekursi, tj. pravidlo
hz1,. .o Tnye) g(z1,...,20)
(p-rec)
rechfromgend(zy,...,2ne1)
Toto pravidlo vysvétlime podrobnégji: pro funkci g(z1,...,2,) (po¢ateéni hodnota rekurse) vytvoii pra-
vidlo funkci rekursivné definovanou ,pravidlem“ h(z1,...,z,4+2) takto: funkce rechfromgend ma n + 1
proménnych a je definovana nasledovné:
zakladni krok: pro vSechna x4, ..., x, plati rovnost
rechfromgend(xy,...,2,,0) = g(x1,...,2,)
neboli funkéni hodnota g(x1, ..., x,) ,odstartuje* rekursi v posledni proménné funkce rec h from g end.
indukéni krok: pro vSechna zq, ..., x, a y plati rovnost

rechfromgend(zy,...,z,,y+ 1) = h(z1,..., 2., y,rechfromgend(zy,..., 2, y))

To znamena, Ze funkce h je ,pravidlo rekurse“, které mame pouzit na hodnoty zi, ..., z,, ¥y a
rechfromgend(zy,...,z,,y), abychom dostali hodnotu funkce rec hfrom gend o ,kousek dal“.

6. Deduktivni pravidlo pro p-operdtor, tj. pravidlo

g(x1,. . Tpy1)
(1)
ng(@1, ..., Tn)
Zhruba feceno, funkce g(x1,...,2n11) je ,podminka“ cyklu while, ktery prohleddva posledni soufadnici
Tn41 a ktery se zastavi prave tehdy, kdyz g(x1,...,2,41) = 0. Piesnéji:”

( ) = v, kdyz y je nejmensi hodnota, pro kterou je g(x1,...,2,,y) =0
HI\EL -5 Tn) = nedefinovano, jindy

1.5.2 Definice Ttida PrimRek primitivné rekursivnich funkci je induktivné zadana axiomy (zero), (succ), (proj)
a deduktivnim pravidlem (p-rec).
Pridame-li k témto pravidlim jesté pravidlo (u), dostaneme t¥idu ParcRek vSech parcidlné rekursivnich funkci.

g% 1.5.3 Priklad Ukédzeme, Ze funkce plus(z,y) = x + y je primitivné rekursivni. Vime, Ze k tomu sta¢i nalézt
syntakticky strom pouzivajici pouze pravidla (zero), (succ), (proj) a (p-rec). Intutivné chceme definovat
plus(z,0) =z a plus(z,y+1) = plus(z,y) +1

Presny zapis vyse uvedeného pomoci deduktivnich pravidel je:

T BT E R
proj§(proji (z), proji (y), succ(z)) proji(x)

rec pTojg(proj% (z), proji(y), succ(z)) from proji(z) end

(proj)
proj3(z,y, z) .
(proj)

(p-rec)

Pojdme projit jednotlivé kroky detailngji: funkei projs(proji(z), proji(y), succ(z)) hodlame pouzit jako pravidlo
rekurse h(z,y, z) pro definici s¢itdni. N4a$ formalismus nam nedovolil zapsat pfimo h(z,y,z) = z + 1. To je ale
piesné vyznam funkce projs(proji(z), proji(y), succ(z)). Jako pocatek rekurse pouzijeme funkci proji(z) = z a
rekursivni definice s¢itani pak je:

9Zde se opét projevuje princip dobrého uspofddani: mnozina {zn+1 € N | g(x1,...,%n,Tnt1) = 0} je bud prazdna (pak je
ug(z1,...,Tn) nedefinovano) nebo neprazdna (a tudiz ma nejmensi prvek y = pg(z1,...,zn))
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1. Zékladni krok plus(x,0) = x, neboli
rec proj;(proji («), proji (y), suce(2)) from proji (x) end(x, 0) = proji (z) = =
2. Rekursivni krok plus(z,y + 1) = plus(x,y) + 1 je podle pravidel primitivni rekurse zapsan takto:

rec proj3 (proji(z), proji(y), succ(z)) from proji(z) end(z,y + 1) =

projs(proji(z), proji(y), succ(rec projs(proji(z), proji(y), succ(z)) from proji(z)end)) =
succ(rec projs(proji(z), proji(y), succ(z)) from proji(x) end) =

rec proji(proji(z), proji(y), succ(z)) from proji(z)end + 1

vvvvv

obtizné. Uvédomme si ale, ze kazdé z pravidel odpovida nékteré z konstrukci imperativniho programovaciho
jazyka:'0

1. Axiomy pro nulu, naslednika a projekce jsou ,,atomické programy“ pro vypocet hodnot funkci.

2. Deduktivni pravidlo pro skladani odpovida ,fetézeni“ jednotlivych programt v imperativnim paradig-
matu.

3. Deduktivni pravidlo pro primitivni rekursi je cyklus for: vypocet hodnoty funkce rec h from gend v bodé
(1,...,2n,y + 1) se dd pocitat cyklem for s Fidici proménnou y pomoci funkce h z hodnot z1, ..., zp,
y arechfromgend(zy,...,2n,Yy).

4. Deduktivni pravidlo pro p-operator je cyklus while (pfesnéji, jde o cyklus until): cyklem pocitdme
hodnoty y, dokud neplati rovnost g(z1,...,zn,y) = 0.

Proto muzeme Fici, ze jsme v predchozim prikladu vlastné napsali program, ktery pocitd hodnoty funkce
plus(z,y). Podobné tak mizeme naprogramovat vypocet jakékoli parcidlné rekursivni funkce. Co je dilezité, je
tvrzeni, ze vypocet hodnot zadnych obecnéjsich funkci naprogramovat nelze:

@ 1.5.4 Churchova-Turingova teze
TrFida parcidlnich funkci, spocitatelnych néjakym algoritmem, je pfesné t¥ida parcidlné rekursivnich funkci.

1.5.5 Poznamka Nage formulace Churchovy-Turingovy teze se tykd parcidlné rekursivnich funkci. Pfisné
vzato, tato teze neni vétou ve smyslu matematiky. V Uplné obecnosti teze tvrdi, Ze vsechny navrzené for-
malizace pojmu algoritmus jsou navzajem ekvivalentni. Tak naptiklad tfida problému feSitelnych programy
v jazyce C++ je stejnd jako tfida parcidlné rekursivnich funkci. Tento posledni vysledek ovSem matematickou
vétou je a lze jej presné dokazat.

Churchova-Turingova teze je mezdvisld na zvoleném paradigmatu. Tak naptiklad tiida problémi fesitel-
nych pomoci kvantového paradigmatu (viz pozndmku 3.5.3) je stejnd jako t¥ida problému fesitelnych pomoci
sekvenéniho paradigmatu.

1.5.6 Dusledek Existuji problémy, které nelze algoritmicky Fesit.

DUKAz. Nejprve ukdzeme, ze mnozina Parc je nespodetnd. To okamzité plyne z toho, Ze nespocetnd mmnozina
vSech funkci jedné pfirozené proménné je podmnozinou Parc.

Protoze mnozina ParcRek je induktivné zadand, je spocetné. Proto rozdil Parc \ ParcRek je nespocetna, spe-
ciélné je neprdzdna. Problém vypoc¢tu hodnot jakékoli funkce f € Parc\ ParcRek je tedy algoritmicky nefesitelna
uloha. |

10Tim naznadujeme diikaz véty 1.5.1. Pro pfesny dtikaz odkazujeme na K. Richta a J. Velebil, Sémantika programovacich jazyki,
Karolinum, Praha 1997.
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1.5.7 Poznamka Pfedchozi dikaz ndm ukazal, Ze existuje alespori jedna parcidlni funkce (dokonce nespo-
¢etné mnoho funkei), jejiz funkéni hodnoty nelze pocitat algoritmem. Tento ditkaz byl nekonstruktivni (viz
poznédmku 2.1.20) a my si mizeme poloZit otdzku, zda mizeme néjaky konkrétni algoritmicky nefesitelny pro-
blém zformulovat. Odpovéd je kladna a casto jde o praktické problémy (napfiklad tzv. Halting Problem, neboli
problém zastaveni Turingova stroje). Pfesny popis téchto problémt vSak presahuje rdmec téchto skript. Odka-
zujeme na standardni ucebnici

ww J. E. Hopcroft, R. Motwani a J. D. Ullman, Introduction to Automata and Language Theory, Addison-
Wesley, New York, 2000

@ 1.5.8 Poznamka Existence algoritmicky nefeSitelnych problémi dovoluje pochopit rozdil mezi determinismem
a moznosti pocitacové simulace. Nasledujici priklad deterministického vesmiru, ktery nelze simulovat na pocitaci,
je malym zobecnénim piikladu z knihy

w R. Penrose, Shadows of the Mind: A Search for the Missing Science of Consciousness, Vintage Books,
1995

Vezméme si libovolny algoritmicky nefeSitelny problém P. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze jde o rozho-
dovact problém, tj. pro kazdou instanci vstupnich dat je feSenim problému bud odpovéd ANO nebo NE. Déle
predpokladejme, Ze jsme vSechny instance vstupnich dat problému P sefadili do nekoneéné posloupnosti

Dy, Dy,...D,,...

Tato posloupnost bude kédovat mozné stavy vesmiru, ktery se bude vyvijet v ¢ase podle nésledujicich determi-
nistickych pravidel:

1. V case t = 0 je vesmir ve stavu Dy.

2. Je-li vesmir v Case t ve stavu D, a jestlize problém P odpovi na data D,, ANO, pak v ¢ase t + 1 bude ve
stavu Dy, 4.

3. Je-li vesmir v case t ve stavu D),, a jestlize problém P odpovi na data D,, NE, pak v case t 4+ 1 bude ve
stavu D, 5.

Tato pravidla pro vyvoj vesmiru jsou deterministickd: v kazdém case je presné popsan nasledujici stav vesmiru.
Pfesto vyvoj tohoto vesmiru nelze simulovat na pocitaci. Pocitacova simulace by totiz znamenala, Ze mame
k disposici program, ktery umi fesit problém P.

1.6 Cvicdeni

1.6.1 Cviceni Zformulujte v modernim jazyce priklad rovnosti, kterou popisuje Leibniz v dopise kralovné
Zofii Charlotté (poznamka 1.1.5), a dokazte ji indukci. Vyznaéte peclivé indukéni piedpoklad a dekomposici
problému.

1.6.2 Cvicéeni DokaZte matematickou indukei:
n

1. Z k! k = (n+1)! — 1 pro vSechna pfirozend ¢isla n.

1) n(n+1)
2

(71)k+1 k2 = (

N
=
M: i
(=]

pro vSechna n > 1.

>
Il

1

2
3. V0+V14+.. . +yn< g(n + 1)v/n + 1 pro vSechna pfirozend ¢isla n.

1 1 1 1
T + s +...+ 2 > 3 pro vSechna ptirozena c¢isla n > 2.
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5. 11" — 6 je délitelné 5 pro vSechna n > 1.
6. 3" + 7" — 2 je délitelné 8 pro vSechna n > 1.

7. (14 2)™ > 1+ nzx pro libovolné = > 0 a libovolné n > 1.

n

81>

i=1

i=1

U vsech dikazl peclivé vyznacte indukéni predpoklad a dekomposici problému.

n
@ 1.6.3 Cviceni Vyuzitim principu indukce odvodte vzorec pro ZZQ.

i=0
Navod:

< Z |z;| pro libovolné n > 1 a libovolna realnd ¢isla xq, . . .

)x’H'

n
1. Suma se ,chova jako integral“, proto plati Ziz = An® 4+ Bn? + Cn + D. (Uvedeny vztah lze odvodit

i=0
n+1
z rovnosti Z Z 2 = )2)
0
2. Protoze Zi2 =0, plati D = 0.
i=0
n+1 n
3. Protoze plati Zl (n+ 1) 22'27 musi platit rovnost
i=0 i=0

An+13*+Bn+1)*+Cn+1)=(n+1)>+ An® + Bn®> + Cn

pro v8echna n > 0. Odtud porovnénim koeficientti u jednotlivich mocnin odvodte soustavu rovnic

34 _
34 + 2B =
A + B + C =

a vyteste ji.

t s

1
2
1

1.6.4 CviCeni Prot > 1, s > 1 oznacte A(t,s) = ZZ 1. Odhadnéte vzorec pro A(t, s), ktery neobsahuje

k=1 j=Fk
sumu. Svoji hypotézu dokazte indukci.

1.6.5 Cviceni Dokazte, ze pro Ackermannovu funkci z poznamky 1.4.9 plati:

1. A(l,n) =2+ (n+3) — 3, pro vSechna n > 0.

2. A(2,n) =2-(n+3)— 3, pro vSechna n > 0.

3. A(3,n) =21 (n+3) — 3, pro viechna n > 0, kde a T b zna¢i mocninu a’.

4. A(4,n) =217 (n+3) — 3, pro vSechna n > 0. Symbolem 2 17 (n + 3) zna¢ime ,vé7“ mocnin ¢isla 2 vysky

(n +3), napiiklad 2 113 = 22° — 24 — 16,2 11 4 — 22° — 216 — 65536.

Z predchoziho je vidét, ze Ackermannova funkce roste velmi rychle (rychleji nez kazda primitivné rekursivni
funkce). Navrhnéte explicitni vzorec pro vypocet A(5,n). (Nabizi se formulka A(5,n) =2 117 (n+3) — 3, co

ale znamend? ! Zkuste na to piijit pied piectenim cvideni 1.6.6.)

HExponencialni znaceni s vyuzitim jistého poétu Sipek | pochézi od Donalda Ervina Knutha (nar. 1938), stejné jako typograficky

systém TEX, s jehoz pomoci je tento text napsan.
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40 Kapitola 1. Matematickd indukce a rekurentni rovnice

1.6.6 Cviceni Indukei dokazte, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla a, b plati (znadeni s vyuzitim 1 je vysvétleno ve
cvideni 1.6.5):

affl=a all(+1)=al(allb)

A obecné pro prirozena ¢isla a, b definujte

a 7...7 1=a a 7...7T 0+1)=al...T(a T...7 b)
N—— S~—— N—— N——
(k+1)-krat (k+1)-krat k-krat (k+1)-krat

kde k je prirozené ¢islo a kde ,nula Sipek“ mezi a a b znamend soucin a a b.
Dokazte, Ze pro Ackermannovu funkci plati obecny vzorec:

A(m,n)=2 17...7 (n+3)-3, m > 2
——
(m—2)-krat

O vztahu Ackermannovy funkce s obrovskymi ¢isly a o zobectiovani mocnin se 1ze docist napiiklad na webové
strance

= http://home.earthling.net/~mrob/pub/math/largenum-3.html
a 0 nejvétsim pfirozeném cisle s praktickym vyuzitim v matematice (takzvaném Grahamové ¢isle) na

= http://mathworld.wolfram.com/GrahamsNumber.html

1.6.7 Cviceni Realné funkci f, kterd vyhovuje rovnosti f(x + y) = f(z) + f(y) pro v8echna redlna éisla z, y,
se fika aditivni.

1. Udejte dva razné piiklady aditivni funkce.

2. Dokazte, ze pro kazdou aditivni funkci f, kazdé pfirozené c¢islo n > 0 a kazdé realné ¢islo = plati rovnost

f(nz) = nf(z).

1.6.8 Cviceni Af n > 2. Terminem n-turnaj v tomto cvi¢eni oznadime turnaj n druzstev, kde hraje kazdy
s kazdym a zadné hra nemiize skoncit remizou.
Oznacte jako P(n) nésledujici tvrzeni:

Po ukonceni jakéhokoli n-turnagje lze setridit ziucastnénd druZstva do posloupnosti dy, ds, ..., d, tak, Ze
dy porazilo do, do porazilo ds, ..., d,_1 porazilo d,,.

DokaZte, Ze pro vSechna n > 2 plati P(n).

1.6.9 Cviceni Af n > 2. Terminem n-turnaj v tomto cvi¢eni oznac¢ime turnaj n druzstev, kde hraje kazdy
s kazdym a zadnd hra nemize skoncit remizou.
Druzstvu d fikdme pseudovitéz n-turnaje, kdyZ pro libovolné druzstvo d’ # d plati

bud: druZstvo d porazilo druZstvo d’,
nebo: existuje druzstvo d” takové, %e druZstvo d’ porazilo druZstvo d’.
Vyteste nésledujici problémy:
1. Indukeci dokazte, ze kazdy n-turnaj (n > 2) mé pseudovitéze.
2. Navrhnéte vysledky 5-turnaje, kde kazdé druzstvo je pseudovitézem.

3. Indukci dokazte, ze pro kazdé n > 5 existuje vysledek n-turnaje, kde kazdé druzstvo je pseudovitézem.

1.6.10 Cviceni Co je Spatné na néasledujicim ditkazu?
Definujme mnozinu S takto: S obsahuje ¢islo 1 a vSechna prirozena ¢isla n > 1, pro ktera plati, ze n = n+1.
Ziejmé plati:

1. 1 € S (tak jsme mnozinu S definovali).
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2. Jestlizen e S,pakn=n+1.Tedyn+1=(n+1)+ 1. Tudiz platin+1 € S.

Podle slabého principu indukce je S = {1,2,...}.

1.6.11 Cviceni Co je Spatné na nasledujicim dikazu?

N

1. Je-li maximum dvou pfirozenych ¢isel 0, pak jsou si obé ¢isla rovna.

2. Predpokladejme, Ze je-li maximum dvou pfirozenych ¢isel n, pak jsou si rovna. Vezméme nyni dvé pfirozena
¢isla a, b takova, Ze jejich maximum je n + 1. Pak maximum ¢isel a — 1 a b — 1 je n a podle predpokladu
jea—1=b—1. Tudiz a = b.

Podle slabého principu indukce jsou si vSechna pfirozena ¢isla rovna.

1.6.12 Cviéeni Ukazte, Ze vyraz S, = (n + 2)(n — 1) vyhovuje indukénimu kroku pro (nespravny) vzorec
Q44+ ...+2m=05,.

1.6.13 Cviceni Pfepiste silny princip indukce do mnozinového tvaru. Navod: postupujte analogicky jako v po-
zndmce 1.1.10. Automat na mnoziné pfirozenych ¢isel, ktery byste méli sestavit, nebude pracovat determinis-
ticky, tj. z ¢isla n do cisla ¢ se lze dostat v jednom vypocetnim kroku pravé tehdy, kdyz i < n.

1.6.14 Cviceni Princip silné indukce pro redlnd ¢isla: Abychom dokézali, Ze vSechna realnd c¢isla z > 0 maji
vlastnost V, staci ukazat néasledujici dvé véci:

1. Zékladni krok: ¢islo 0 mé vlastnost V.
2. Jestlize vSechna ¢isla y, pro kterad plati 0 < y < x, maji vlastnost V, pak i ¢islo x ma vlastnost V.

Je tento princip silné indukce pro realna ¢isla spravny?

@ 1.6.15 Cviceni Nasledujici algoritmus pro nasobeni ¢isel popisuje Abu Ja’far Mohammed ibn Misa al-
Khowarizm v knize Kitab al-jabr wa’l-muquabala. Vynasobime ¢isla 1284 a 256. Nejprve napiSeme obé ¢isla do
zahlavi nasledujici tabulky:

Nyni vynasobime zéhlavi kazdého fadku se zahlavim kazdého sloupce. Jednotky pfitom piSeme do spodniho a
desitky do horniho trojihelniku prislusného policka. Dostaneme tak tabulku:

1 2 8 4

2| 4| 6| 8| 2
1.4 .72

5 0].70] 0 5
1 4 |2

6 28] 4 6
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Nyni jednotlivé ,pasy“ (v poradi zprava doleva) sefteme a zndmym zpisobem piendsime desitky:

1| 2| 8 | 4

2| 4| 6| 8| ?
114 |2

50°0[.70/.70 5
1.4 .72

6| 2| 8| 4 6

3 2 8 7 0 4
Spocetli jsme, ze 1284 - 256 = 328 704. Pro¢ je tento algoritmus korektni?

1+\/5>"a <1—¢5
5

1.6.16 Cviceni Ukazte, Zze kazda z posloupnosti < 5

> , n > 1 Tesi rekurentni rovnici

S(n+2)—S(n+1)—Sn)=0, pron>1.
1.6.17 Cviceni Zformulujte pfesné (podobné jako v 1.3.5) jak hledat redlny fundamentalni systém.

1.6.18 Cviceni Pro nasledujici homogenni rekurentni rovnice naleznéte fundamentalni systém. V piipadé, ze
fundamentalni systém vyjde komplexni, naleznéte i redlny fundamentalni systém.

1. X(n+1)4+3X(n)=0,n>1.

2. X(n+2)-5X(n+1)+6X(n)=0,n>11

3. X(n+2)+X(n+1)+X(n)=0,n>17.

4. X(n+3) —7TX(n+2) + 16X (n+1) — 12X (n) = 0, n > 100.
5. X(n+3)+2X(n+2)+2X(n+1)+ X(n)=0,n > 5.

1.6.19 Cviceni Kazdou z rovnic ze cviceni 1.6.18 povazujte za homogenni rovnici prislu$nou nésledujicim
pravym strandm:

1. (=3)™.

2. (2" (n—=T).

3. sinn - (n? —4).
4. 142" 4 3™

5. (n+ 6)(1 + 327).

U kazdé z pétadvaceti takto vzniklych nehomogennich rovnic naleznéte partikularni feSeni.

1.6.20 Cviceni V tomto cviceni vyfesite jednu tlohu o parketdzi. Mistnosti rozméru n budeme rozumét Sa-
chovnici rozméru 2™ x 2™, ze které je jedno (libovolné) pole vyjmuto. Toto je ptiklad mistnosti rozmeéru 3:
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Trimino je parketa nasledujiciho tvaru:

Vyteste néasledujici problémy:

1. Sestavte rekursivni algoritmus, ktery vyparketuje libovolnou mistnost rozméru n > 2 triminy. Vyparke-
tovanim triminy rozumime rozlozeni trimin po mistnosti tak, aby zadné pole nezbylo volné. Trimina se
pfitom mohou pouze dotykat hranou a nesmi pokryt vyjmuté pole.

2. Ukazte (indukci) totélni korektnost tohoto algoritmu.

3. Oznacte jako P(n) poclet triminovych parket, nutnych k vyparketovdni mistnosti rozméru n > 2. Na
zdkladé rekursivniho algoritmu sestavte rekurentni rovnici pro P(n) a vyfeste ji.

1.6.21 Cviceni Problém hanojskjch vézi (anglicky: Towers of Hanoi) pro n diski je nasledujici:

1. Na vodorovné desce jsou tii svislé jehly.

2. Je dano n diskd s navzajem riznymi prumeéry. Kazdy disk ma uprostied otvor, aby Sel navléci na jehlu.

Téchto n diskt je na poc¢atku navleceno na levou jehlu. Pfitom nejvétsi disk je vespodu a pak jsou postupné
na jehlu navleceny disky se zmenSujicimi se prameéry.

3. Powoleny tah je premisténi jednoho disku z jedné jehly na jinou. Po ukonceni tahu nesmi byt disk s vétsim
pramérem navlecen nad disk s men$im pramérem.

4. Uloha zni: povolenymi tahy pfestéhujte n diskil na pravou jehlu. Ve vysledné konfiguraci potom musi byt
nejvétsi disk opét vespodu a na ném postupné na jehlu navleceny disky se zmensujicimi se praméry.

Vyfeste nasledujici problémy:
1. Sestavte rekursivni algoritmus, ktery vyresi problém hanojskych vézi pro n diska, n > 1.
2. Ukazte (indukci) totélni korektnost tohoto algoritmu.

3. Oznaéte jako H(n) pocet povolenych tahti, nutnych k vyfeSeni problému hanojskych véz pro n diskd,
n > 1. Na zakladé rekursivniho algoritmu sestavte rekurentni rovnici pro H(n) a vyfeste ji.

1.6.22 Cviceni Posloupnost {F'(n)}52, Fibonacciho ¢isel je rekurentné definovana takto:

Fn+2) = F(n+1)+F(n), n>0
FO) = 0
F1) = 1

Odvodte explicitni vzorec pro n-té Fibonacciho éislo F'(n):

F(n)_1<(1+\/5)”_(1\/‘;’)">, n>0 (1.17)

NG 2 2

Vyfeste nasledujici dvé dlohy jak s pouzitim pouhé rekurentni definice éisel F'(n), tak s pouzitim explicitniho
vzorce pro F(n):
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44 Kapitola 1. Matematickéd indukce a rekurentni rovnice

1. Vyjadrete soucet ZF(k) pomoci F(n + 2).
k=0

2. Ukazte, ze pro kazdé n > 1 plati nerovnost

3. Ukaite, Ze pro kazdé n > 0 plati rovnost F'(n + 1)F(n+ 1) — F(n)F(n+2) = (-1)™.
1.6.23 Cviceni Definujte pojem syntaktického stromu.

1.6.24 Cviceni 7 predmétu Matematickd logika znate syntaxi formuli vyrokové logiky. Tyto formule jsou
vytvaFené z neprazdné mnoziny At atomickych formuli pomoci zdkladnich logickych spojek —, A, V, =, <.
Zadejte syntaxi formuli vyrokové logiky pomoci deduktivnich pravidel a pomoci syntaktickych stromd.

1.6.25 Cvi€eni At ¥ = {a,b,c} je abeceda. Zadejte induktivné mnozinu L vSech slov, kterd obsahuji slovo
bbca jako podslovo. Indukci dokazte korektnost definice.

1.6.26 Cviceni At X = {a,b} je abeceda. Zadejte induktivné mnozinu L vSech slov, kterd se étou zleva doprava
stejné jako zprava doleva (takovym slovim se ¥ikd palindromy). Indukei dokazte korektnost definice.

@ 1.6.27 Cviceni Af{ X =1{0,1,2,...,9}.

1. Zadejte induktivné mnoZinu N vsSech slov nad ¥, kterd representuji kladnd pfirozena ¢isla. (Tato tloha
vyZaduje pfesné zformulovat vlastnost ,slovo w € ¥* representuje kladné pfirozené ¢islo®.)

2. Definujte rekursivné funkci s : N — N tak, aby slovo s(w) representovalo naslednika toho pfirozeného
Cisla, které je representovano slovem w.

1.6.28 Cviceni At k > 1 a at ¥ = {aj,az,...,a;} je koneéna abeceda. Ukazte, 7ze sada pravidel

—© | ma— O | w1 | e ®

definuje induktivné mnozinu ¥* vSech slov nad abecedou X.

1.6.29 Cviceni Pro libovolné pfirozené ¢islo k > 2 plati: pokud slovo v zac¢ind a kondi stejnym znakem, a
pokud |v|, = |v|p = k, pak existuji neprazdna slova vy, ve takovd, Ze v = viva, |vi|e = |v1]p & |V2]a = |V2]s.
Dokazte.

Revize kapitoly
Dozvédéli jsme se:
v Existuje fada principi indukce pro pfirozend ¢isla, vSechny jsou navzdjem ekvivalentni.

v Dikaz indukci je rekursivni algoritmus. Jako takovy pracuje smérem doli: od n + 1 k n pomoci dekom-
posice.

v/ Indukci lze dokazovat pouze tvrzeni majici formu
Pro véechna ptirozend ¢isla n > ng plati tvrzeni V(n).
v/ Princip indukce ma v computer science vysadni postaveni: zarucuje naptiklad terminaci rekursivnich

algoritmi, viz pojem variantu. Nalezeni variantu mize byt velmi obtizné, viz Collatziv problém.
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v/ S principy indukce tizce souvisi rekurentni rovnice. Linearni rekurentni rovnice se ¥esi velmi podobné jako
linearni diferencidlni rovnice.

v/ Indukéni principy l1ze chapat i jako definicni techniku. Lze tak napiiklad induktivné definovat nejriznéjsi
mnoziny slov nad zadanou (kone¢nou) abecedou. Chceme-li ukédzat korektnost induktivni definice pro
mnoziny slov, je zapotfebi provést dva dikazy indukci.

Pro pfipravu na zkousku zkuste zodpovédét nasledujici otazky:

v Zvolte si sviyj oblibeny rekursivni algoritmus (ne vypocet faktorialu) a oddivodnéte jeho terminaci pomoci
nalezeni variantu. Vysvétlete presné, kde pouzivate princip indukce.

v/ Navrhnéte rekursivni algoritmus, ktery neterminuje. Vysvétlete proc.

v/ Podrobné si promyslete zptisob feseni lienarnich rekurentnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

Doplnujici literatura

O principech indukce se lze docist v témér kazdé ucebnici matematiky pro computer science, doporucujeme
napiiklad knihu

w [, Childs, A Concrete Introduction to Higher Algebra, Springer, New York, 1995

a pro zasobu ,klasickych®* prikladi jakoukoli sbirku pro stfedni Skolu. K literatufe o indukci je mozné jesté
pridat knihu

w T. Forster, Logic, Induction and Sets, London Mathematical Society, 2003

ve které je strukturdlni indukce dale zobecnéna.
Koho zajimaji otadzky okolo korektnosti algoritmt, tomu lze doporucit napfiklad knihu

w R. C. Backhouse, Program Construction and Verification, Prentice-Hall, London, 1986
kde je podrobné vysvétlena prace s variantem a invariantem nebo
= J. Velebil, Logika programi, http://math.feld.cvut.cz/velebil/

coz je text vénovany aplikacim (modélni) logiky na korektnost programii.
O vztahu rekursivnich algoritmii a principi indukce pojednéava napiiklad kapitola 2 knihy:

= S, Dvorak, Dekompozice a rekursivni algoritmy, nakladatelstvi Grada, Praha, 1992

kde se dozvite i dalsi o problému hanojskych vézi, viz cvi¢eni 1.6.21.
Vice se o teorii, zptuisobech Teseni a aplikacich rekurentnich rovnic lze doc¢ist v knihach

w J. Kaucky, Kombinatorické identity, Veda, Bratislava, 1975

w W. G. Kelley a A. C. Peterson, Difference Equations: An Introduction with Applications, Academic Press
Inc., New York, 1991

Primé aplikace rekurentnich rovnic v teorii algoritmt lze najit napriklad v knize

ww T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest a C. Stein, Introduction to Algorithms, MIT Press, Massa-
chusetts, 2005

O obecném problému parketéze (tiling problem), nacatém ve cviceni 1.6.20 (viz také piiklad 2.1.18), se lze
mnoho zajimavého dozvédét v knihach

= R. Penrose, Emperor’s New Mind: Concerning Computers, Minds and The Laws of Physics, Oxford
University Press, 1989

= R. Penrose, Shadows of the Mind: A Search for the Missing Science of Consciousness, Vintage Books,
1995
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Kapitola 2

Pocditani modulo

When the clock strikes twelve, we’ll cool off then,
Start a rockin’ round the clock again.
Bill Haley, Rock Around The Clock

V této Casti zavedeme nova ,cCisla“, kterd budou pozdéji hrat roli redlnych ¢isel pfi feseni problémi, které
jsme zvykli fesit v linedrni algebte.

Nase tvahy nds povedou k nésledujici otézce: které vlastnosti jsou pro klasickou linedrni algebru (pocitani
s realnymi ¢isly) podstatné? Vysledné definice okruhu — definice 2.3.14 — a télesa — definice 2.3.17 pak jsou
abstrakci téchto vlastnosti.

2.1 Délitelnost v oboru pfirozenych a v oboru celych cisel

Nejprve pripomeneme nékteré znamé pojmy z délitelnosti pfirozenych a celych cisel.

2.1.1 Definice Rekneme, Ze pfirozené éislo a déli prirozené cislo b (tento fakt znaéime a | b), pokud existuje
pfirozené ¢islo n takové, ze b =n - a.

Rekneme, 7e celé &islo a deli celé c¢islo b, (tento fakt téz znacime a | b), pokud existuje celé ¢islo n takové,
zeb=mn-a.

2.1.2 Poznamka Pokud a déli éislo b (v oboru pfirozenych ¢isel nebo celych ¢isel), pak ¢islo a nazveme délitelem
¢isla b.
Zduraznéme, ze podle vyse uvedené definice je ¢islo 0 délitelné ¢islem 0.

Pfipomenime, Ze pfirozenému ¢islo p vétsimu nez 1 fikame prvocislo, pokud je ¢islo p délitelné pouze Cisly 1
a p.

2.1.3 Lemma Mnozina vsech prvocisel P je nekonecna mnozina.

DUKAz. ! Pfedpoklddejme, ze P = {p,...,p,}. Definujeme p¥irozené &islo p takto: p=p1 -pa-... Dn_1-pn+1.
Ziejmé p ¢ P. Je-li p prvocislo, jsme hotovi — piivodni mnoZina {pi,...,p,} nemohla obsahovat vSechna
prvocisla. Je-li p slozené ¢islo, musi se v jeho prvociselném rozkladu vyskytovat prvocislo, které neni v mnoziné

{pl» s apn}-
V kazdém p¥ipadé mnozina {pi, ..., p,} neobsahuje v8echna prvocisla, mnozina P musi byt nekoneéns. W

1Tento dikaz je pfipisovan Eukleidovi. Eukleides byl fecky matematik, ktery il piiblizné ve 3. stoleti pf.n.l., a ktery je autorem
pozoruhodné knihy X7ouxewwn (Zdklady, v ¢eském piekladu kniha vysla v roce 1907), ze které pochazi nejen tento dukaz, ale i
algoritmus pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele, viz stranu 49. V knize Zdklady také Eukleides zformuloval axiomatickou
geometrii, viz poznamku 6.3.7.
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2.1. Délitelnost v oboru pfirozenych a v oboru celych ¢isel 47

2.1.4 Definice Prvociselnym rozkladem prirozeného Cisla x rozumime rovnost

— n2 n
:I; = pl . p2 " e ee ® pr’r7
kde r > 1 je pfirozené ¢islo, p1 < ps < ... < p, jsou navzajem rtiznd prvocisla a ni, ne, ..., n, jsou kladna
prirozend cisla.

Nasledujici véta tika, ze prvocisla tvori zakladni ,stavebni kameny“ prirozenych cisel.

2.1.5 Véta (Zakladni véta elementérni teorie éisel)
Pro kazdé prirozené ¢islo x > 2 existuje jednoznacny prvociselny rozklad.

DUKAz. Existenci prvoéiselného rozkladu jsme dokézali v ptikladu 1.1.11. Jednoznacénost prvoéiselného rozkladu
ukézeme indukci podle x.

1. Zakladni krok. Pro x = 2 zfejmé tvrzeni plati: 2 = 2! je jednozna¢né uréeny prvoéiselny rozklad.

2. Indukéni krok. Piedpokladejme, Ze vSechna pfirozena éisla k, pro kterd je 2 < k < x + 1, maji jedno-
znacné urceny prvociselny rozklad. Dokazujeme nyni jednoznacnost prvociselného rozkladu pro prirozené
¢islo z + 1.

Atz +1=0p" -p3>-...-plrax+1=q¢" q¢? ... ¢ jsou dva prvociselné rozklady &isla x + 1.
Z definice je p1 <p2 < ...<praq <qs <...<gs.

Mohou nastat dva piipady:

(a) x +1 je prvocislo. Pak s =r=1axz+ 1 = p; = ¢;. Rozklad je uréen jednoznac¢né.
(b) x4 1 je slozené ¢islo. Pak mohou nastat t¥i pfipady:

i. p1 = ¢1. Oznacme tuto spoleénou hodnotu jako p. Potom lze ¢islo = + 1 vydélit ¢islem p”, kde n
je mensi z ¢isel ny, my.

Oznacme = a. Podle indukéniho predpokladu ma ¢islo a jednozna¢né urceny prvociselny

rozklad. Protoze a = p™ " -py?-....pl'm aa = p™ ™.qy"%-...-¢" jsou dva prvoéiselné rozklady

¢isla a, musi byt splnéno r = s, ny —n =my —n a dale ps = g2, No = Mo, ... Pr = Q¢r, Ny = M.
Protoze z rovnosti ny —n = my — n plyne, Ze n; = my, je prvociselny rozklad ¢isla x + 1 urcen
jednoznacné.

ii. p1 < ¢1. Ukézeme, ze tato situace nemize nastat. Definujme ¢islo a nasledovné:

a=q" gy gl =gt T gy
Protoze plati
a=pr- PP py P =g T gy ™)

musi byt v prvociselném rozkladu ¢isla a byt pouzito prvocislo p;. Protoze plati

a=(q—p)-gi" g gl
a protoze p; # q; pro i € {1,...,s}, musi p; délit ¢islo ¢; — p1. TudiZ pro n&jaké pfirozené ¢islo

k plati p; -k = q1 — p1, neboli g1 = p1 - (k+ 1). To je spor, ¢; je pFece prvodéislo.
iii. p; > ¢1. Tento pripad se fesi analogicky jako posledni pfipad.

2.1.6 Priklad Existence a jednoznacnost prvociselného rozkladu umoziiuje systematicky vyhledavat délitele
daného piirozeného ¢isla. Napiiklad ¢islo 1960 méa prvoéiselny rozklad 23 - 5 - 72, Kazdy délitel ¢isla 1960 lze
zakédovat jako vektor o tfech slozkach, prvni soutfadnice tohoto vektoru fika, kolikrat bylo pouzito prvocislo 2,
druha slozka vektoru fiké, kolikrat bylo pouzito prvodislo 5, a tfeti slozka fika, kolikrat bylo pouzito prvocislo
7. Vektor

(2,0,1)
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48 Kapitola 2. Poc¢itani modulo

tak napiiklad kéduje délitele 22 - 50 - 71 = 28.

Celkové tedy mizeme usoudit, Ze Cislo 1960 ma celkem 4 - 2 - 3 = 24 ruznych délitelu. To je totiz pocet
riiznych vektort délky 3, jejichZ prvni slozka milze byt obsazena ¢tyfmi riiznymi zpisoby (totiz ¢isly 0, 1, 2, 3),
druha slozka dvéma ruznymi zpusoby a tfeti slozka tfemi riznymi zpusoby. Viz také cviceni 2.4.6.

Ve cviceni 2.4.1 se ukazuje, Ze mnozina vSech pfirozenych ¢isel N spolu s bindrni relaci | tvoii uspotddanou
mnozinu (viz definici 6.1.1).? Mtizeme tedy na fakt, #e a | b nahlizet abstraktné jako na fakt, ze ,a je mensi
nebo rovno b*. Hasseho diagram (viz pozndmku 6.1.6) tohoto posetu vypad4 takto:

04/0 6/09 e souc¢in dvou prvocisel
2&07/0 11 - prvocisla
l 1

Ocislujeme-li jednotlivé hladiny Hasseho diagramu vzestupné pocinaje indexem 0, je hladina s indexem n ob-
sazena pfesné viemi ¢isly, ktera jsou souc¢inem n prvocisel. Cislo 1960 je vytvofeno soudinem Sesti prvoéisel
(rozklad je 2-2-2-5-7-7), proto se v Hasseho diagramu objevi az na hladiné s indexem 6.

2.1.7 Definice Rekneme, Ze prirozené ¢islo d je nejvétsim spolecnym délitelem prirozenyjch &isel a, b (znaceni
d = ged(a, b)), pokud jsou splnény nésledujici dvé podminky:*
1. Cislo d je spoleénym délitelem &isel a, b, tj. plati, d | a a sou¢asné d | b (v oboru piirozenych &sel).
2. Cislo d je nejvétsim ze vsech spolecnijch délitelii ¢isel a, b, tj. plati nasledujici: je-li ¢ takové piirozené éislo,
pro které plati ¢ | a a soucasné ¢ | b, potom ¢ | d.

Pokud gcd(a, b) = 1, fekneme, Ze pfirozend ¢isla a, b jsou nesoudélnd.

2.1.8 Poznamka Vyuzijeme-li faktu, Ze N spolu s relaci | tvofi poset (cviceni 2.4.1), potom definice nejvétsiho
spole¢ného délitele ged(a, b) ¢isel a, b je pfesné definice infima v tomoto posetu.

Znéme-li prvociselny rozklad cisel a, b, je nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele snadné.

2.1.9 Piiklad Pro ¢islaa = 1960 = 23.5-7% a b = 308 = 22-7-11 je ged(a, b) = 227 = 28. Z obou prvociselnych
rozkladt staci vzit vSechna spole¢né prvocisla v maximéalni spoleéné mocniné.

Znalost prvociselného rozkladu tedy umoznuje tesit celou fadu tloh o délitelnosti. Nalezeni prvociselného
rozkladu je vSak obecné velmi tézky problém — na tomto faktu je zalozen naptiklad Sifrovaci protokol RSA
(ifrovani s vefejnym kli¢em), viz odstavec 3.5.

Ukéazeme, ze pri hledani nejvétsiho spole¢ného délitele se znalosti prvociselnych rozkladu lze vyhnout. Na-
sledujici tvrzeni bude zakladem pro dalsi ivahy o délitelnosti.

2.1.10 Tvrzeni (Déleni se zbytkem v oboru celych éisel)

7 v

At a, b jsou libovolna celd ¢isla, b # 0. Pak existuji jednoznacné urcené celd ¢isla q a r takovd, Ze jsou splnény
nasledujici dvé podminky:

1. Plati rovnost a =q-b—+r.
2. Cislo r splituje nerovnost 0 < r < |b|.

DuUKkAz. Nejprve ukdzeme existenci takovych éisel ¢ a r. Protoze plati (—q) - (=b) = ¢ - b, mizeme bez Gjmy na
obecnosti pfepokladat, ze b > 0. Budeme rozliSovat dva pfipady:

Cislo a je vétsi nebo rovno 0. Budeme postupovat indukei podle a.

2Budeme pouzivat obvyklejsi slovo poset z anglického partially ordered set.
3 Anglicky greatest common divisor, odtud pochazi znaceni.
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2.1. Délitelnost v oboru pfirozenych a v oboru celych ¢isel 49

Je-li a = 0, je tvrzeni trividlni, protoze mtzeme zvolit ¢ = r = 0.

Piedpokladejme, Ze pro a > 0 existuji celd ¢isla g, r takovd, ze a = q¢-b+r a0 <r <|b| =b.
Potoma+1=¢q-b+ (r+1),kde r +1 < b. Je-li r + 1 < b, jsme hotovi. Je-li r + 1 = b, pak
a+1=q-b+b=(g+1)-b+0.

Cislo a je mensi nez 0. Podle pfedchoziho existuji cela ¢isla ¢/, ' takova, ze —a =¢' -b+1" a0 <r' <b.
Opét rozlisime dva piipady.

Jestlize ' = 0, polozme ¢ = —¢' a r = 0. (Plati totiz a = (—¢') - b+ 0.)
Jestlize v’ > 0, polozme g = —¢'—1ar =b—r'. Plati totiza = (—¢'—1)-b+(b—1") a0 < (b—r') < b.

Zbyvé ukazat, Ze Cisla g a r jsou urcena Cisly a a b jednoznacné. Pfedpokladejme, Ze jsme vyjadrili ¢islo a dvéma
zpusoby, tj. predpokladejme, Ze existuji celd ¢isla q1, g2, 71 a ro takova, ze plati

a=qi-b+mr 0<ri<bd

a=qy-b+ry 0<ry<d

Potom plati ¢; -b+7r; = ¢2-b+ 19 a tudiz (¢ — q2) - b = ro — 1. Protoze plati 0 < r; <ba 0 <ry <b,je
|re — 71| < b. Tudiz je |(g1 — ¢2) - b| < b, tedy g1 = 2. Z toho plyne, Ze r1 = ra. [ ]

2.1.11 Definice Jednoznac¢né urcené cislo r z predchozi véty nazveme zbytkem po délent c¢isla a cislem b.
Na platnosti nasledujiciho tvrzeni zaloZzime konstrukei rekursivniho algorimu pro hledani nejvétsiho spolec-

ného délitele dvojice prirozenych cisel.

2.1.12 Tvrzeni Predpokldadejme, Ze pro piirozena ¢isla a, b plati a > b > 0. Vydélme dcislo a ¢islem b se
zbytkem. Pro néjaka q a r tedy plati
a=q-b+r, kde0<r <b.

1. Je-lir =0, potom b je nejvétsim spolecnym délitelem cisel a, b.

2. Je-lir > 0, ozna¢me jako d jakéhokoli spolecného délitele ptivodnich ¢isel a a b. Potom d je spole¢ny délitel
cisel b a r.

DUKAZ.
1. Pokud a = ¢ - b+ 0, potom b je zfejmé nejvétsi spolecény délitel cisel a, b.

2. Predpokladejme, zZe d je spoleény délitel ¢isel a a b. To znamena, Ze existuji prirozena Cisla q,, qp tak, ze
plati
a=qy-d a b=q-d

Protoze a = q-b+r, plati tedy g, -d =q-q,-d+r, neboli q, -d — q- qp - d = r. Z levé strany rovnosti lze
vytknout d, to znamend, ze d je délitelem cisla r.

|
Predpokladejme, ze pro prirozend Cisla a, b plati a > b > 0. Eukleidiv algoritmus pro hledani nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a, b popiseme takto:

Oznacme b = by a délenim se zbytkem vytvorme posloupnost pfirozenych ¢isel by, bs, .. .:

a = qo-bo+by
bp = qi-bi+b
by = q2-b2+103
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PovSimnéme si, ze plati by > by > bs > .... Jde totiz o zbytky pfi dé€leni. Proto existuje n takové, ze b, = 0.
Tvorbu posloupnosti b1, ba, ... v tomto okamziku zastavime. Potom ¢islo b,,_1 je nejvétsi spolecény délitel ¢isel a,
b— to plyne z tvrzeni 2.1.12. Vsimnéte si, ze by, ba, . .. tvori variant Eukleidova algoritmu ve smyslu odstavce 1.2.

2.1.13 Piiklad Ukazme piiklad béhu Eukleidova algoritmu pro a = 427, b = 133.

427 =3-133 + 28
J

\/\/\[\J

133 =4- 28 +21
J

28 =1-21 + 7

'

21 =3- 7 +0
Proto plati, Ze ged(427,133) = 7.

Disledkem Eukleidova algoritmu je nasledujici tvrzeni, které budeme v dalsim potfebovat.

2.1.14 Dusledek (Bezoutova rovnost)
At a a b jsou prirozena cisla. Potom existuji celd ¢isla o, (3 tak, ze plati rovnost

ged(a,b)=a-a+ (-0
Bezoutovu rovnost nebudeme dokazovat, ukdzeme na prikladu, jak prislusné koeficienty v a 3 nalézt.

2.1.15 Piiklad V piikladu 2.1.13 jsme pomoci Eukleidova algoritmu ukézali, Ze ged(427,133) = 7. Rovnosti,
které jsme pii béhu Eukleidova algoritmu vytvorili, nyni vyuzijeme k nalezeni celych ¢isel «, 3, pro ktera plati

T=qa-427+3-133

Protoze Cislo 7 (nejvétsi spoleény délitel) se vyskytlo v rovnicich piikladu 2.1.13 jako zbytek (pfedposledni
rovnost), miZzeme psat
7=1-28—-21

kde ¢isla 28 a 21 jsou opét zbytky po déleni (v prvni a druhé rovnici). VSechny zbytky v dalsich vypoétech jsou
podtrzené, cisla 427 a 133 jsou v rdmecku, o nepodtrzenych cislech budeme uvazovat jako o skalarech, s jejichz
pomoci vytvorime hledana ¢isla a a §. Postupnym vyuzivanim rovnic z prikladu 2.1.13 tak dostaneme

7 o= 1-28-21
= 1-(427]-3-[133]) — (133]—4-28)
= 1-(427]-3-[133]) - (133] -4 (427] - 3-[133))
= 5'_16'm

Hledana ¢isla jsou: a =5, g = —16.

Se zvysujicim se poc¢tem Fadkt v Eukleidové algoritmu se vyse uvedeny postup se stava zdlouhavym a
tézkopadnym. Proto zformulujeme:

vy »

2.1.16 Rozsireny Eukleiduv algoritmus
Vstup: prirozend d¢isla a, b, kde a > b > 0.
Vystup: d = ged(a, b) a celd éisla a, G, spliujici d=a-a+ (- 0.

1. Je-li b =0, polozte d := a, a := 1, B := 0 a skoncete.
2. Polozte ag :==1, a1 :=0, B3 :=0, [y := 1.
3. Dokud b > 0 délejte nasledujici:

3.1 Spoctéte gar tak, zea=q-b+7r,0<r <b.
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3.2 Polozte v := g — q - a1, B:= P2 —q- Pr1.
3.3 Polozte a :=b, b:=r.
3.4 Polozte as := a1, oy := «, [ := B, (1 := 0.

4. Polozte d := a, o := ag, B := (32 a skoncete.

V krocich 3.1 a 3.3 jste urcité rozpoznali klasicky Eukleidtv algoritmus. Zbyva vysvétlit kroky 3.2 a 3.4.
Nechame si to na pozdéji a spustime rozsiteny Eukleidtiv algoritmus na nalezeni ged(427,133). Nase vypocty
usporadame do tabulky:

a blg| r| al Bla| ar | Bo| B
427 | 133 1 0 0 1
427 1 133 | 3 | 28 1 -3 0 1 1 -3
133 28 14| 21 -4 13 1 -4 -3 13

28 21 |1 7 51 -16 | -4 5 13 | -16
21 713 0| -19 61 51 -19 | -16 61
7 0 51| -16

Proto tvrdime, Ze ged(427,133) = 7 a Ze Bezoutova rovnost mé tvar 7 =5 - 427 4+ (—16) - 133.

2.1.17 Poznamka Naznac¢ime, pro¢ je rozsifeny Eukleiduv algoritmus korektni. Pijde o ukdzku uZiteéné tech-
niky, kterd se pro rekursivni algoritmy ¢asto pouziva, o invariant. (Pfipomerime, Ze v odstavci 1.2 jsme vyuzili
pojmu variant k ditkazu terminace rekursivniho algoritmu.) Pojem invariantu se vyuzivd k diikazu (parci-
alni) korektnosti rekursivniho algoritmu. Zhruba Fedeno, invariant je formule, kterd plati na zacatku a zustava
pravdivou ,,pfi priichodu algoritmem®. (Srovnejte s invarianci vlastnosti V' v principu strukturdlni indukce ve
vété 1.4.5.) Proto invariant plati po skonceni rekurse a proto vhodny invariant ndm ¥ikd, Ze algoritmus pocita
to, co chceme. Je zapotiebi poznamenat, Ze invariant neni v Zaddném pfipadé uréen jednoznaéné (napf. 1+1 = 2
je invariantem vzdy) a Ze hledani dobrého invariantu neni algoritmicky FeSitelna tloha.
Invariant rozsifeného Eukleidova algoritmu vypada takto:

1. Ptvodni hodnoty a a b ulozime do A a B, neboli algoritmus 2.1.16 obohatime o fadek
0. Polozte A :=a, B := 0.

2. Pokud se vykona radek 1., pak je d vskutku nejvétsi spolecny délitel a a b. Protoze algoritmus kondi, je
korektnost v tomto pripadé dokazana.

3. Pokud se fadek 1. nevykond, povsimnéte si, ze po vykonani fadku 2. plati rovnosti
b=a;-A+31-B a a=as-A+p5:-B
Tato formule je hledanym invariantem a my pravé dokazali, Ze plati na zacatku rekurse.

4. Abychom ukézali, Ze vySe uvedené rovnosti tvoii invariant, predpoklddejme, Ze plati b=y - A+ (31 - B a
a=ag A+ By B aZe se ma vykonat télo cyklu while, tj., Ze plati b > 0. Musime ukézat, Ze plati

r=(az—q-o1) A+ (fa—q-p1) B a b=ar-A+p1-B
(coz je invariant po prichodu cyklem). Druha rovnost je trividlni a pro dikaz prvni rovnosti spo¢téme

r = a-qb=(g-A+p-B)—q (a1 A+ -B)=
= (w—q-a1)- A+ (B2—q-b) B

5. Proto invariant plati po skonéeni cyklu while. To nastane, kdyz b = 0 a protoze plati a = ag - A+ (2 - B,
dava radek 4. hledanou rovnost d =« - A+ 3 - B.
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@ 2.1.18 Priklad V tomto pfikladu ukdZeme pouZiti invariantu na vyteseni dalsi tlohy o parketdzi (viz také
cviceni 1.6.20).
Mistnosti rozmeru n, kde n > 1, budeme rozumét Sachovnici rozméru 2n x 2n, ze které jsou vyjmuty protilehld
rohova pole. Toto je priklad mistnosti rozméru 4:

Domino je parketa nasledujiciho tvaru:

L[]

Zddnou mistnost rozméru n > 1 nelze vyparketovat dominy.

UkéZeme tvrzeni:

Budeme postupovat nasledovné:

1. Jednotliva pole mistnosti rozméru n obarvime stiidavé ¢erné a bile tak, jak je tomu na bézné Sachovnici.

Povsimnéme si, ze diky predpokladiim musi mit vyjmuté protilehla rohova pole stejnou barvu. Bez Gjmy
na obecnosti budeme predpokladat, ze oba vyjmuté rohy jsou cerné.

Proto pro nasi mistnost plati rovnost
#B+2=#W (2.1)

kde # B znaci pocet ¢ernych poli a #W znadci pocet bilych poli v mistnosti.

2. Jakykoli parketovaci algoritmus musi pokladat (podle néjaké strategie S) domina tak dlouho, dokud neni
mistnost vyparketovana.

Pokud pfed poloZenim jednoho domina pro dosud nevyparketovanou ¢ast mistnosti platila rovnost (2.1),
bude po poloZeni jednoho domina rovnost (2.1) pro dosud nevyparketovanou ¢4st mistnosti platit opét.
Tato vlastnost zjevné na strategii S viibec nezavisi.

3. Predpokladejme, Ze existuje terminujici parketovaci algoritmus. Podle pfedchoziho musi po ukonceni algo-
ritmu platit rovnost (2.1) pro prdzdnou mistnost. V pfedchozim bodé jsme totiz ukazali, Ze rovnost (2.1)
je invariantem.

To je ovSem spor: prazdna mistnost ma 0 éerngch a 0 bilych poli a rovnost (2.1) pro ni neplati. Uspésny
parketovaci algoritmus tudiZ nemtize existovat.

2.1.19 Poznamka Algoritmus 2.1.16 ndm dodal konstruktivni zpusob nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele.
Zajimavé pouziti principu dobrého uspotfddani ndm dovoli dokézat existenci ged(a, b) nekonstruktivné. Dikaz
probiha nasledovné (a, b jsou kladné pFirozend ¢isla):

Definujte S = {n-a+m-b | m an jsou celd ¢isla}. Mnozina S je neprazdna a obsahuje alespoii jedno
kladné ptirozené ¢islo. (Celd mnozina S samoziejmé neni podmnozinou N.)

Podle principu dobrého uspofddani ma mnozina SN{n | n > 0} nejmensi prvek, feknéme d. Pak, pro néjaka
celd ¢isla a, 3, plati rovnost d = o~ a + - b. Navic je d < a (protoze plati a = 1-a+0-b) a d < b (protoze
b=0-a+1-b). Podle véty o déleni se zbytkem miiZeme psat:

= d-qa+re, 0<1, <d
b = d'CIb+7”b, 0<r,<d
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Pak plati rovnost r, = (1 — - qq) -a+ (=8 - qa) - b a tudiz je r, = 0, protoze d je nejmensi kladné p¥irozené
¢islo v mnozing S. Proto plati d | a. Podobné ivahy néds dovedou k tomu, Ze plati d | b. Ukézali jsme, Ze d je
spoleénym délitelem ¢isel a a b. Samozfejmé, pokud je ¢ jiny spoleény délitel ¢isel a a b, pak plati ¢ | d (vyuzijte
rovnost d = - a + 3 - b). Tudiz jsme ukdzali, Ze d = ged(a, b).

@ 2.1.20 Poznidmka Uvahy pfedchoziho ditkazu byly typickou ukéizkou nekonstruktivniho existenéniho dikazu
v matematice. Po skonceni takového dikazu jsme presvédceni o existenci hledaného objektu nade vsi pochybnost,
neni v8ak zadan zadny zpusob, jak onen objekt sestrojit. Krasnou ukézkou nekonstruktivniho dikazu je dikaz
tvrzeni

Existuji dvé kladna iracionalni ¢isla a, b takova, Ze mocnina a® je racionalni é&islo.

Pii dtikazu vyuzijeme faktu, Ze nastane pravé jeden ze dvou pripadi:

1. Mocnina \/5\/5 je racionalni ¢islo. V tomto piipadé lze dikaz ukonéit, polozte a = v/2, b = /2. Pak a’ je
racionalni ¢islo.

V2

2. Mocnina \/5\/5 je iracionélni &slo. V tomto piipadé polozte a = /2 2, b= /2. Pak a® = 2.

Vtip je v tom, ze nepotiebujeme védét, kterd z alternativ nastava. V kazdém z obou pripadi totiz umime dikaz
aspesné dokondit.

Vime, ze Eukleidiiv algortimus vzdy skonéi. Mizeme se v8ak zeptat, jak dlouho vypoclet ged(a,b) trva.
Odpovéd souvisi s Fibonacciho® posloupnosti {F(n)}2 ;, zavedenou ve cviceni 1.6.22.

2.1.21 Tvrzeni At a > b a at n je pocet cifer ¢isla b v decimédlnim rozvoji. Potom Eukleidiiv algoritmus pri
hledani ged(a, b) vykond méné nez 5n déleni.

DUKAZ. Ozna¢me jako k pocdet po sobé jdoucich déleni v Eukleidové algoritmu, spusténém na a a b. Chceme
dokézat nerovnost k < 5n.

Jako b =09 > by > by > ...b; > 1 oznadime posloupnost zbytkd po déleni, tj. béh Eukleidova algoritmu ma
nasledujici tvar:

a = qo-bo+by
bo = qi1-bi+0bo
by = qa2-by+bs3
b2 = qr-1-br_1+0bg
br—1 = qr-br+0
DokéZeme nerovnost
bri > F(i+2), 0<i<k (2.2)

kde F(i + 2) je (i + 2)-té Fibonacciho éislo.
1. Pro ¢ = 0 plati nerovnost by > F(2), protoze F(2) =1 a by > 1.

2. Pro i = 1 plati nerovnost by_1 > F(3), protoze F'(3) =2 a by_1 > by > 1.

4Leonardo Pisano (1170-1250), znamé&jsi pod predzdivkou Fibonacci, je mimo jiné autorem dila Liber Abaci. Opisovanim této
knihy se po Evropé rozsitil pozi¢ni decimalni zapis arabskymi ¢islicemi. Arabské ¢islice jsou ovSem piivodem indické, ale do povédomi
se dostaly diky arabskym pracem. Viz také stranu 70. Stoji za zminku, Ze v obchodnim styku bylo pouzivani dekadického zapisu
kvuli moznym podvodim zakazano a az do 16. stoleti se proto v Evropé pouzival zapis fimskymi ¢islicemi. Zapis fimskymi ¢islicemi
je totiz na mozné pripsani cCislice odolnéjsi nez pozi¢ni zapis.
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3. Pro i > 2 se podivejme na rovnost
bk—i = Qr—i+1 " br—it1 + br—iy2
kterou ndm doda spusténi Eukleidova algoritmu. Pak plati
b—i = Qr—it1 - br—it1 + 0r—iya > bp_iz1 +bp_iyo > F(i) + F(i+1) = F(i +2)
(pouzili jsme zFejmé nerovnosti gx—;4+1 > 1).

S vyuzitim nerovnosti (2.2) dostavame
b=0by > F(k+2)

Podle explicitni formule pro Fibonacciho ¢isla (1.17) vime, ze plati

s = H((50) - (5)")

a proto plati i

e () (50)) > S (D)) &

k42

protoze plati < 1. Pfepsanim (2.3) dostaneme nésledujici nerovnosti

1-V5
2

(1*5V%)k+2<:b¢5+»1<»¢5@-%1)< (l*éwg)zw-%l) (2.4)

a, po vydéleni obou stran, nerovnost

Vﬁ
(14—2 5

Protoze plati 10 < (1+2‘/g)5, plati podle (2.5) nerovnost

)k<b+1 (2.5)

10F < (14.\/5

5k
5 ) < (b+1)°> < 10°" (2.6)

(zde pouzivdme nerovnost b < 10", ktera plyne z toho, ze b mé n cifer v decimédlnim rozvoji, a proto plati
b+1<10m).
Nerovnost k& < 5n plyne okamzité z (2.6). [

Pro dalsi analyzu Eukleidova algoritmu viz cviceni 2.4.9 a pro jiny dikaz tvrzeni 2.1.21 viz cviceni 2.4.10.

2.2 Preruseni vykladu — binarni relace a relace ekvivalence

V tomto odstavci prerusime tok vykladu: v odstavci 2.3 budeme totiz chtit ,slepovat® celd ¢isla a vybudovat
tak teorii pocitani modulo. Nez vysvétlime, co presné slepovanim myslime, zavedeme pojem bindrni relace na
mnozine.

2.2.1 Definice Bindrng relace R na mnoziné A je podmnozina R C A x A. Namisto (z,y) € R budeme psét

z R y a budeme tikat, ze = je v relaci R s y.

Zadat binarni relaci na mnoziné A tedy znamend zadat seznam R usporadanych dvojic prvkd mnoziny A.
Na onom seznamu R se vyskytuji pfesné ty dvojice (z,y), pro které plati « R y.

2.2.2 Priklad At A = {a,b, c}. Piiklady bindrnich relaci na A jsou:
1. R={(a,b),(c,a)}. Plati a R b a také ¢ R a.
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2. Ay = {(a,a),(b,b),(c,c)}. VSimnéme si, ze plati x A4 y prave, kdyz @ = y. Této relaci budeme Fikat
diagondla na A nebo identita na A.

3. A x A je binarni relace na A. Je to ,nejvétsi“ moznd bindrni relace na mnoziné A. Plati x (A x A) y pravé
tehdy, kdyz z,y € A.

4. () je binarni relace na A. Je to ,nejmensi“ mozn4 bindrni relace na mnoziné A. Pro zadnou dvojici (z,y)
neplati z 0 y.

Binarni relaci R na mnoziné A je vskutku uzite¢né si pfedstavovat jako seznam dvojic, ve kterych ma prvni
slozka néjaky vztah ke druhé. V dalsim budeme chtit takovou relaci R chapat dvéma rtznymi zpusoby:

1. Jako seznam dvojic (z,y), kdy se = mé ,slepit* s y. Takovym relacim R se Fikd relace ekvivalence.
Samoziejmeé, ze ne kazdou relaci mizeme chapat jako névod ke slepovani: relace ekvivalence musi mit
specialni vlastnosti, viz definici 2.2.3.

2. Jako seznam dvojic (z,y), kdy x je ,mensi nebo rovno* y. Takovym relacim R se Fiké relace uspofdddni.
Samoziejmé, Ze ne kazdou relaci mizeme chapat jako usporadani: relace usporadani musi mit specialni
vlastnosti, viz definici 2.2.3.

Specialni vlastnosti binarnich relaci, které nas budou zajimat, jsou nasledujici:

2.2.3 Definice Rekneme, Ze binarni relace R na mnoziné A je:
1. Reflexivni, kdyZ pro vSechna x € A plati: z R x.
2. Symetrickd, kdyz pro vSechna z,y € A plati: jestlize x R y, pak y R x.
3. Transitivni, kdyz pro vSechna z,y, z € A plati: jestlize x R y a soucasné y R z, pak x R z.
4. Antisymetrickd, kdyZz pro vSechna x,y € A plati: jestlize x R y a soucasné y R x, pak x = y.
5. Relace ekvivalence, pokud je reflexivni, symetrickd a transitivni soucasné.

6. Relace usporaddni, pokud je reflexivni, antisymetrickd a transitivni soucasné.

2.2.4 Poznamka Jedné speciélni relaci uspofadani (sice délitelnosti na mnoziné pfirozenych ¢isel) je vénovano
cviceni 2.4.1. Uspofadanim se budeme dale vénovat v kapitole 6 (specidlné v odstavci 6.1). Pfesto nyni budeme
definici relace usporadani analyzovat podrobnéji: zadanou binarni relaci uspofadéni na mnoziné A budeme pro
vétsi ndzornost v této poznadmce znacit C. To je ostatné znaceni v aplikacich zcela bézné. Mnozina C je tedy
mnozina usporadanych dvojic prvkia z A, kterd je navic reflexivni, antisymetricka a transitivni. Podivejme se,
co jednotlivé pozadavky znamenaji:

1. Reflexivita relace C znamend, Ze pro vSechna x € A plati x C z. Neboli: kazdy prvek = € A je ,mensi
nebo roven“ sdm sobé.

2. Antisymetrie relace C znamen3, Ze pro vSechna z,y € A plati: jestlize x C y a soucasné y C z, pak x = y.
Neboli: jestlize = je ,,mensi nebo roven“ y a soucasné y je ,,mensi nebo roven“ z, pak r = y.

3. Transitivita relace C znamen4, Ze pro vSechna x,y, z € A plati: jestlize x C y a soucasné y C z, pak = C z.
Neboli: jestlize x je ,,mensi nebo roven“ y a soucasné y je ,mensi nebo roven“ z, pak x je ,mensi nebo
113
roven® z.

Je vidét, ze t1i vlastnosti relace uspofadani jsou pfirozenymi pozadavky na vztah , byt mensi nebo roven®. Vice
v odstavci 6.1.

2.2.5 Poznamka UkéZzeme, Ze slepovani prvki mnoziny X se déje obecné pomoci relace ekvivalence (tj.
reflexivni, symetrické a transitivni binarni relace na mnoziné X, viz definice 2.2.3). Analyzujme opét tyto tii
vlastnosti a ¢téme pfitom = R y jako x se ma ,slepit“ s y.
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. Reflexivita relace R znamenad, Ze pro vSechna x € A plati z R z. Neboli: kazdy prvek € A se ma ,slepit“
sam se sebou.

. Symetrie relace R znamena, ze pro vSechna x,y € A plati: jestlize ¢ R y, pak y R x. Neboli: jestlize x se
maé ,slepit” s y, pak se y ma ,slepit” s z.

. Transitivita relace R znamen3, Ze pro vSechna z,y, z € A plati: jestlize z R y a soucasné y R z, pak = R z.
Neboli: jestlize x se mé ,slepit”“ s y a soucasné y se ma ,slepit” se z, pak se x ma ,slepit“ se z.

Predvedeme to na nékolika geometrickych ptikladech.

1.

Vezmeéme si nasledujici ¢tverec S v roviné:

A D

B C

1. Zavedme na S bindrni relaci R takto: dva body Py, P> ¢tverce S jsou v relaci R pravé tehdy, kdyz plati

bud P; = P, nebo P; i P, leZi na hranici.

Je snadné ukazat, Ze R je relace ekvivalence na mnoziné S (ukazte to). Relace R je tedy navod, jak slepit
body étverce: slepte vSechny body hranice do jednoho a uvnit¥ ¢tverce neslepujte nic (tj. slepte pouze bod
sadm se sebou). Vyslednd faktorovd mnozina S/R (neboli mnoZzina S slepené podle ndvodu R) je evidentné
povrch koule, neboli sféra.

To je mozné si uvédomit ,,prochazkou” po S s optikou danou relaci R: chodime-li uvnitf ¢tverce, potkavame
rizné body, dorazime-li na hranici, pak se smime vynotit z jakéhokoli dalsiho bodu hranice. Na obvodu
Ctverce S totiz ,vidime Spatné“. Takova prochazka je samoziejmé presné prochazkou po povrchu koule.

. Zavedeme-li na S bindrni relaci R tak, Ze chceme slepit pouze body na tseéce AB s odpovidajicimi body
na usecce C'D podle symetrie dané osou o

B C

dostaneme wvdlcovou plochu. (Popiste pfislusnou ekvivalenci pfesné a popiSte prochdzku na ¢tverci.)

3. Zavedeme-li na S binarni relaci R tak, Ze chceme slepit pouze body na tseéce AB s odpovidajicimi body

na tsefce C'D podle symetrie dané osou 07 a body na tseéce BC' s odpovidajicimi body na tsecce DA
podle symetrie dané osou o0y (tj. déldme valcovou plochu na vélcové plose)

01
A D

B c

dostaneme pourch toru. (Popiste pFislusnou ekvivalenci pfesné a popiste prochazku na étverci.)
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4. Zavedeme-li na S binarni relaci R tak, ze chceme slepit pouze body na tseéce AB s odpovidajicimi body
na usecce C'D podle symetrie dané bodem S

A D

L)

B C

dostaneme Mobidv list. (PopiSte pfislusnou ekvivalenci pfesné a popiste prochdzku na ¢tverci.)

5. Zavedeme-li na S binarni relaci R tak, Ze chceme slepit pouze body na tseéce AB s odpovidajicimi body
na usefce C'D podle symetrie dané osou o a body usecky BC' s odpovidajicimi body tusec¢ky DA podle
symetrie dané bodem S (tj. déldme Mobitv list na vélcové plose)

A D

s

B c

dostaneme Kleinovu ldhev. (Popiste prislusnou ekvivalenci presné a popiste prochazku na étverci.”)
Obecné tedy muzeme fici nasledujici:

Pokud je zaddna mnozina X a relace ekvivalence R na X, je rozumné na tuto situaci pohlizet nasledovné:
relace R je ndvod, jak se maji slepovat prvky mnoziny X.

Po dvojici (X, R) se miizeme ,prochazet“, pfi¢emz relace R nadm ,pokazila zrak“: nékteré dvojice bodu
zacneme povazovat za bod jediny. To vede k nasledujicimu pojmu faktorové mnoziny: faktorovd mnozina
X/R je mnozina, kde jsme pfedepsané dvojice bodt skutecné slepili.

Jak vypadaji body (prvky) mnoziny X/R? Slepme kazdy bod x € X se v8emi body z’, se kterymi ndm
prikazuje relace R bod z slepit. To znamena, zZe vytvofime mnoziny

[l ={2' € X |z R}
Kazdé mnoziné [z|g se Tiké tiida ekvivalence R representovand prvkem x. Proto plati
X/R={[z]g |z € X}

vvvvv

Poznamenejme jesté, Ze vlastnosti z definice 2.2.3 se daji vyjadfit i jinak. K tomu ovSem musime zavést
pojmy skladani relaci a opacné relace.

2.2.6 Definice Af R a S jsou binérni relace na mnoziné A.

1. Opacnd relace k relaci R je binarni relace znacena R°P s vlastnosti x R°P y pravé tehdy, kdyz y R x.

2. SlozZeni relaci R a S je binarni relace znacena R; S s vlastnosti x R;S y pravé tehdy, kdyz existuje z € A
takové, ze z R z a soucasné z S y. Prvku z fikdme prostrednik vztahu x R; S y.

@ 2.2.7 Poznamka Poznamenejme, Ze znaceni pro opacnou relaci a pro skladani relaci se lis7 od znaceni ve
skriptu

5Kleinova ldhev neni tfidimensionalni objekt, pfesto se po ném mizete prochizet — jeji povrch je totiz dvoudimensionalni!
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1= M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, skriptum FEL CVUT, Praha, 1997

V tomto skriptu se misto R°P pise R~! a misto opac¢na relace se iika relace inverzni. Dale se misto naseho znaceni
R; S pro slozeni relaci pouziva R o S. Znaceni a terminologie, které jsme pouzili my, jsou obvyklé v computer
science.

2.2.8 Priklad At A = {a,b, c}. Pro ptiklady bindrnich relaci na A z pfikladu 2.2.2 mame:

1. R = {(a,b),(c,a)}. Plati R°? = {(b,a), (a,c)}. Relace R°? je totiz seznam R, kde jsme prohodili pofadi

prvnich a druhych slozek.

Plati R;R = {(c¢,b)}. To je totiz jedind dvojice, kterd méa komplikovany vztah R; R (zprostfedkovan
prostiednictvim prvku a): plati ¢ R a a soucasné a R b. Proto plati ¢ R; R b.

2. Ay ={(a,a),(b,b),(c,c)}. Potom plati AP = A a Ax; A4 = Ay,

@ 2.2.9 Poznamka Prostifednikti zprostiedkujicich vztah slozenych relaci mtze byt vice nez jeden. At A =
{av b, 0}7 R = {((L, a)v ((L, b)v (ba C)}7 S = {(Cv a)a (av a)a (bv a)} Potom plati R; S = {(a’ a)a (bv a)} Dvojice (av a) je
zprostifedkovana prvkem a (nebo prvkem b), dvojice (b, a) je zprostfedkovéna prvkem c.

Nyni vyslovime alternativni kritéria pro reflexivitu, symetrii, transitivitu a antisymetrii binarni relace. Pti-

pomenime, Ze A4 zna¢i diagonélni relaci na mnoziné A (tj. ¢ A4 y plati, pravé kdyz plati x = y).

2.2.10 Tvrzeni At R je bindrni relace na mnoziné A. Pak plati:

1. Relace R je reflexivni pravé tehdy, kdyz plati Ax C R.
2. Relace R je symetricka pravé tehdy, kdyz plati R = R°P.
3. Relace R je transitivni pravé tehdy, kdyz plati R; R C R.

4. Relace R je antisymetricka pravé tehdy, kdyz plati RN R°P C Ay.

DUKAZ.

1. Seznam A 4 obsahuje pouze dvojice (x,x) pro x € A. Inkluse A4 C R Fikd, Ze kazdou dvojici ze seznamu

A4 nalezneme na seznamu R. To je ale presné reflexivita relace R.

. Rovnost R = R°P 1ika, ze seznamy dvojic R a R°P jsou shodné. To je pfesné totéz jako Fici, ze v seznamu
R nezalezi na poradi polozek: relace R je symetricka.

3. Inkluse R; R C R fik4, ze kazdou dvojici (z,y) ze seznamu R; R nalezneme na seznamu R. Dvojice (z,y)

je na seznamu R; R presné tehdy, kdyz existuje prostfednik z s vlastnosti z R z a soucasné z R y. Neboli
inkluse R; R C R tika, ze relace R je transitivni.

4. Inkluse RN R°? C A4 znamend, Ze pro kazdou dvojici (x,y) ze seznamu RN R°P plati © = y. Na seznamu

R N R jsou ov8em piesné ty dvojice (z,y), pro které plati z R y a soucasné y R z. Proto inkluse
RN R°? C A4 znamend, Ze relace R je antisymetrické.

2.2.11 Piiklad Af A je jakdkoli mnozina. Ukézeme, Ze relace A X A je vidy relace ekvivalence.

1.

Ozna¢me A x A jako R. PouZzijeme tvrzeni 2.2.10:
1. Jisté plati Ay C R, proto je relace R reflexivni.
2. Plati i rovnost R = R°P, proto je relace R symetricka.

3. Plati R; R C R, proto je relace R transitivni.
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Relace R je tedy relace ekvivalence.
Af je mnozina A navic neprazdna. Spocitame t¥idu ekvivalence R representovanou néjakym prvkem a € A:

[alr={d' € A]d Ra} =Ax A

S prvkem a se tedy maji slepit vSechny prvky mnoziny A. Pfislusnd faktorovd mnozina A/R m4 tedy jedinyg
prvek — vSechny prvky mnoziny A se slepi v jediny.

@ 2.2.12 Pf¥iklad Twvrzeni 2.2.10 ndm umozni zjistit, Ze existuji relace, které jsou symetrické a antisymetrické
soucasné. Piikladem je diagonala A 4 na mnoziné A:

1. Relace Ay4 je jisté symetrickd, protoze plati Ay = A%

2. Relace Ay je antisymetricka. Protoze Ay = A7, plati Ay NA% = A 4. Tim spis plati inkluse A4 NAY C
Ay

Vice cviceni 2.4.11 a 2.4.12.

2.3 Kongruence modulo m

2.3.1 Definice Af m > 1 je pevné piirozené ¢islo. Rekneme, Ze celd ¢isla a a b jsou kongruentni modulo m,
(znadime a = b (mod m)), pokud existuje celé ¢islo k takové, ze a — b=k - m.

Povsimnéme si, ze vztah a = b (mod m) plati pravé tehdy, kdyz ¢isla a a b maji stejny zbytek po déleni
¢islem m.

2.3.2 Piiklad V pfikladu 2.1.15 jsme ukézali, ze 7 =5 - 427 — 16 - 133. Plati tedy
7= —-16-133 (mod 427)

V dalsim budeme chtit tento fakt vyjadrit tak, ze ¢isla 7 a —16 - 133 se ,,chovaji stejné*, pokud na né pohlizime
jako na zbytky po déleni ¢islem 427.

Cisla kongruentni modulo m budeme chtit ztotoznit. K tomu musime ukazat, Ze kongruence modulo m se
,chovad podobné jako rovnost“. Tento fakt je zformulovan pfesné v prvnich tfech podminkach néasledujiciho
tvrzeni, kterd (dohromady) fikaji, Zze kongruence modulo m je relace ekvivalence. Posledni dvé podminky pak
tikaji, ze zbyky po déleni m ,,smime scitat a nasobit“, coz budeme potrebovat pro vybudovani aritmetiky zbytkt
po déleni.

2.3.3 Tvrzeni At m > 1 je pevné piirozené ¢islo. Potom plati:
1. Kongruence modulo m je reflexivni relace, tj. pro kazdé celé ¢islo a plati a = a (mod m).

2. Kongruence modulo m je symetricka relace, tj. pro vsechna cela ¢isla a,b plati:
jestlize plati a = b (mod m), pak plati b = a (mod m).

3. Kongruence modulo m je transitivni relace, tj. pro vSechna cela ¢isla a, b, ¢ plati:
jestlize plati a = b (mod m) a soucasné b = ¢ (mod m), pak plati a = ¢ (mod m).

4. Kongruence modulo m respektuje operaci s¢itani, tj. pro vSechna celd disla a,b,a’, b’ plati:
jestlize plati a = b (mod m) a soucasné a’ =V’ (mod m), pak plati a +a’ = b+ V' (mod m).

5. Kongruence modulo m respektuje operaci nasobeni, tj. pro vSechna celd Cisla a,b,a’, b’ plati:
jestlize plati a = b (mod m) a soucasné a’ =’ (mod m), pak platia-a’ =b-b (mod m).

DUKAz. Diikazy vSech tvrzeni jsou velmi jednoduché. Presto je uvedeme.

1. Zfejmé a — a = 0 - m pro libovolné celé ¢islo a.
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2. At plati a =b (mod m). Existuje tedy k € Z tak, ze a — b = k- m. Potom b — a = (—k) - m, a tedy
b= a (mod m) (uvédomme si, ze —k je celé ¢islo).

3. At plati a = b (mod m) a soucasné b = ¢ (mod m). Existuji tedy k € Z al € Z tak, ze a—b=k-m a
b—c=1-m.Potoma—c=(a—b)+ (b—c) = (k+1) -m. Protoze k +1 je celé &islo, plati a = ¢ (mod m).
4. At plati a = b (mod m) a soucasné o’ = b’ (mod m). Existuji tedy k € Za k' € Ztak,2e a—b=k-m a
a'=b = k'-m. Potom (a+a’)—(b+V") = (k+k')-m. Protoze k+k’ je celé &islo, plati a + @' = b+ b’ (mod m).

5. At plati a = b (mod m) a soucasné a’ =V’ (mod m). Existuji tedy k € Za k' € Z tak,ze a —b=k-m a
a =V =k -m.Potom (a-a')—(b-V)=(a=b)-a'+(a =V)-b=(a'-k+b-k")-m. Protoze a’ - k+b-k
je celé ¢islo, plati a - o’ = bV (mod m).

Pripomernime znovu, ze prvni t¥i vlastnosti v tvrzeni 2.3.3 ukazuji, ze relace ,byt kongruentni modulo m* je
relace ekvivalence na mnoziné Z. Tato ekvivalence nam dovoluje pti nahliZeni na mnozinu Z ,,zménit optiku“ ve
smyslu poznamky 2.2.5 a chapat ¢isla kongruentni modulo m jako totozna. Zavedeme nyni oznaceni pro t¥idy
této ekvivalence.

2.3.4 Definice At m > 1 je pevné pfirozené ¢islo. Pro libovolné celé ¢islo ¢ definujeme [c],, jako mnozinu vSech
¢isel kongruentnich s ¢ modulo m. Presnéji:

[c]lm ={a€Z|c=a (modm)}.

Mnozinu [c],, nazyvame tridou kongruence ¢isla ¢ modulo m. Libovolny prvek mnoziny [c],,, nazveme represen-
tantem tridy [c|m,.
Oznaéme Z,, = {[a]., | a € Z}.

2.3.5 Priklad Pro m = 6 je naptiklad
Me={..,—11,-5,1,7,13,...}

Modulo 6 jsou tedy naptiklad ¢isla —11 a 7 ,stejnd“: davaji stejny zbytek po déleni ¢islem 6 a spadaji tudiz do
stejné tridy kongruence.
Fakt, ze ¢isla —11 a 7 jsou ,stejnd“ modulo 6 mizeme vyjadfit i takto: vSimnéme si, ze plati

11 ={...,-11,-5,1,7,13,...} = [7]¢
Obecné, pro libovolné m > 1, plati

[a)m = [b]m prévé tehdy, kdyz a =b (mod m)

@ 2.3.6 Priklad Prfipomenme, Ze kongruence modulo m je relace ekvivalence, kterd respektuje s¢itani a nasobeni
(tvrzeni 2.3.3). V tomto piikladu ukazeme jistou minimdlni vlastnost kongruence modulo m. Pro jednoduchost
zvolime m = 6, snadno ale zjistite, ze se ditkaz da provést pro obecné pfirozené ¢islo m > 1.

Kongruenci modulo 6 jsme zavedli, abychom si vynutili platnost ,rovnice“ 0 = 6, neboli, abychom mohli
slepit 0 a 6. Vime, Ze slepovani prvkd mnozin se déje pomoci relace ekvivalence. Pojdme se podivat, co vSechno
bychom pozadovali od relace R, ktera slepuje 0 a 6 na mnoziné€ Z a ktera se chova ,,dobie“ vzhledem ke s¢itani
a nasobeni.

1. Musi platit 0 R 6, protoze chceme slepit 0 a 6.
2. Relace R musi byt relace ekvivalence, tj. R musi mit nasledujici tfi vlastnosti:

(a) reflexivita: pro kazdé a € Z plati a R a. Kazdy bod a slepime s nim samym.

(b) symetrie: pro kazdé a,b € Z plati: jestlize a R b, pak b R a. Kdykoli slepime a s b, pak slepime i b
S a.
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(c) transitivita: pro kazdé a,b,c € Z plati: jestlize a R b a soucasné b R ¢, pak plati a R ¢. Kdykoli
slepime a s b a b s ¢, pak slepime i a s c.

3. Relace R musi:

(a) respektovat séitani: pro kazdé a,b,a’,b’ € Z plati: jestlize a R b a soucasné a’ RV, pak a+a’ Rb+V.
Neboli soucty slepenych bodi zustanou slepeny.

respektovat ndasobent: pro kazdé a,b,a’,b’ € Z plati: jestlize a a soucasné a ,pak a-a b
b ktovat ndsobent kazdé a,b,a’, V' € Z plati: jestlize a R b casné a’ RV, pak "Rb-V
Neboli souciny slepenych bodi zustanou slepeny.

Samorejmé: vime, ze relace kongruence modulo 6 ma vSechny vySe uvedené vlastnosti. Ukazeme nyni, ze jde
o nejmenst relact na Z s témito vlastnostmi.
Zvolme tedy jakoukoli relaci R na Z, kterd vSechny vySe uvedené vlastnosti ma. Chceme ukézat tvrzeni:

Pro kazdé a,b € Z plati: jestlize plati a = b (mod 6), pak plati a R b.

Zvolme tedy libovolna a, b tak, ze plati a = b (mod 6). To znamen4, Ze existuje celé ¢islo k tak, Ze plati rovnost
a—b = k-6. Mohou nastat dva pfipady: £k > 0 a k < 0. Bez Gjmy na obecnosti budeme pfedpokladdat, ze nastava
ten prvni. Kdyby totiz k& < 0, pak miizeme rovnost a — b = k - 6 pfepsat na rovnost b — a = (—k) - 6, kde plati
—k > 0.

Méame tedy rovnost a — b =k - 6, kde k£ > 0, a nyni indukci podle k ukdzeme, Ze plati a R b.

1. Zékladni krok: £ = 0. Pak plati a = b a my chceme ukazat, ze plati a R a. To plati, protoze R je reflexivni
relace.

2. Indukéni pfedpoklad zformulujeme takto: pro vSechna a’, b’ plyne z rovnosti o’ —b' = k-6 platnost a’ R b'.

Vime, ze plati rovnost a — b = (k + 1) - 6, neboli (a — 6) — b = k - 6. Podle indukéniho pfedpokladu plati
(a — 6) R b. Protoze plati 6 R 0 (pfedpokladali jsme 0 R 6, ale R je symetrickd relace) a protoze R
respektuje s¢itani, plati ((a —6) +6) R (b+ 0). To ale znamend, ze plati a R b, a to jsme chtéli dokdzat.

Tvrzeni nyni plyne podle slabého principu indukce.
Porovnejte predchozi vypoéty s pozndmkou 5.5.9: ukdzali jsme, Ze relace a = b (mod 6) je nejmensi kongru-
ence na okruhu Z, ktera si vynucuje rovnost 0 = 6.

2.3.7 Lemma At m > 1 je pevné pFirozené ¢islo. Potom mnozina Z,, mé presné m riiznych prvkia.

DUkAz. Ukdzeme, ze Z,, = {[0]m, [1]m,-..,[m — 1]s}. Oznaé¢me mnozinu {[0],, [1]m, ..., [m — 1]} jako P.
Mnozina P méa zfejmé presné m ruznych prvki.

Ziejmé plati inkluse P C Z,,. Abychom ukazali, ze Z,, C P, zvolme libovolny prvek [a],, v Z,,. Celé ¢islo a
vydeélime ¢islem m se zbytkem, tj. najdeme celé ¢islo ¢q a pfirozené ¢islo r takové, ze a = ¢-m+r, kde 0 < r < m.
Potom zfejmé plati a = z (mod m), neboli [a],, = [r]s. Protoze 0 < r < m, ukazali jsme, Ze [a],, € P. [ |

2.3.8 Definice At m > 1 je pevné pfirozené ¢islo. TFidy kongruence [0, [1]m, ..., [m — 1], nazveme stan-
dardnimi tvary prvkd Z,.

2.3.9 Poznamka Kongruenci modulo m (definice 2.3.1) a Z,, (definice 2.3.4) jsme zavedli pro m > 1. Co
by znamenala kongruence modulo 1?7 Vztah a =b (mod 1) znamend, Z%e plati 1 | (a — b). Posledni relace
ale plati vzdy. Relace — = — (mod 1) je tedy relace Z X Z, kaZdou dvojici celych ¢éisel najdeme na seznamu
— = — (mod 1). Relace — = — (mod 1) je tedy zfejmé relace ekvivalence (viz pfiklad 2.2.11) a faktorovad mno-
zina Z, mé tedy jediny prvek.

Rovnost a = b v Z; tedy znamené pouhé konstatovani faktu, Ze jak a, tak b, jsou cela ¢isla.

2.3.10 Piiklad Podle pfedchozich tvrzeni ma mnozina Zg pfesné Sest riznych prvki. Standardni tvary téchto
prvki jsou tiidy ekvivalence [0g, [1]s, [2]6, [3]6, [4]6, [5]6-

Ke konstrukei Zg jsme zatim pouzili pouze faktu, ze kongruence modulo 6 je relace ekvivalence. Relace ,,byt
kongruentni modulo 6“ ma vSak i dalsi dvé vlastnosti (viz tvrzeni 2.3.3):
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62 Kapitola 2. Poc¢itani modulo

1. Respektuje s¢iténi: pro vSechna celd ¢isla a, b, a’, b’ plati:
jestlize plati a = b (mod 6) a souasné a’ = (mod 6), pak plati a + o’ = b+ V' (mod 6).

2. Respektuje ndsobeni: pro vSechna celd ¢isla a, b, a’, b’ plati:
jestlize plati @ = b (mod 6) a soucasné a’ = b’ (mod 6), pak plati a-a’ =b-b (mod 6).

Tyto dvé vlastnosti umoznuji se na prvky mnoziny Zg divat jako na nova ,Cisla“ a zavést pro né operace
,SCitani“ @g a ,nasobeni* ©g nasledujicim zptsobem:

1. Souctem ,cisel“ [3]¢ a [4]g je ,Cislo®

36 @6 [4]6 = [3 +4l6 = [7]6

[
=
=)

2. Soucinem ,éisel“ [3]¢ a [4]6 je ,¢islo®

[

0 [1)6 [2l6 [3l6 [4e [5]6
Ol6 || 06 [l]e [2]6 [3]6 [4ls [5]6
(e || [ [2l6 [3l6 [4e [5l6 [0ls
2]6 | (2l [3l6 [4l6 [5l6 [0l [lls
Bl | [Ble [4]e [Bls [0]6 [le [2ls
[4]6 || [4le [5le [0l [l]6 [2]6 [3ls
[5l6 || 56 [0]6 [ls [2]6 [3l6 [4]6

Tabulka nasobeni v Zg vypadé takto:

@6 || 06 [Us [2l6 (3]s [4s [5ls
[0]¢ || [0]6 [0]¢ [0]s [O]¢ [O]6 [O]6
[Ue || 06 [le [2]6 [3l6 [4ls [5]6
2]6 || [0l6 [2]6 [4l6 [0l6 [26 [4ls
3] | 06 [3]¢ [0l [3l6 [0l [3ls
[4]6 || [0l6 [4]6 [26 [0]6 [4]6 [2ls
[5l6 || [0l6 [5le [4l6 [3l6 [2]6 [lls

V dalsim budeme ¢asto pouzivat zjednodusené znaleni a namisto malo pfehledného [3]g ® [4]¢ = [0]¢ budeme
pséat
3-4=0vZg

Definujme nyni s¢itani a nasobeni obecné:
2.3.11 Definice At m > 1 je pevné pfirozené ¢éislo. Na mnoziné Z,, definujeme bindrni operace ®,, a Opn,
nasledujicim zpisobem:

[alm @m [b]m = [a + b]m
[a]lm Om [b]m = [a - blm
Pripomenme, Ze v definici 2.3.11 jsme na mnoziné Z,, definovali binarni operace & a ®. Ve vété 2.3.13
ukazeme, ze mnozina Z,, spolu s témito operacemi se chova velmi podobné jako naptiklad mnozina vSech celych

¢isel spolu s obvyklymi operacemi sc¢itani a nasobeni. Nejprve vSak fekneme, které vlastnosti operaci s¢itani a
nasobeni celych ¢isel nas zajimaji.

2.3.12 Piiklad Dobfe zndmé operace + (séitdni) a - (ndsobeni) na mnoziné celych éisel Z maji nasledujici
vlastnosti:
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1. Séitani i ndsobeni jsou komutativni operace, tj. plati
a+b=b+a a a-b=b-a
pro vSechna a,b € Z.
2. Scitani i nasobeni jsou asociativni operace, tj. plati
a+(b+c)=(a+b)+c a a-(b-¢)=(a-b)-c
pro vSechna a, b, c € Z.
3. Obé¢ operace maji neutrdlni prvek, tj. existuji redlna ¢isla r, a r, takova, ze plati
reta=a a Trp-a=a
pro vSechna a € Z. (Samoziejmé: r; =0 a r, = 1.)
4. Operace scitani i ndsobeni jsou navzajem svazany distributivnim zdkonem, tj. plati
a-(b+ec)=(a-b)+(a-c)
pro vsechna a, b, c € Z.

5. Kazdé celé ¢islo mé inversi vzhledem ke séitdni, tj. pro kazdé redlné ¢islo a existuje (pravé jedno) redlné
¢islo b takové, ze
a+b=0.

(Samoziejmé: &islo b je tzv. opacéné éislo k &islu a, tj. b= —a.)

Nyni jiz mtuzeme vyslovit vétu, kterd rika, ze s¢itani a nasobeni v Z,, maji stejné vlastnosti jako s¢itani a
nasobeni v Z. Ptresnéji: ukdzeme, Ze Z,, ma vlastnosti, vypsané v prikladu 2.3.12.

2.3.13 Véta At m > 1 je pevné prirozené ¢islo. Potom pro operace @& a ® na mnoziné Z,, plati ndsledujici:

1. Operace & je komutativni, asociativni, m& neutralni prvek [0],, a kazdy prvek [a],, v Z,, ma inversi [—a],
vzhledem k @®. To znamend, Ze pro libovolné prvky [alm, [blm, [c|m V Zm plati:

al,, ® b, = [b],, ®[al,,

[a],,, @ ([bt],, ® [c],,) = (la],, ® [0],,) @[],
[a],, ®[0],,, = lal,
d],, ® [=al,,, = [0],,

2. Operace ® je komutativni, asociativni a méa neutrdlni prvek [1],,. To znamens, Ze pro libovolné prvky
[@)m; [blm, [€]m Vv Zm plati:

[a],, © ], = [b],, ©lal,y,
[a],,, © ([t],, ©[¢],,) = (la],, © [0],,) © [,
[al,, ©[1],, = laln

3. Operace ® a © jsou svdzany distributivnim zdkonem. To znamend, Ze pro libovolné prvky [a]m, [0]m, [¢]m
v Z., plati:

DUKAZ. Ditkaz rozdélime na nékolik ¢asti.
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64 Kapitola 2. Poc¢itani modulo

1. Pro libovolné prvky [a]m, [b]lm, [¢]m V Z., plati:

la],, @ [8],, = [a+b],=[b+ad, =], e,

lal,, @ (b, ® () = lal,, @ b+d,=latb+ol,
igﬁmgﬁﬁﬁiifmm®mm_

lal, & [0],, = [a+0],=d,

lal,, @ [~al,, = [a—dl, =[0],

2. Pro libovolné prvky [alm, [Blm, [clm v Zm plati:
al,, © b, = [a-b],, = [b-d],, = [t],, ©al,
(B, ©ely) = [al,y ©-clyy = [a- (b)), =

3. Pro libovolné prvky [a]m, [b]m, [¢|m V Zm, plati:

@ © B © 1)) =[]y © b+l =[a: (B+0)],, =
= [("b) + (a6, = [0, Dlad],, =
(la] © [8],) & (lal,, © [c],)

Nasledujici definice je abstrakci nami uvedenych vlastnosti operaci & a ® na mnoziné Z,, z véty 2.3.13.

2.3.14 Definice At K je neprizdnd mnozina, na které jsou definovany dvé binarni operace, + a -, tj. funkce
+:KxK — Ka-: KxK — K. Namisto zdpisu +(a,b) pro hodnotu operace + v argumentech a a b
budeme psat obvyklejsi infizni zdpis a + b (podobné pro operaci -).

Usporadanou trojici K = (K, +, -) nazveme okruhem, pokud plati nésledujici tii podminky:

1. Operace + je komutativni, asociativni, ma neutralni prvek a existuji inversni prvky vzhledem k +, tj.

plati:

(K+4) Operace + je komutativni, tj. plati a +b = b+ a, pro vSechna a,b € K.

(A+) Operace + je asociativni, tj. plati a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢, pro vSechna a,b,c € K.

(N+) Operace + ma neutrdlni prvek, tj. existuje prvek 0 € K tak, Ze plati 0+ a = a, pro vechna a € K.
(I+) Kazdy prvek K méa inversi vzhledem k +, tj. pro kazdé a € K existuje pravé jeden prvek b € K

tak, Ze a + b = 0. Tento prvek budeme znacit —a.
2. Operace - je asociativni, tj. plati:
(A) a-(b-¢)=(a-b)-c, pro vSechna a,b,c € K.
3. Operace - je distributivni vzhledem k operaci +, tj. plati:

(LD) Levy distributivnd zdkon: plati a - (b+¢) = (a-b) + (a - ¢) pro vSechna a,b,c € K.
(PD) Pravy distributivni zdkon: plati (b+¢)-a = (b-a) + (¢- a) pro vSechna a,b,c € K.

Okruh K = (K, +, -) nazveme komutativnim okruhem, pokud i operace - je komutativni, tj. pokud plati:
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(K-) a-b=0b-a, pro vSechna a,b € K.
Okruh K = (K, +, ) nazveme okruh s jednotkou, pokud i operace - ma neutrdlni prvek, tj. pokud plati:
(N-) Existuje prvek 1 € K tak, ze 1-a =a-1 = a, pro viechna a € K.

(U okruhu s jednotkou tedy obecné nevyzadujeme komutativitu operace -.)

Budeme-li chtit neutralni prvky zdiraznit, budeme okruh s jednotkou psat jako uspordadanou pétici K =
(K,+,-,0,1). Dale v tomto kontextu budeme obé operace i oba neutrdlni prvky nazyvat obvyklymi jmény, tj.
+ Cteme scitant, - Cteme ndsobent, prvku 0 fikdme nula, prvku 1 fikdme jednotka.

2.3.15 Poznamka Pro pocitani v okruhu zavedeme nyni nékteré konvence:

1. Budeme vzdy predpokladat, Ze nasobeni vdZe silnéji nez s¢itani, tj. napiiklad namisto (b-a) + (c- a)
budeme psat b-a +c-a.

2. Diky asociativité s¢itdni a ndsobeni budeme ¢asto vynechdvat zdvorky, tj. napiiklad misto a + (b + ¢)
budeme psat a + b + c.

3. Opakované séitani budeme znacit jako ndsobeni kladnym prirozenym cislem, tj. napiiklad 3 - a je zkratka
za a+a-+a.

4. Opakované nasobeni budeme znadit jako mocnéni na kladné prirozené ¢islo, tj. napiiklad a3 je zkratka za
a-a-a. Méa-li dany okruh jednotku, budeme vyrazem a® znagdit 1.

2.3.16 Piiklady Uvedme nyni nékolik prikladii okruhi:

1. Mnozina R vsSech realnych cisel spolu s obyklymi operacemi sé¢itani a nasobeni tvoii komutativni okruh
s jednotkou.

2. Mnozina Q vsech racionalnich ¢isel spolu s obyklymi operacemi séitani a nadsobeni tvori komutativni okruh
s jednotkou.

3. Mnozina Z vSech celych ¢isel spolu s obyklymi operacemi s¢itani a nasobeni tvori komutativni okruh
s jednotkou.

4. Mnozina Z,, spolu s operacemi @ a ® tvoii komutativni okruh s jednotkou. To je obsahem véty 2.3.13.

5. Oznaéme jako Mat,,«,(R) mnozinu vSech ¢tvercovych matic rozméri n x n s redlnymi polozkami. Potom
mnozina Mat,, x,,(R) spolu s obyklymi operacemi s¢itani a ndsobeni matic tvoifi okruh.

Je-li n > 2, pak tento okruh neni komutativni: nasobeni matic n x n neni komutativni pro n > 2. Tudiz,
pro n > 2, neni Zddny z okruhit Mat,,«,(R) komutativni. Protoze matice 1 x 1 jsou redlnd ¢isla, okruh
Mat;«1(R) je komutativni.

Kazdy okruh Mat,, ., (R) je v8ak okruh s jednotkou: jednotkova matice rozmeéri n x n je neutralnim prvkem
vzhledem k nasobeni matic.

6. Ozna¢me jako R[x] mnoZinu vSech polynomt s realnymi koeficienty v neur¢ité x.° Potom mnozina R[z]
spolu s obyklymi operacemi s¢itani a nasobeni polynomu tvoii komutativni okruh s jednotkou.

7. Oznacme jako F mnozinu vSech funkci z R do R, které maji konecnou prvni derivaci ve vSech bodech.
Potom mnozina F' spolu s obvyklymi operacemi séitédni funkei a sklddéni funkei tvofi okruh. (Vyjmenujte
véty z matematické analyzy, které se za timto tvrzenim skryvaji.) Nejde v8ak o komutativni okruh: skladani
funkci neni komutativni.

Jde v8ak o okruh s jednotkou: funkce f(z) = x mé zfejmé konecnou prvni derivaci a je neutrdlnim prvkem
vzhledem ke skladani funkci.

6V matematické analyze jste byli zvykli fikat znaku = proménné. Jak uvidime pozdéji v kapitole 4, budeme muset rozlisovat mezi
polynomem jako funkei (tam je termin promeénnd v porddku) a polynomem jako vyrazem (tam budeme pouzivat termin neurditd,
anglicky indeterminate).
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Neékteré z okruhti v prikladech 2.3.16 maji dalsi specialni vlastnost: kazdy nenulovy prvek ma inversi vzhledem
k operaci ndsobeni. (Podrobnéji viz cvifeni 2.4.21.) Dejme této specidlni vlastnosti jméno.

2.3.17 Definice Komutativni okruh s jednotkou K = (K, +,-,0,1) nazveme téleso, pokud kazdy nenulovy
prvek v K ma inversi vzhledem k operaci -, tj. pokud pro kazdé a € K, a # 0 existuje pravé jedno b € K takové,
7e a - b= 1. Tomuto ¢&islu b budeme fikat inverse k a a budeme jej znacit a~*.

Napfiiklad mnozina redlngch ¢isel R (spolu s obvyklym s¢itdnim a ndsobenim) tvoii téleso. Pozd&ji uvidime,
Ze toto je vlastnost realnych c¢isel, kterd umoznuje vybudovat teorii klasické linearni algebry: mnozina skalara
je R. Pozdéji budeme v aplikacich (napfiklad v kédovani) chtit R nahradit jinou ,mnoZinou éisel“. Kdyz jsme
zavedli Z,, jako mnozinu ¢isel, vznika otazka, zda je kazdé Z,, téleso. Jak ukazuje nasledujici ptiklad, neni tomu
tak vzdy.

2.3.18 Piiklad UkéZeme, Ze v komutativnim okruhu (Z4, ®, ®) neméd prvek [2]4 inversi vzhledem k operaci ©.
ProtoZe mnozina Z, obsahuje pravé ¢tyfi rizné prvky, musel by hledanou inversi byt néktery z prvki [0]4, [1]4,
[2]4, [3]4. Lze vSak vyzkouset, Ze zadny z téchto prvki nevyhovuje podmince [2]4 ® [z]4 = [1]4:

2], © (0], (0],
[2]4 © [1]4 = [2]4
[2]4 © [2]4 = [0]4
2l,© 3], 21,

Nékteré nenulové prvky mnoziny Z4 vSak inversi vzhledem k operaci ® maji, naptiklad [1]4 ® [1]4 = [1]4, tedy
[1]; ' = [1]s. Podobné [3]4 ® [3]s = [1]4, tedy [3]; " = [3]4.

Otazkam existence inverse zhledem k operaci ® v Z,, bude vénovana dalsi kapitola.
2.3.19 Priklad Télesa jsme definovali jako komutativni okruh, kde kazdy nenulovy prvek ma inversi. Existuji i
dtilezité priklady ,nekomutativnich téles*. Nejznaméjsim je okruh kvaternionu, ktery zobecnuje komplexni ¢isla.

Obecny kvaternion je zapis
a+bi+cj+ dk

kde a, b, ¢, d jsou redlna ¢&isla a 4, j, k jsou ,odmocniny z —1%, tj. plati rovnosti”
2= =k =ijk=-1

Pomoci vyse uvedenych rovnosti je snadné v okruhu kvaternionu s¢itat a nasobit, inspirujte se komplexnimi
¢isly. Nasobeni v8ak neni komutativni: plati napfiklad rovnost ij = —ji (dokazte to). Dokazte také, ze kazdy
nenulovy kvaternion ma inversni prvek vzhledem k nasobeni.

Kvaterniony maji velmi dulezité postaveni v moderni fyzice, viz naptiklad knihu

w R. Penrose, The Road to Reality — A Complete Guide to the Laws of the Universe, Jonathan Cape,
Londyn, 2004

2.4 Cviceni

2.4.1 Cviceni Ukazte, Ze pro délitelnost v oboru pfirozenych ¢isel plati:
1. | je bindrni relace na mnoziné N.

2. | je reflexivni relace na mnoziné N, tj. plati:

"Tyto rovnosti vyryl 16. ijna 1843 jejich objevitel William Rowan Hamilton (1805-1865) do kamene na mosté Brougham Bridge
v Dublinu. Hamilton o zobecnéni komplexnich ¢isel dlouho premyslel a feSeni ho pry napadlo pfi prochéazce s manzelkou podél Royal
Canal.
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pro vSechna a € N plati: a | a.
3. | je transitivni relace na mnoziné N, tj. plati:

pro vSechna a, b, ¢ € N plati: jestlize a | b a soucasné b | ¢, potom a | c.
4. | je antisymetrickd relace na mnoziné N, tj. plati:

pro vSechna a,b € N plati: jestlize a | b a soucasné b | a, potom a = b.
5. | je relace usporadéni na mnoziné N.

Které z téchto vlastnosti se porusi, budete-li studovat délitelnost v oboru celych ¢isel?

2.4.2 Cvic¢eni Ukazte, Ze pro prvodislo p a libovolné pfirozend ¢isla a, b plati:
Jestlize p | (a - b), potom p | a nebo p | b.

Navod: pouzijte vétu 2.1.5.

2.4.3 Cvic¢eni Af b > 1 je pevné prirozené ¢islo. Rozvoj prirozeného ¢isla x o zdkladu b je zapis

n
xr = g x; - b
i=0

kde n je néjaké pfirozené cislo a vSechna ¢isla x; jsou v rozmezi od 0 do b — 1.
Casto se pouzivéa znaceni
(2)p = (@n,...,20)

a v tomto kontextu se ¢islum z.,, ..., xo Fika cifry b-rozvoje ¢isla x. Naptiklad
(37265)10 = (3,7,2,6,5) (29). = (1,1,1,0,1)

Vysvétlete, jak pouzit tvrzeni 2.1.10 k ditkazu existence a jednoznacnosti rozvoje o zakladu b pro kazdé
prirozené ¢islo x.

Vymyslete (rekursivni) algoritmus, ktery pro libovolné x spocte b-rozvoj ¢isla x. Naleznéte variant a invariant
tohoto algoritmu a dokazte jeho totalni korektnost.

2.4.4 Cviceni Ukazte, Ze pro libovolna pfirozend Cisla a, b, ¢ plati:
ged(a, ged(b, ¢)) = ged(ged(a, b), ¢)

Vysledek vyuzijte k (rekursivni) definici nejvétsiho spoleéného délitele libovolného (kone¢ného) poctu piiroze-
nych cisel.

2.4.5 Cvic¢eni Vyuzijte cvi¢eni 2.4.4 k nédvrhu algoritmu poéitajiciho nejvétsiho spole¢ného délitele libovolného
(kone¢ného) poctu prirozenych ¢isel. Dokazte totalni korektnost tohoto algoritmu.
Plati analogie Bezoutovy rovnosti? Pokud ano, zformulujte ji a dokazte.

2.4.6 Cviceni Ukazte, Ze pfirozené islo pi* - p5y? - ... - pP'™, kde r > 1 je pfirozené éislo, p1, p2, ..., pr jsou
navzajem rizna prvodisla a ni, ne, ..., n, jsou kladna pfirozena c¢isla ma celkem

ruznych déliteld.

2.4.7 Cviceni Trojici a, b, ¢ kladnych ptirozenych ¢isel budeme tikat pythagorejskd, pokud je splnéna rovnost
a® + b2 = 2. Asi nejznaméjsi pythagorejskou trojici je trojice a = 3, b = 4, ¢ = 5. Kazdou pythagorejskou
trojici a, b, ¢ si miizeme piedstavit jako délky stran pravothlého trojihelnika, protoze rovnost a? + b? = ¢2 je
pak zndmé Pythagorova véta (viz piiklad 3.4.9).

Ukazte nasledujici:
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1. Pro kazdou pythagorejskou trojici a, b, ¢ plati rovnost ged(a,b) = ged(b, ¢) = ged(a, ¢).

2. Rekneme, Ze pythagorejska trojice a, b, ¢ je primitivni, kdyz plati ged(a,b) = ged(b,c) = ged(a,c) = 1.
Prikladem primitivni pythagorejské trojice je a =3, b =4, ¢ = 5.

Ukazte, ze v primitivni pythagorejské trojici a, b, ¢ musi byt jedno z ¢isel a, b sudé a druhé liché. Navod:
postupujte sporem a vyuzijte pocitani v Zs a v Zy.

3. At jsou dédna kladn4 ¢isla u, v, kterd nejsou obé licha, a pro kterd plati u > v a ged(u,v) = 1. Ukazte, Ze
trojice Cisel

a=u%—v? b= 2uv c=u?+0?

je primitivni pythagorejska trojice. (Uvedené vzorce dokonce charakterizuji vSechny primitivni pythago-
rejské trojice. Dtikaz neni tézky, je v8ak pomérné zdlouhavy.)

2.4.8 Cviceni Pro prvodislo p a prirozené ¢islo a zavedte znadeni
p" = a pravé tehdy, kdyz plati p” | a a neplati p"** | a.
Rozhodnéte, zda plati:
1. Jestlize p™ < a a p™ =< b, potom p" ™™ < (a - b).

2. Jestlize p" < a a p™ =< b, potom p" < (a +b).
2.4.9 Cviceni Dokazte, Ze pro posloupnost Fibonacciho €isel (viz cviceni 1.6.22) {F(n)}52; plati rovnost
ged(F(n), F(n+1)) = ged(F(n+ 1), F(n+2))

pro vSechna n > 1. Tohoto faktu vyuzijte k dikazu tvrzeni, Ze kazdé dvé po sobé jdouci Fibonacciho ¢isla jsou
nesoudélna.

Vysvétlete, pro¢ z toho plyne, Ze nejvétsiho poc¢tu kroki Eukleidova algorimu je dosazeno pro a = F(n+ 1),
b= F(n). (VyzkouSejte béh algoritmu pro a = F(20) = 6765 a b = F'(19) = 4181.)

2.4.10 Cviceni Oznacte jako N(a,b) pocet kroku, které Eukleidiv algoritmus vykond p#i hledéni ged(a,d)
pfirozenych ¢isel a > b. Z tvrzeni 2.1.21 vime, Ze plati nerovnost N (a,b) < 5n, kde n je pocet cifer v decimalnim
rozvoji ¢isla b.

Zde je jiny zpusob, jak dokazat tvrzeni 2.1.21:

1. Dokazte: pokud a > b a @’ = a + k - b pro néjaké pfirozené ¢islo k, pak plati N(a,b) = N(d',b).
2. Dokazte: N(a,b) < 3, jestlize b < 8 a a > b.
3. Dokazte Lamého vétu:
At b < F(n). Potom plati N(a,b) <n—-3<n—2=N(F(n+1),F(n)).
(N4vod: pouzijte princip indukce.)

F(n+5)

Fln) > 10.

4. Dokazte, ze pro vSechna n > 5 plati nerovnost
5. Dokazte, ze F'(5n + 2) m4 alespon n + 1 cifer.
6. Z Lamého véty odvodte tvrzeni 2.1.21.

2.4.11 Cviceni At R je binarni relace na mnoziné A. Ukazte, Ze je ekvivalentni:
1. Plati R C Ay4.
2. Relace R je symetrickad a antisymetrickd soucasné.

Navod: vyuzijte tvrzeni 2.2.10.
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2.4.12 Cviceni Af R je binarni relace na mnoziné A. Ukazte, Ze je ekvivalentni:
1. Plati R = Ay4.
2. Relace R je reflexivni, symetricka a antisymetrickd soucasné.
3. Relace R je reflexivni, symetrickd, transitivni a antisymetrickd soucasné.
Navod: vyuzijte tvrzeni 2.2.10.
2.4.13 Cviceni At A = {a,b, c}. UkaZte, ze
. Relace {(a,a), (b,b), (a,b), (b,c), (b,a)} je reflexivni, neni symetrickd, neni transitivni, neni antisymetricka.

. Relace {(a,b), (b,a), (b,c),(c,b)} neni reflexivni, je symetrick, neni transitivni, neni antisymetricka.

w [\Y) —

. Relace {(a,b), (b,¢), (a,c), (b,a), (a,a)} neni reflexivni, neni symetricka, je transitivni, neni antisymetricka.

=~

. Relace {(a,b), (b, c)} neni reflexivni, neni symetrickd, neni transitivni, je antisymetricka.

Dejte priklady relaci na mnoziné A, které maji vzdy presné dvé vlastnosti z vlastnosti reflexivita, symetrie,
transitivita a antisymetrie.

@ 2.4.14 Cviéeni Rekneme, Ze relace R je totdlni, kdyz pro véechna z,y € A plati: R y a soudasné y R x.
Zodpovézte nasledujici otazky:

1. Je kazda symetricka relace totalni?

2. Je kazda totalni relace symetricka?
Popiste vSechny totalni relace.
2.4.15 Cviceni Indukci dokazte:

1. 10* =1 (mod 3) pro vsechna k > 0.

2. 10F =1 (mod 9) pro viechna k > 0.

3. k> — k=0 (mod 30) pro vSechna k > 0.

n
@ 2.4.16 Cviceni Kazdé pfirozené ¢islo a lze psat jednoznacéné v decimalnim rozvoji jako Zak -10%, kde
k=0
viechna ¢isla aj, jsou pfirozena &isla v rozmezi od 0 do 9. Z piedchoziho cvideni vite, 7e plati 10¥ = 1 (mod 3)
pro vSechna k > 0. Vyuzijte toho k diikazu, ze plati

zn:ak -10% = zn:ak (mod 3)
k=0 k=0

a odvodte tedy kriterium délitelnosti tfemi:

Ptirozené ¢islo je délitelné tfemi pravé tehdy, kdyz je tFfemi délitelny jeho ciferny soucet.
2.4.17 Cvi¢eni Odvodte kriterium délitelnosti deviti. Navod: vyuzijte cviceni 2.4.15.

2.4.18 Cvic¢eni Navrhnéte kriterium délitelnosti jedenacti. Navod: zjistéte, s ¢im jsou kongruentni mocniny 10

modulo 11.
128

2.4.19 Cvicéeni Oznacte z = Zk! v Z7. Spoctéte x. Navod: vyuzijte vlastnosti kongruence modulo 7.
k=0

2.4.20 Cviceni At K je (libovolny) okruh. Definujte K[z] jako mnozinu vSech polynomt v neuré¢ité = majicich
koeficienty v K. Pro tyto polynomy definujte séitdni a ndsobeni. Dokazte, ze K[z] je okruh. Je Klz] vzdy
komutativni okruh? (V této obecnosti budeme polynomy studovat v kapitole 4.)

2.4.21 Cviceni Které piiklady okruhu v piikladech 2.3.16 jsou télesa?
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70 Kapitola 2. Poc¢itani modulo

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:

v Prvocisla tvori zakladni stavebni kameny pfirozenych ¢isel — to tvrdi zdkladni véta elementdrni teorie
¢isel. Najit prvociselny rozklad prirozeného ¢isla je vypocetné narocné.

v’ V oboru celych ¢isel plati véta o délend se zbytkem, kterd je zakladem (rozsiteného) Eukleidova algoritmu
pro hledani nejvétsiho spolecného délitele dvou Cisel.

v Kongruence modulo ¢islo umoznuje ,,zménit optiku® a scitat a ndsobit zbytky po déleni. Vlastnosti séitani
a nasobeni, které zname z celych cisel, zistavaji zachovany.

v Zajimavé a dulezité vlastnosti s¢itani a nasobeni jsme vystihli abstraktné v definicich okruhu a telesa.
Pro pripravu na zkousku zkuste zodpovédét nasledujici otazky:
v Slo by dokézat vétu o déleni se zbytkem i v oboru p¥irozenych &isel? V oboru redlnjch &isel?

v Podrobné analyzujte chovani rozsifeného Eukleidova algoritmu: jeho terminaci, parcidlni korektnost, vy-
pocetni sloZitost (dobu zpracovani dat).

v’ Podrobné popisSte vSechna fakta z linedrni algebry, kterd ndm umoznuji ¥ici, Ze ¢tvercové matice (pevnych
rozmérl) tvoii okruh s jednotkou. TvoFi matice rozméra 2 x 3 okruh?

Doplnujici literatura

O zavedeni pocitani modulo a o pojmu okruh se Ize docist naptiklad v kapitole II, odstavcich 4 a 5 a kapitole IV,
odstavci 1 knihy

= S. MacLane a G. Birkhoff, Algebra, Alfa, Bratislava, 1974
Zakladni vlastnosti téchto pojmu jsou vysvétleny i v kapitole I11.9 knihy
w J, Adamek, Kddovdni, SNTL, Praha, 1989
obsirnéjsi informace lze ovsem nalézt v anglicting, naptiklad v knihach
w [, Childs, A Concrete Introduction to Higher Algebra, Springer, New York, 1995
w J. Addmek, Foundations of Coding, John Wiley & Sons, New York, 1991

Ukazka indickych cislic, ze kterych se vyvinuly dnesni &islice:

1 = = < B | & 72 = 2

1/2/3 |8 (4 |& |9 =|<

Magari numerals around 11th century A.D.

O

Prevzato z

= http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Indian numerals.html
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Kapitola 3

Pocditani modulo — dast 2

Mezi zméti pismen jich jedenéact bylo vyrovnano
do thledné fadky. Déavala dvé slova: ,,CTYRICET
DVA.«
,Grrrugh guh guh“, vysvétlil domorodec.

Douglas Adams, Restaurant na konci vesmiru

V této kapitole vybudujeme zéklady linedrni algebry nad Z,,, kterou potiebuje teorie linedrnich kodi. Déle se
seznamime s dalsimi jednoduchymi, ale velmi uziteénymi vysledky pocitani modulo — s ¢inskou véetou o zbytcich
(véta 3.4.1) a Eulerovou vétou (véta 3.4.13), které budeme aplikovat na Sifrovaci protokol RSA.

Za¢neme systematicky pouzivat zjednodusené znaceni. Budeme tak napfiklad namisto [3]4 ©4[2]4 = [2]4 psét

3:2=2 v Z4
Podobné budeme naptiklad misto Zy = {[0]4, [1]4, [2]4, [3]a} psét

Z4=10,1,2,3}

3.1 Linearni rovnice v Z,,

Zakladem linearni algebry nad realnymi ¢isly je analyza FeSeni linedrnich rovnic. Pfedvedeme, Ze situace se
komplikuje, pokud misto realnych ¢isel pouzijeme Cisla ze Z,,.

@ 3.1.1 Priklad UvaZzujme nejprve o linearni rovnici

6xr=9vR

a ukazme podrobné, jak ji fesime: piedeviim si uvédomime, ze 6 # 0, existuje tedy realné ¢islo 6=1 (inverse
¢isla 6) s vlastnosti 6-671 = 6-1-6 = 1 (toto ¢islo je pochopitelné zlomek é) Vy$e uvedenou rovnici pak ¢islem
6! vynasobime zleva a dostaneme tak ekvivalentni problém:

671 (6z)=6"1-9vR
Vyuzijeme nyni asociativity nasobeni a piepiSeme rovnici na problém

(61-6)-2=6"19vR
a koneéné, s vyuzitim 6- 671 =671 - 6 = 1 piSeme

9
_—61'9_—* R
T 6V

Co se stane, kdyz se zaméfime na podobny problém, tentokrat v jistém Z,,? Napiiklad: chceme vyTesit

61':12V213
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72 Kapitola 3. Pocitani modulo — ¢ast 2

Existuje ¢islo 671 v Z13 (inverse ¢isla 6) s vlastnosti 6 -6~ = 6= -6 = 1? Ano, jde o &islo 11, protoze v Z;3
plati 6-11 = 11-6 = 66 = 1. (Cislo 67! jsme nalezli ,hrubou silou®, tj. vyzkousenim vSech t¥inacti moznych
kandidati. Algoritmus pro hledéni inverse predvedeme v piikladu 3.1.5.)

Vise uvedenou rovnici pak ¢islem 6! vynasobime zleva a dostaneme tak ekvivalentni problém:

671 (62)=6""1-12 v Z3
Vyuzijeme nyni asociativity nasobeni a pfepiSeme rovnici na problém
(671-6)-2=6"1-12v Z3
a koneéné, s vyuzitim 6- 67! = 6! -6 = 1 piseme
r=6"1-12=11-12=132=2v Z3

Zdanlivé je tedy vse stejné jako v redlnych cislech. Je to proto, ze Zi3 méa podobné vlastnosti jako R — obé
struktury jsou télesa (viz definice 2.3.17 a dutsledek 3.1.6).
V pripadech, kdy prislusné Z,, téleso neni, mohou se dit nezvyklé véci:

Linedrni rovnice muze mit v Z.,, vice nezZ jedno reseni:
6r =12 v 215

Mnozina Zi5 téleso neni, ¢islo 6 # 0 nemd v Zys inversi. (Ovéite to vyzkouSenim vSech kandidatt.) Dana
rovnice mé pfesné i rizna feSeni: x1 = 2, 9 = 7 a x3 = 12. (Zatim jsme nepodali zddny algoritmus pro
nalezeni FeSeni, feSili jsme rozborem vSech moZnych situaci. Algoritmus popiSeme ve vété 3.1.2, viz také
priklad 3.1.3.)

Poznamenejme jesté, Ze linedrni rovnice v Z,, nemusi mit Zddné 7eSeni (to je analogické situaci v redlnych
¢islech):
Or=6v Zg

Zjevné zadné x s vlastnosti 0x = 6 v Zg neexistuje.

Podrobnou klasifikaci existence a poctu feseni linearni rovnice v Z,, podava nasledujici véta.

3.1.2 Véta At a a m jsou piirozend Cisla, m > 2. Piedpokladejme, Ze gcd(a,m) = d > 0. Potom linedrni
rovnice

ar=b VvZp

m4 Feseni pravé tehdy, kdyz d | b.
Navic, jestlize d | b, m4 tato rovnice v Z,, pravé d riznych reseni.

DUKAZ. Nejprve ukdzeme, Ze pokud FeSeni rovnice ax = b v Z,, existuje, pak d | b. Kdyz totiz au = b v Z,,,

existuje celé c¢islo k tak, ze v Z plati au — b = k - m, neboli au — km = b. Protoze leva strana je délitelna ¢islem
d, musi byt ¢islem d délitelna i prava strana, coz jsme chtéli ukazat.

Piedpokladejme nyni, ze d | b. Chceme ukazat, Ze linedrni rovnice ax = b ma v Z,, pravé d riznych feSeni.

1. Predpokladejme nejprve, ze d = 1. Nejprve ukazeme, ze rovnice ax = b ma v Z,, feSeni. To ale ihned
plyne z Bezoutovy rovnosti: existuji totiz celd ¢isla «, § takova, Ze

a-a+m-g=1

Potomjea-a-b+m-B3-b=bvZatudiza-(a-b) =bv Zy,. ReSenim je v = « - b.

Zbyva ukazat, ze toto TeSeni je v Z,, jediné. Predpokladejme, ze v Z,, plati au = b a av = b. Potom
a(u —v) =0 v Zy,, aprotoze gcd(a,m) =1, plati u —v =0, ¢ili u = v v Zy,.
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3.1. Linearni rovnice v Z,, 73

2. Predpokladejme nyni, ze d > 1. Rovnici ax = b v Z,, miZeme upravit na rovnici
a b

=T = - Vv Lm
d

d d
v a m 7 . v 7 . . /v v ’ v ¥ v z .
Protoze ng(ﬁ’ —) =1, m4 tato rovnice podle pfedchoziho jediné Feseni v Z= . Oznacme toto reseni jako
u. Toto u je ale také feSenim ptivodni rovnice ax = b v Z,,. Ukazali jsme, Ze TeSeni existuje.

Abychom ukézali, Ze rovnice ax = b mé v Z,, piesné d ruznych feSeni, uvédomme si, Ze jestlize au = b a
av =bV Ly, potom u=v v Zzx.

Kazdé feseni ptvodni rovnice lze tedy napsat ve tvaru

we=ut k-2, kdeke{0,1,...,d—1}

d
kde u je jedno pevné zvolené feSeni. Zvolme rtizn4 ¢isla k,1 € {0,1,...,d—1} a pfedpokladejme, ze ug, = u;
v Z.,. Potom existuje celé ¢islo r takové, ze v Z plati
m
k—=1) - — =
( ) 7=
neboli m(k — 1) = rmd. Po zkraceni éislem m tedy musi v Z platit rovnost k — 1 = rd, ¢éili |k — 1| = |r| - d.

Protoze k,1 € {0,1,...,d—1}, plati |k — ] <d —1 a tudiz z rovnosti |k — I| = |r| - d plyne, Ze k = [. To je
spor, my jsme predpokladali, ze k # [.

Prvky uy jsou tedy v Z,, navzajem rtzné a fesi rovnici ax = b v Z,,.

3.1.3 Priklad Piedchozi véta vysvétluje, jak vyfesit linearni rovnici
6xr =12 v Zl5

z piikladu 3.1.1. Nejprve spoc¢teme ged(6,15) = 3. Protoze 3 | 12, feSeni existuje. Podle druhé ¢4sti véty 3.1.2
existuji pfesné 3 rizna feseni dané rovnice. Nejprve zadanou rovnici redukujeme na rovnici

2$:4VZ5
s jedinym feSenim
r=21.4=3.4=12=2v7Zs

protoze 271 = 3 v Zs (to jsme opét nasli vyzkouSenim vSech moznosti, algoritmus pro nalezeni inverse je
popsén v piikladu 3.1.5). V Z tedy plati, ze = 2+ 5k, kde k = ...,—2,-1,0,1,2,... Volbou k =0, k = 1,
k = 2 dostavame tii riznd feseni x1 = 2, 10 =2+ 5 =7, 23 =2+ 2-5=12 v Z15.

Najit inversi k prvku a v Z,,, znamend umeét vytesit v Z,, linedrni rovnici ax = 1 jednoznacné. Dostdvame
tedy nasledujici dusledek:

3.1.4 Dusledek Prvek a v Z,, ma inversi pravé tehdy, kdyZ plati ged(a, m) = 1.

~7N

Inversi navic mtizeme spocitat pomoci (rozsifeného) Eukleidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti.

3.1.5 Priklad Naleznéte inversi (pokud existuje) k 11 v Z1g.
Protoze ged(11,19) = 1, vime, ze 117! v Z;¢ existuje. Nalezeni inverse je bezprosttedni aplikaci Bezoutovy
rovnosti. Podle ni existuji celd ¢isla «, 0 tak, Ze v Z plati:

la+193=1
Pouzitim (rozsifeného) Eukleidova algoritmu snadno zjistime, ze « =7 a § = —4. V Z tedy plati
11-7419-(-4)=1
Prectenim posledni rovnosti modulo 19 dostavame
11-7=1 v Zig

a proto plati 1171 = 7 v Zyg.
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Ptfipomenime, Ze v télese pozadujeme, aby kazdy nenulovy prvek mél inversi. Z disledku 3.1.4 tedy dale
plyne:

3.1.6 Dusledek Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz m je prvocisio.

S feSenim linearnich rovnic v Z,, uzce souvisi i takzvané diofantické rovnice.

3.1.7 Priklad Méme dvoje pfesypaci hodiny: na 11 minut a na 5 minut. Lze pomoci této dvojice pfesypa-
cich hodin naméfit interval 7 minut? Pokud ano, jak? Lze popsat vSechny zpisoby, kterymi interval 7 minut
namérime?

Danou tlohu lze zformulovat takto: naleznéte v Z vSechna feseni nasledujici rovnice

11z 45y =7

Pfedpoklddejme totiz, ze jsme né&jakou dvojici (xg,yo), kterd vyse uvedenou rovnici fesi, nalezli. To lze inter-
pretovat nasledovné:

1. Jsou-li obé éisla zg, yo kladna, potom mame xp-krat pouzit 11-minutové hodiny a vzapéti pouzit yo-krat
5-minutové hodiny.

2. Je-li naptiklad ¢islo zy kladné a yq ¢islo zaporné, potom mame oboje hodiny spustit soucasné, xo-krat
pouzit 11-minutové hodiny a |yg|-krat pouzit 5-minutové hodiny. Interval 7 minut bude namé¥en poté, co
prestaneme pouzivat 5-minutové hodiny.

Podobné lze uvazovat, je-li ¢islo zg zaporné a ¢islo yo kladné.

Problému
1l +5y=7 VvZ
tikdme diofantickd rovnice. Protoze jde o linedrni problém, muZeme jej vyfeSit nalezenim obecného Feseni
homogenni rovnice a nalezenim partikularniho feseni nehomogenni rovnice.
1. Homogenni rovnici 11z + 5y = 0 vyfe$ime snadno: jejim FeSenim jsou vSechny dvojice (zp,yn), celych Eisel
popsané nésledovné:
(zh,yn) = (5t,—11t) kdet e Z
Skutecné, kazda dvojice tvaru (5t, —11t), kde t je celé ¢islo, fesi danou homogenni rovnici.

Obrécené: pokud dvojice (z,yn) Fesi homogenni rovnici, potom 11z, = 0 (mod 5), ¢ili z, =0 (mod 5),
protoZe 11 a 5 jsou nesoudélnd ¢isla. Analogicky dostavame y, = 0 (mod 11). Vime tedy, Ze plati

rp = kg5, pronéjaké k, € Z
yn = ky-11, pro néjaké k, € Z

Dosadime-li do homogenni rovnice, potom plati
0=11-2,+5 -y, =55-ky +55 -k, =55- (kg + ky)

Proto plati k; = —k,. Dvojice (zn,yn) je tedy tvaru (5t, —11t), kde ¢ je celé ¢islo.

Shrnuto: obecnym feSenim homogenni rovnice jsou dvojice

(xn,yn) =t - (5,—11), kde t € Z

2. Partikuldrni feSeni (tj. jakékoli feSeni) nehomogenni rovnice 11z + 5y = 7 nalezneme pomoci Bezoutovy
véty: protoze ged(11,5) = 1, existuji totiz cela ¢isla o a [ tak, ze plati

1lla+58=1
a tudiz po vynasobeni celé rovnosti ¢islem 7 dostavame
11-(7-a)+5-(7-6)=7
Pouzitim Eukleidova algoritmu zjistime, ze « = 1 a f = —2, tudiz partikularni feseni je dvojice

(xpa yp) = (7, 714)

1. Cervence 2007 Ji¥i Velebil: YO1DMA



3.2. Linearni algebra 75

Celkové feseni' dané diofantické rovnice tedy je:
(x,y)=(7,-14)+¢t-(5,—11) kdeteZ

Polozime-li t = 0, dostaneme jako FeSeni dvojici (7, —14). Toto FeSeni dava ndvod, jak zméFit interval 7 minut:
spustte oboje hodiny soudasné a 11-ti minutové pouzijte sedmkrat a 5-ti minutové étrnackrat. Interval 7 minut
pak je ¢as od doby, kdy jsme pfestali pouzivat 5-ti minutové hodiny. Jiny myslitelny zptisob méfeni dava pouziti
t=1, atd.

Vice o diofantickych rovnicich viz cviceni 3.7.3.

3.2 Linearni algebra

V tomto odstavci se budeme vénovat predevsim fesSeni soustav linearnich rovnic v Z,,. Uvidime, Ze vSechny
véty znamé z ,klasické“ linearni algebry, kdy skalary jsou realna ¢isla, se automaticky prenasi do situace, kdy
skalary jsou ¢isla ze Z,, kde p je prvocislo. Dtivodem je to, ze jak R tak Z, jsou télesa.

Hlavnim nastrojem pfi feseni soustav linearnich rovnic je v klasické linearni algebie Gaussova eliminace matic
(GEM). Gaussova eliminace matice A je posloupnost elementarnich fadkovych tiprav matice A na takzvany horné
blokovy tvar matice.

Pfi jednotlivé elementarni fadkové tpravé je dovoleno pouzit jedno z nasledujicich:

1. Prohodit dva radky matice.
2. Vynésobit fadek matice nenulovym realnym c¢islem.
3. Pricist k danému radku linearni kombinaci ostatnich radk.

V Z,, kde p je prvocislo, jsou elementarni fadkové ipravy definovany analogicky. Nebudeme nyni véty tykajici
se Gaussovy eliminace a feseni soustav linedrnich rovnic v Z, formulovat obecné, ale uvedeme je na prikladech.

3.2.1 Priklad V Zs vyfeste soustavu rovnic:

T + 2y — 2z 4+ 2w = 3
4z + z + w = 2
4+ 4y 4+ z + 2w = 2

ZapiSeme nyni rozsirenou matict soustavy:

1 2 -1 2|3
4 0 1 12
4 4 1 2|2

a tuto matici budeme upravovat Gaussovou eliminaci. To je v potfadku, protoze Zs je téleso. Nejprve vynulujeme
prvni sloupec: ke druhému fadku pricteme prvni radek a ke tfetimu také. Dostaneme tak matici:

1 2 -1 2|3

02 0 3|0

01 0 4]0
Nyni ke tretimu fadku pricteme dvojnasobek druhého radku:

1 2 -1 2|3

02 0 3|0

00 00]O0

Gaussova eliminace skoncila, protoze jsme obdrzeli horni blokovy tvar matice. Nyni pouzijeme Frobeniovu vétu:

Reseni soustavy Az = b existuje pravé tehdy, kdy# hodnost matice A je rovna hodnosti rozsirené matice
soustavy.

1Povsimnéte si geometrie feseni: jde o ,pFimku®.
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V nasem pfipadé je hodnost matice soustavy a hodnost rozsifené matice soustavy rovna 2. Hodnost matice je
totiz definovéana jako pocet nenulovych fadk po skonceni Gaussovy eliminace.

Reseni zadané soustavy tedy existuje. ProtoZe jde o linearni problém, sta¢i najit partikularni feseni neho-
mogenni soustavy a obecné feSeni homogenni soustavy. Celkové feSeni je pak souc¢tem téchto feseni.?

1. Partikularni feSeni je jakékoli TeSeni nehomogenni soustavy:

S O =
S NN
S O =
S W N
SO W

Za partikularni FeSeni mtizeme zvolit ¢tvefici (3,0, 0,0). Partikuldrni FeSeni je totiz jakékoli Feseni, zvolme
v ném proto tolik nul, kolik mtizeme, a zbytek dopocitame.

2. Obecné feseni homogenni soustavy je linearni kombinaci fundamentdlniho systému soustavy. Fundamen-
talni systém je tvoren linedrné nezavislymi feSenimi homogenni rovnice. Pocet prvkia fundamentalniho
systému pro obecnou soustavu Ax = b se fidi vzorcem

pocet sloupcii matice A — hodnost matice A

V nasem pfipadé ma matice A ¢tyfi sloupce a jeji hodnost je 2. Hledame tedy 4 — 2 = 2 linearné nezavisla
Feseni homogenni soustavy

1 2 -1 210
0 2 0 3|0
0 0 0 0|0
Mitzeme postupovat metodou ,organizovaného hadani“: linedrni nezavislost zajistime volbou nul a jedni-
cek:
( -9 =) 17 O)
( =y = 07 1)

a neobsazena mista dopocitame tak, aby oba vektory feSily homogenni soustavu. Dostaneme vektory

(1,0,1,0)
(1’ ]‘) 07 1)

Obecné Teseni homogenni soustavy je liearni kombinaci téchto dvou vektort
r-(1,0,1,0) +s-(1,1,0,1) kde r,s € Zs

Celkové Feseni®

soustavy je
(3,0,0,0)+r-(1,0,1,0) +s-(1,1,0,1) kder,s€Zs
V teorii linedrnich kéda (odstavec 3.3 a cvigeni 3.7.7) je zapotfebi umét v Z,, fesit nésledujici problém:

Pro danou matici H naleznéte matici G s mazimdini hodnosti a takovou, Ze soucin H -G je nulovd
matice.

Ukazeme na ptikladu, ze problém lze prevést na feSeni soustavy linearnich rovnic.

3.2.2 Priklad V Zj; je dana néasledujici matice H:

7T 4 2 1 2
01 3 16
009 2 5
00 0 0O

2Porovnejte tento postup se zptisobem feseni linedrnich rekurentnich rovnic z odstavce 1.3.
3Povsimnéte si geometrie feSeni: jde o ,rovinu®.
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3.2. Linearni algebra 7

(Pro matici, kterd neni v hornim blokovém tvaru, bychom nejprve provedli Gaussovu eliminaci.)

Hleddme matici G, kterd ma maximalni moznou hodnost, a takovou, Ze souéin H-G T je roven nulové matici.

Uvédomme si, ze pozadavek

H-G"=0

tikéd presné to, ze kazdy radek matice G musi byt feSenim homogenni soustavy rovnic Hx = 0. Kdyz tedy do
jednotlivych fadka matice G napiseme prvky fundamentéalniho systému, bude tloha vyresena, protoze potom
matice G bude mit maximalni moznou hodnost.

V naSem pfipadé ma fundamentélni systém dva prvky (protoZze 5 — 3 = 2), naptiklad:

(8,7,1,1,0)
(2,1,5,0,1)

5 7 1 10

2 3 8 01
Uvédomme si, ze matice G neni urena jednoznac¢né, protoze ani fundamentalni systém neni urcen jednoznacné.
Jednoznac¢né urcena je pouze maximalni mozna hodnost matice G.

Proto lze jako matici G zvolit

@ 3.2.3 Poznamka V piipadé, kdy m neni prvodislo, mizeme pfi Gaussové eliminaci v Z,, narazit na necekané
b b
problémy. Nasledujici priklad ukazuje, ze v takovém Z,, obecné neplati véta

Hodnost matice je rovna hodnosti transponované matice.

Divodem je to, ze v klasické linearni algebie se tento vysledek opird o Gaussovu elimina¢ni metodu.

Proto pro sloZena ¢isla m nebudeme v Z,, soustavy s vice neZz jednou rovnici resit.

1 1 -1
0 2 3

linearné nezavislé radky, ale kazdé dva sloupce jsou linearné zavislé.

3.2.4 Priklad Ukézeme, Ze v Z3y mé matice

1. Predpokladejme, Ze pro «, 3 € Zs plati
a-(1,1,-1)+3-(0,2,3) = (0,0,0)

V Zsp tedy musi platit soustava rovnosti

a+ 206
—a+33 =

Il
o o o

Protoze o = 0 v Zsp, zbyva v Zsg vytesit soustavu
28 =
38 = 0

Podle véty 3.1.2 mé prvni rovnice v Zszg pravé dvé rtzna feseni, a sice ¢isla 0 a 15. Druha rovnice ma
pravé tii rtzna feseni: ¢isla 0, 10 a 20. ReSenim celé soustavy je tedy pouze ¢islo 5 = 0.

Protoze pak i o = 0, ukézali jsme, ze fadky jsou linearné nezavislé.

2. Napiseme nyni pro kazdou dvojici sloupcti netrividlni linedrni kombinaci, kterd dava nulovy vektor:

0,0) = 15-(1,0) + 15-(1,2)
0,0) = 10-(1,0) + 10-(—1,3)
(070) = 6(172) + 6(_1a3)
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Dalsi dtlezitou partii klasické linedrni algebry je aritmetika matic: nasobeni, s¢itdni matic, vypocet deter-

minantu a otazka existence inversni matice.

Nésobeni a s¢itdni matic i rekursivni definici determinantu (tj. rozvoj podle Fadku ¢i sloupce) lze prevzit
z klasické linearni algebry a pro obecné Z,, pro né plati obdobna tvrzeni jako v klasické linearni algebre. Jediny
rozdil je v otdzce existence inversni matice. V obecném Z,, plati nasledujici véta (povSimnéme si ale, ze pokud

je Z, téleso, jde o pfesnou kopii klasické véty nad R):

3.2.5 Véta Ctvercova matice A nad Z,, mé inversi pravé tehdy, kdyz det A m4 inversi v Z,,. Inversni matici

Ize potom spocitat podle nasledujiciho vzorce

A7l = (detA)™!-DT

kde D je matice algebraickych dopliikii matice A.

3.2.6 Priklad Rozhodnéte, zda v Zog existuje inverse k matici

2 3 5
A= 5 11 2
1 2 2

V kladném pripadé tuto inversi naleznéte.

1. Nejprve spoéitame determinant matice A. MuzZeme ho spoéitat bud rozvojem podle nékterého radku
¢ sloupce nebo Sarrusovym pravidlem. (Pozor, matici nemidZeme nejprve upravit Gaussovou eliminaci,

protoze 26 neni prvocislo!) Vyjde

detA =7 v ZQG

Protoze 771 v Zgg existuje (a sice 7-! = 15), existuje i inverse k matici A.

2. Matici A~! spoéitdme pomoci véty 3.2.5. K tomu nejprve potiebujeme znat matici D algebraick§ch do-

pliki.

Matice D ma na misté (4, j) algebraicky doplnék A;; prvku a;; matice A. Plati

Aij = (—1)i+j - det Aij

kde matice A;; vznikla z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Pro nasi matici A tedy jednotlivé algebraické dopliky jsou:

Ay = (=DM
A = (—D)72.
A = (=D
Ay = (=1)*.
Ay = (-1)*".
Ay = (=172
Ag = (-1
Azy = (-1)°*2.
Ags = (=1)%%3.

1. Cervence 2007
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3.3. Aplikace — linearni kédy 79

Matice D je tedy

18 18 25 -8 -8 -1
4 25 25 | = 4 -1 -1
3 21 7 3 -5 7

Matici DT budeme néasobit skaldrem, proto jsme DD upravili tak, ze obsahuje ¢isla s nejmensi absolutni
hodnotou.

Podle vzorce
A7l = (detA)"!.-DT

je tedy
8 -8 -1\ 8 4 3 10 8 19
Al =15. 4 -1 -1 =15-[ -8 -1 -5 | = 10 11 3
3 -5 7 1 -1 7 11 11 1

3.3 Aplikace — linearni kody

V tomto odstavci naznacime aplikaci linedrni algebry nad Z, v teorii linearnich kédu, které jsou schopny
opravovat chyby.? Zpravy (ptijde o prvky kone¢né dimensionalniho vektorového prostoru, tedy o uspoiddané
n-tice) hodlame posilat kandlem, ktery mtize do zprav zanést chyby. Problémem je rekonstrukce piivodni zpravy.
Pfipomeiime, Ze mnozina (Z,)"™ vSech uspofddanych n-tic prvka Z, tvofi vektorovy prostor dimense n nad
télesem Z,. Vektorovy podprostor V' dimense k nazveme linedrnim p-kodem dimense k a délky n. Prvkim V
budeme fikat kodovd slova.
Zakladni vlastnosti linearniho kédu jsou:

1. (0,...,0) (nulovy vektor) je vzdy kédové slovo.
2. Libovolna linearni kombinace kédovych slov je kédové slovo.

3. Existuje k vektoru g1, ..., g s vlastnosti: kazdé kédové slovo lze napsat jednoznac¢né jako linearni kom-
binaci vektort g1, ..., gg:
Uu=ai-gr+az-g2+...+ag" gk (3.1)

Vyse uvedend fakta jsou pochopitelné jen preformulovanim toho, ze V je vektorovy podprostor dimense k,
systém g1, ..., gi je vybér baze prostoru V. Pokud tuto bazi napiseme do radkd matice G, vytvorime generujici
matici, kterd ma k fadkd, n sloupc a hodnost k. Generujici matici vyuzivame k pfeméné zpravy (nesouci
informaci) v kéddové slovo (nesouci redundantni informaci, kterd ndm dovoluje detekovat a opravovat chyby).

@ 3.3.1 Poznamka Pro pochopeni zékladnich pojmi teorie linearnich kédd mtze pomoci nasledujici geometrickd
predstava.
Zvolme v R? rovinu danou rovnici = 4+ y + z = 0. Dobfe vime, Ze tato rovina prochazi poc¢atkem soufadnic
a tvoii vektorovy podprostor V dimense 2 v R3.

1. Zname-li bdzi gy, g prostoru V, miizeme generovat vektory v R?, které leZi ve V, nasledujicim zptisobem:
zvolime si soufadnice (ag, az) vzhledem ke g1, g2 a spocitame ay - g1 + a2 - ga.
Zvolme jako bézi roviny x 4+ y + z = 0 vektory g1 = (2,2,—4) a g2 = (2,—1, —1). Potom pro soufadnice
(a1,a2) = (3,4) vygenerujeme vektor 3-(2,2,—4)+4-(2,—1,—-1) = (14,2, —16), o kterém bezpeéné vime,
ze lezi v podprostoru V.

TR

(3 4)-(5 _? _f):(m 2 —16 )

a Ze tudiz mtizeme chépat vektor soufadnic (3,4) jakozto informaci, kterou jsme zakddovali pomoci
generujici matice na kddové slovo (14,2, —16), které nese redundantni informaci.

Vsimnéme si jesté, jak generujici matice vypada: v fadcich mé napsan fundamentdlni systém rovnice
x4+ y + z = 0. Srovnejte s prikladem 3.2.2 a cvi¢enim 3.7.7.

473jemce o podrobnosti odkazujeme napf. na knihu J. Adamek, Kddovdni, SNTL, Praha, 1989.

Ji¥i Velebil: YO1DMA 1. Cervence 2007
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2. Mame-li jakykoli vektor v z R?, je snadné otestovat, zda v € V. Staéi totiz tento vektor dosadit do vyrazu
x4+ y + z a testovat, zda vyjde 0.

Pfedpoklddejme, Ze chceme testovat, zda (2,3,1) € V. Dosazeni (2,3,1) do © + y + z lze zapsat maticové:

2
(11 1)-[3]=6
1

Vysledné matici (v tomto pfipadé rozmeért 1 x 1, ¢ili ¢islu) fikdme syndrom slova (2,3,1).

Zjevné plati, Ze slovo lezi ve V pravé tehdy, kdyz mda nulovy syndrom. ProtoZe matici (1,1,1) vyuZzivame
ke kontrole toho, zda slovo je kédovym slovem, fikame ji kontrolni matice.

Jesté si povsimnéme, ze kontrolni matice je normdlovy vektor roviny = +y + z = 0.

V dalsim budeme provadét totozné tivahy. Prostor R? viak nahradime prostorem (Z,)". Piesto jsou vySe uvedené
uvahy typické:

1. Generujici matice G kédu V' (V' je podprostor (Z,)"™ dimense k) mé v Fadcich vektory baze prostoru V.
To znamena, Zze G mé k fadkt a n sloupct a hodnost k.

2. Kontrolni matice Hkédu V' (V je podprostor (Z,)" dimense k) mé v Fadcich fundamentalni systém rovnice
G-2" = 0. To znamena, 7e kazdy fadek matice H je kolmy na viechny fadky matice G.

Geometricky feceno, matice H zobecniuje pojem normalového vektoru. Vektorovému prostoru, ktery je
generovan fadky matice H, se fika ortogondlni doplnék vektorového prostoru V (a ¢asto se zna¢i V=),

Matice H ma n — k fadkd a n sloupct a hodnost n — k.

@ 3.3.2 Piiklad V tomto ptikladu ukdZeme p¥iklad dob¥e znamého linedrniho kodu ISBN.°
Kdéd ISBN je deseticiferné cislo a; . ..a1g v soustavé o zakladu 11, které splinuje rovnost

10
> icai=0 vZn (3.2)
i=1
Cifry v soustavé o zékladu 11 jsou znaky 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, X.
V praxi je toto desetiferné ¢islo rozdéleno pomlékami do ¢tyi skupin: jazyk knihy, ¢islo nakladatele, ¢islo
knihy a kontrolni znak.
Kontrolni znak vyuzivame k tomu, abychom zkontrolovali, zda méame pied sebou platny kéd ISBN.
Napriklad ¢islo
0-74X2-7560-8

nent platny kéd ISBN, protoze plati
1-042-74+3-44+4-1045-246-7+7-5+8-64+9-04+10-8=5#0 v Z1;

Podobnou kontrolu 1ze provést pro kazdé deseticiferné ¢islo v Zq1. Zapsano maticové, testujeme nulovost syn-
dromu
ai
az
as
21
(123456789 10)-[* [=s (3.3)
ae
ar
as
ag

a1o

5ISBN znamené International Standard Book Number. V soucasnosti se rozmaha novy standard: 13-ISBN.
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3.3. Aplikace — linearni kédy 81

¢isla ay . ..a19. Matici (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) fikdme kontrolni matice kédu ISBN, protoZe ji vyuzivime ke
kontrole. Kontrolni matici budeme znacit H.

Jak spoéitat ,kontrolni bit* (tj. posledni cifru) kédu ISBN, pokud mame k dispozici iidaje o jazyku, nakla-
dateli a ¢isle knihy? Z rovnosti (3.2) dostavame

9
alozg i-ai VZH
=1

protoze —10 = 1 v Zy1. Tvorbu celého ISBN muZeme zapsat maticové takto:

(a1 ax a3 as as as a7y as ag )-

[eleleoleoleoBoBoRal S
SO OO OO OO
[eNeoNeNeoNeoNel S ==
S OO OO+~ O OO
[N eNeNel o NoNo N
S OO R OO O OO
SO O OO OO
O R OO OO OoO OO
H OO OO o oo
© 00 3O U Wi
I

=(a1 ay as as a5 as ar as ag ayp )

Matici rozméra 9 x 10, ktera v této rovnici vystupuje, budeme tikat generujici matice kédu ISBN a budeme ji
znacit G.

Kdéd ISBN je tedy linearni 11-kdd dimense 9 a délky 10: pracujeme totiz v Zi1, kédujeme vektory délky 9 a
vysledny kéd je vektor délky 10.

Podivejme se, jak moc je kéd ISBN schopen detekovat a opravovat chyby. Vypujéime si postavy Alice a
Boba z odstavce 3.5 a budeme si predstavovat nasledujici scénéaf:

1. Alice v knihkupectvi opsala na kus papiru ISBN néjaké knihy.
2. Alice tento kus papiru predala Bobovi.

3. Bob ma zjistit (detekovat), zda Alice neudélala pfi opisovani ISBN chybu nebo chyby. Pokud ano, mé se
tyto chyby pokusit opravit.

Bob postupuje takto:
1. Bob spoditd syndrom s slova ay ... a0 podle vzorce (3.3).

2. Jestlize vyjde s = 0, je na papife napsano platné ISBN.
Pozor! To neznamend, Ze Alice neudélala pii opisovani chybu: mohla jich udélat tolik, Ze to ze syndromu
nejde poznat. Pokud napfiklad Alice v platném kédu ISBN 0-349-10571-5 udéla chyby na druhém a
¢tvrtém misté a napise na papir 0-14X-10571-5, vznikne opét platny kéd ISBN a Bob tyto chyby nepozna.
3. Jestlize vyjde s # 0, doslo pfi opisovani alespon k jedné chybé.

Pokud je Alice spolehliva a pfi opisovani udéla vzdy nanejvys jednu chybu, muZze Bob chybu detekovat.
Detekce vsak znamené pouze zjisténi, Ze doslo k chybé.

Lze zjistit, na které pozici k chybé doslo?
Pokud k chybé doslo na j-té pozici, musi byt na papife zapsano ¢islo
(al7 sy Aj—1, 05 + b7 Aj+1y-- 'aa/l())

tj., k ptivodnimu kédu ISBN a = (ay, ..., a19) byl (v Z11) pficteno chybové slovo e = (0,...,0,b,0...,0),
majici na j-tém misté b a jinde nuly. Syndrom tedy musi byt

s=H-(a+e)' =H-a'+H-e' =H-e' =j-b vZy
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Umi Bob ze znalosti s zrekonstruovat j a b7 Pokud ano, znamenalo by to, Ze je schopen zjistit pozici j,
na které k chybé doslo, a odec¢tenim b na této pozici pak kéd opravit.

Takova rekonstrukce ale obecné neni mozna: pro syndrom 6 mize byt j =2ab=3neboj=3ab=2.

Kdéd ISBN tedy nemé prilis dobré vlastnosti detekce a opravovani chyb: zhruba fefeno je to proto, Ze ma prilis
dlouhou informacni ¢ast (devét ,informadcnich bitt*) a pFilis kratkou kontrolni ¢ast (jeden ,kontrolni bit*). Viz
také cviceni 3.7.6.

Uvahy o kédu ISBN byly typické ptiklady problémt v teorii linearnich kédi. My se v dalsim omezime na
bindrni kody, tj. budeme pracovat nad Z,. Pouziti generujici matice ukdzeme na piikladu:

3.3.3 Pi#iklad Ptedpokladejme, ze V je podprostor (Zs)” dimense 4, ktery méa bazi
g1 = (17070707();171) g2 = (071307071707 ]-) g3 = (0707170317170) g4 = (030;071717131)

Generujici matice je tudiz matice

1000011
c_|0o1to0101
“{oo10110
0001111

Protoze kazdé kédové slovo lze jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci
u=ay-gr+az-g2+az-gs+as-gs

miizeme si ¢tvefici (a1, ag, as, ag) piedstavit jako informaci, kterou chceme poslat a piislusnou linedrni kombinaci
a1 - g1+ as-gs+as-gs+ ag - gs4 jako zprdvu, kterou skutecné posleme. Povsimnéte si, ze diky nasemu vybéru
baze ma zprava nasledujici tvar:

(a1, a2, a3, a4,a2 + a3 + as, a1 + as + as, a1 + az + aa)

V této sedmici tedy o prvnich ¢tyfech polozkach uvazujeme jako o informacnich bitech, zbytek jsou kontrolni
bity, které informaci chrani.

Generujici matice z pfedchoziho piikladu méla tvar G = (E | B), kde E je jednotkova matice rozméri 4 x 4.
Linedrnim kédtim s generujici matici tvaru G = (E | B) se fikd systematické. V systematickém kédu mizeme
okamzité odlisit informacni bity od kontrolnich. Pro dalsi vyhodu systematickych kédt viz tvrzeni 3.3.4.

Jak jsme vidéli, je matice G uziteéna na zacatku prenosu. Pfi pfijmu vSak ¢elime otazce, zda pfijaté slovo je
totéz slovo, které bylo odeslano. K tomu je vhodna matice H (¥ikdme ji kontrolni matice) s nasledujici vlastnosti:

u je prvkem V pravé tehdy, kdyz plati Hu' = 0.

Pro obecny vztah matic G a H odkazujeme na pfiklad 3.2.2 a cviceni 3.7.7. V pripadé systematického kodu je
v8ak tento vztah velmi jednoduchy.

3.3.4 Tvrzeni At p je prvocislo a at jsou vSechny ndsledujici matice nad Z,. M&-1i matice G tvar (E | B), pak
H m4 tvar (—-BT | E’), kde E’ je jednotkové matice piislusnych rozmérii.

DUKAZ. Tvrzeni je jednoduchym dusledkem nésobeni blokovych matic:

(-BT |E)-(E|B) =-B"' +B' =0

3.3.5 Priklad Kontrolni matice kédu z piikladu 3.3.3 je (napiiklad) nésledujici matice:

0 00 1111
H=|01 1 0 0 1 1
101 0101
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3.4. Hlubsi vysledky z poc¢itani modulo 83

Protoze slo o systematicky kéd, mohli jsme samoziejmé pouzit tvrzeni 3.3.4. To je opét ukéazka toho, ze ani
matice H neni urcena jednoznacné.

Ukézeme, Ze nas kdéd je schopen opravit jednu chybu. Jde proto o idealni kéd, pokud predpokladéme, ze
zpravy posilame kandlem, ktery v poslané zpravé porusi maximalné jednu pozici.

Predpokladejme, ze odesilame zpravu u a prijmeme v. Rozdilu e = v — u fikdme chybove slovo. Umime-li
chybové slovo spocitat, provedeme korekci u = v — e a tak ziskdme ptvodni zpravu. Pro zjisténi chybového slova
nejprve spoéteme syndrom H - v ptijatého slova v:

H-v' =H-(u4+e) =H -u' +H-e' =H-e'

Posledni z v§se uvedenych rovnosti plyne z toho, Ze u je kédové slovo a proto plati rovnost H - ' = 0. Vime-li
navic, ze k chybé doslo nanejvys v jednom bitu, obsahuje chybové slovo e nanejvys jeden symbol 1, zbytek
chybového slova musi byt tvofen znaky 0. Pokud ovSem takovym chybovym slovem vynéasobime matici H,
vybereme tak -ty sloupec matice H pravé tehdy, kdyz je symbol 1 v i-té soutadnici slova e. Ptiklad

0

0
0001111 0 1
0110011 1 |=10
101 0101 0 0

0

0

Protoze sloupce matice H jsou navzajem ruzné, muzeme pii pouziti tohoto kédu opravit jednu chybu.
Pro ilustraci pfedpokladejme, Ze jsme odeslali v = (1,1,0,1,1,1,1) a pfijali v = (1,1,1,1,1,1,1). Syndrom
slova v je:

1

1
0 001 111 1 0
0110011 1 1=11
101 0101 1 1

1

1

coz je tieti sloupec matice H. Abychom zrestaurovali ptivodni zprdvu, musime opravit t¥eti bit slova v.

3.4 Hlubsi vysledky z pocitani modulo

V tomto odstavci zformulujeme nékteré hlubsi poznatky o Z,,, které se vyuzivaji naptiklad v algoritmech pro
zpracovani velkych ¢isel nebo v teorii Sifrovani, viz naptiklad cviceni 3.7.12 a odstavec 3.5.

3.4.1 V&ta (Cinska véta o zbytcich)®
Predpokladejme, ze m1, ma, ..., m, jsou navzajem nesoudélna piirozena cisla, m; > 2 proi =1,...,r. Potom
kazda soustava rovnic

= Qai v Zm1

= ay VZp, (3.4)
r = a VZn,
ma FeSeni a toto FeSeni je urceno jednoznacné v Zys, kde M = mq -mg - ... - m,.

6Nejstarsi zminkou o této vété je problém 26 z knihy Sun Tzu Suan Ching, kterou ve tetim stoleti naseho letopoétu napsal Sun
Zi. Problému 26 se téz tika probléem Mistra Suna a Vy jej mate moznost vychutnat ve cviceni 3.7.9.
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DUKAZ. Nejprve ukadZeme jednozna¢nost feseni. Piedpokladejme, Ze ¢isla 2’ a 2 Fesi danou soustavu a oznaéme
x = 2’ — 2”. Chceme ukézat, ze © = 0 v Zys. To ale plyne z toho, ze x = 0 v Z,,, pro vSechna i a z toho, Ze
¢isla mq, ma, ..., m, jsou navzajem nesoud€lna.

Nyni ukazeme, jak FeSeni nalézt. Pro kazdé j = 1,...,r oznacme jako M; podil M/m;. Cislo M; je tedy
soucinem vSech ¢isel my, ..., m, kromé ¢isla m; a proto plati

ged(my, Mj) =1

Oznacme jako Nj inversi ¢isla M; v Z,; a definujme
-
i=1
Potom v Z,, plati nasledujici rovnosti

-
i=1

= ajM;N; (protoze m; | M; pro i # j)
= a‘j

a to jsme chtéli dokazat. [ |

3.4.2 Priklad Dtikaz ¢inské véty o zbytcich dava névod, jak ptislusné soustavy fesit. UkaZeme na prikladu, Ze
tento ditkaz neni tak komplikovany, jak se na prvni pohled zda.
VyfesSme soustavu
x=2v Zs x=4v 7 x=3vZn (3.5)

¢inskou vétou o zbytcich. Pfedpokladejme, Ze TeSeni je ve tvaru

=2 | | +4- | R —

kde zbyvé doplnit jednotlivé obdélniky. M&-1i byt splnéna soustava (3.5), musi byt

1. Prvni obdélnik roven 1 v Zs aroven 0 v Z7 a v Zq1.
2. Druhy obdélnik roven 1 v Z7 a roven 0 v Zs a v Zq1.
3. Treti obdélnik roven 1 v Zq; a roven 0 v Zs5 a v Zr.

Nejprve zaridime nulovost obdélnik:

e =2 [ 711 J+4-[ 511 |+3-[ 5.7 |

(VSimnéte si, Ze zatim jsou v obdélnicich vepsdna — ve znaleni diikazu véty 3.4.1 — éisla My, My a Ms.)
Ovsem prvni obdélnik je v Zs roven ¢islu 7-11 = 2, druhy obdélnik je v Z; roven ¢islu 5-11 = 6 a tfeti obdélnik
je v Zq1 roven Cislu 5 -7 = 2.

To, aby obdélniky byly rovny jednicce, zaridime vynasobenim pfislusSnymi inversemi: do prvniho obdélnika
pfindsobime ¢&islo 27! = 3 v Zs, do druhého obdélnika pfindsobime &islo 67! = 6 v Z; a do tietiho obdélnika
pfinasobime ¢&islo 271 =6 v Zy;:

r =2 [ 7-11-3 |+4-[ 5-11-6 |+3-[ 5-7-6

(Ve znadeni dikazu véty 3.4.1 jsme do obdélnikt pfindsobili éisla N1, Ny a Ns.)
Nyni jen zbyva precist © v Zs.7.11:

r=2-7-11-34+4-5-11-6+3-5-7-6=2412=102 v Z3gs
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Pro jiny ditkaz (a tim i jiny postup TFeSeni) ¢inské véty o zbytcich viz cvideni 3.7.11.
Bezprosttedni aplikaci ¢inské véty o zbytcich je algoritmus pro rychlé vypocty s velkymi ¢isly. Ukazeme jej
na piikladu.”

3.4.3 Priklad Pro realisti¢téjsi podobu néasledujicich iivah odkazujeme na cviceni 3.7.12.

V dalsim pouzijeme stejné znaceni jako v ¢inské vété o zbytcich. Zvolme my; = 3, mo =5, mg =7, my = 11.
Potom M = my - my - mg - my = 1155. Pro ¢islo A ozna¢me po fadé A;, Ao, A3z, A4 zbytky po déleni ¢isla A
po fadé ¢isly my, ma, m3 a my. Z ¢inské véty o zbytcich okamzité vyplyva, Ze je-li ¢islo A v rozmezi od 0 do
M — 1 = 1154, je korespondence

A (Ar, A, Az, Ay)

vzajemné jednoznacna. Pokud tedy vysledky néasobeni a s¢itani ¢isel budou v rozmezi od 0 do M — 1 = 1154,
davéa ¢inska véta o zbytcich moznost rychlého vypoctu soucti a soucini. Pfedvedeme to na piikladu:

1. Pro nasi volbu ¢isel my, mo, ms a my4 spocitdme

M, = M/mq = 1155/3 = 385 My = M/ms = 1155/5 = 231
Ms = M/mgz = 1155/7 = 165 My = M /my = 1155/11 = 105

a jako N; oznacime inversi Cisla M; v Z,,;:

Ni=1 Ny=1 N3=2 Ny=2

2. Chceme vynasobit ¢isla X = 35 a Y = 27. Nejprve obé ¢isla zakédujeme jako Ctverice zbytkd po déleni:

X=3 — (X17X2,X3,X4) = (270,0,2)
Y:27 — (Y17Y27Y37Y4) = (0a27675)
Nyni slozky vektort (X1, X, X3, X4) a (Y1,Y2,Y3,Ys) vyndsobime v piislusnych Z,,,. Dostaneme tak

vektor
(Zla Z2a Z37 Z4) = (07 07 0) 10)

Podle ¢inské véty o zbytcich tomuto vektoru odpovida ¢islo

4
Z =Y Z;M;N; =10+ My - Ny =10-105 -2 = 2100 = 945 v Z1135
i=1

Soucinem ¢isel X a Y tedy je ¢islo 945.

Pro jinou aplikaci ¢inské véty o zbytcich viz cviceni 3.7.13.

V nékterych aplikacich (naptiklad pfi Gtoku na RSA pfi stejném malém vefejném exponentu 3.6.6) je za-
potiebi fesit soustavy tvaru (3.4) v piipadé, kdy éisla myq, ..., m, nejsou navzajem nesoudélna. Cinskou vétu
o zbytcich tedy zobecnime pro Fesitelnost obecné soustavy tvaru (3.4). Vysledny algoritmus bude rekursivni,
viz priklad 3.4.6.

Nejprve zformulujeme, jak fesit soustavy dvou rovnic.

3.4.4 Lemma Predpokladejme, Ze my a msy jsou libovolna piirozena cisla, m; > 2 pro i = 1,2. Oznac¢me
d = ged(my,ma). Pak jsou nésledujici dvé podminky ekvivalentni:

1. Soustava

al \4 Zml (3.6)

= ay VZp,
ma reSeni.

2. Platid | (az — a1).

"Podrobnéji se lze o rychlosti tohoto algoritmu doéist napiiklad v knize L. Kucera a J. Nesettil, Algebraické metody diskrétni
matematiky, SN'TL, Praha, 1989.
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Jestlize plati d | (a2 — a1), je feSenif uréeno jednoznacné v Zys, kde M = lem(my, ms). ©

DUkAZ. Podminky 1. a 2. jsou ekvivalentni: Soustava (3.6) mé feSeni u pravé tehdy, kdyz v Z plati rovnosti
u = a1 + mk a u = ag + mol pro néjaka celd Cisla k, . To nastava pravé tehdy, kdyz plati v Z rovnost
m1k + ma(—1) = az — a1, neboli pravé tehdy, kdyZz m4 diofantickd rovnice mix + may = as — a1 FeSeni. Podle
cvideni 3.7.3 méa tato diofantickd rovnice YeSeni pravé tehdy, kdyz plati d | (ag — aq).

Piedpoklddejme, Ze plati podminka d | (ag — a1). Kazdé feSeni rovnice z = ay v Z,, je tvaru u = a; + mik
pro celé ¢islo k. Urcime nyni hodnotu k tak, aby platila rovnice x = ag, neboli a; +mi1k = az v Z,,. Takovych
¢isel k existuje v Z,,, pfesné d, protoze linedrni rovnice m1k = (az — a1) ma podle véty 3.1.2 v Z,,, pfesné d
riznych feseni. Tudiz linedrni rovnice

mq as — aq
—k= v Zm
d d K
mé jediné feseni k, protoze ged(”3, ) = 1. Toto jediné feSeni je tedy tvaru k = ko + ["# pro cela cisla I.

Dosadime nyni toto k do rovnice pro u:

m mim
u=a;+mk=a +m1(]€0+172) = a1 +miko +1 17702 =a1 +miko +IM
protoze ™42 je nejmensi spoleny nasobek cisel m; a msy. Nalezli jsme jediné feseni soustavy (3.6). |

3.4.5 Priklad Metodou pfedchoziho lemmatu vyfesime soustavu

= 21 v Zgg
= 43 v Z55

Pfedevsim d = ged(33,55) = 11 a plati 11 | (43 — 21), podle lemmatu 3.4.4 tedy FeSeni u nasi soustavy existuje
jednoznaéné v Zys, kde M = lem(33,55) = 165.

ProtoZe musi platit ©v = 21 + 33k v Z, uréime &islo k tak, aby platilo 21 + 33k = 43 v Zss. Resime tedy
rovnici 33k = 43 — 21 = 22 v Zss (ta mé podle véty 3.1.2 presné 11 raznych Feseni), neboli Fesime rovnici 3k = 2
v Zs. Toto jediné feSeni je k = 4.

Celkové je u =21 + 33 -4 =153 v Z¢5.

Nyni na piikladu vysvétlime, jak FeSit obecné soustavy tvaru (3.4) rekursivné. Pro obecnou podminku
Fesitelnosti soustavy tvaru (3.4) viz cviceni 3.7.14.

3.4.6 Priklad Pripomeiime, Ze z prikladu 3.4.5 vime, jak feSit soustavy o dvou rovnicich. Pfedvedeme, jak
Tesit soustavy o tfech rovnicich, pro vétsi soustavy budeme postupovat analogicky.

1. Vyfesime soustavu

= 1 v le
= 7 v 214
= 4 A\ Z15

Nejprve vyfesime soustavu prvnich dvou rovnic metodou pfikladu 3.4.5. To lze, protoze plati ged(12,14) =
2a 2| (7—1). Prvni dvé rovnice tedy jednozna¢né uréuji x = 49 v Zs,.

Puvodni soustavu tedy nahradime soustavou dvou rovnic

= 49 \4 Zg4
= 4 v Zl5

a tu opét vyiesime metodou pitkladu 3.4.5. To lze, protoze plati gcd(84,15) = 3 a 3 | (4 — 49). Reseni je
=49 v Z420.

Cislo x = 49 v Zy99 je také jediné feseni ptivodni soustavy tii rovnic.

8lcm(a, b) zna¢i nejmenst spoleény ndsobek celych ¢isel a, b, anglicky least common multiple.
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2. Vyftesime soustavu

= 5 v Z12
= 17 v Zlg
= 3 v Z40

Nejprve vyfesime soustavu prvnich dvou rovnic metodou pfikladu 3.4.5. To lze, protoze plati ged(12,18) =
6a6]|(17—5). Prvni dvé rovnice tedy jednoznaéné uréuji x = 17 v Zzg.

Plvodni soustavu tedy nahradime soustavou dvou rovnic

= 17 \ Zg@
3 v Z40

a tu opét vyfeSime metodou piikladu 3.4.5. To ale nelze, protoZe plati ged(36,40) = 4, ale 4 | (3 — 17)
neplati. ReSeni ptivodni soustavy neexistuje.

Viz také cviceni 3.7.14.

Dalsi fada vysledkt ndAm umozni efektivné zpracovavat velké mocniny.

3.4.7 Véta (Mald Fermatova véta) At p je prvocislo. Potom pro libovolné celé ¢islo a nesoudélné s p plati
at=1 vz,

DUKAz. Nejprve ukdzeme, ze jsou-li ¢ a j dvé rizné ¢isla z mnoziny {0,1,...,(p — 1)}, potom
ta # ja Vv Zyp

Kdyby totiz nastala rovnost, znamenalo by to, Ze plati p | a(i — j) a protoze pfedpoklddame, ze ged(a,p) = 1,

musi platit p | (¢ — 7). To je spor.
Ukéazali jsme tedy, ze posloupnosti

la,2a,...,(p—1a a 1,...,(p—1)

musi v Z, obsahovat (az na pofadi) stejna ¢isla. Souciny vSech ¢lend obou posloupnosti v Z, jsou si tedy v Z,

rovny. To znamena, ze plati
A tp-D=p-1)! v Ly,

Protoze p je prvoéislo, je ged(p, (p — 1)!) = 1, a tudiz

-1
a7t =1 vZ,

@ 3.4.8 Poznamka Existuje jesté velkd (také posledni) Fermatova véta. Jde o nasledujici tvrzeni:
Pro libovolné pevné prirozené ¢islon > 3 nema rovnice a™ +b™ = ¢ FeSeni v kladnych pfirozenych c¢islech.

Srovnejte vyse uvedené tvrzeni se znamou Pythagorovou vétou, kterd zarucuje existenci nekonecné mnoha trojic
pfirozenych &isel a, b, c, splitujicich rovnost a? + b = ¢ — viz piiklad 3.4.9.

Pierre de Fermat (1601-1665) byl francouzsky pravnik, ktery se matematikou zabyval pouze rekreacné. Pfesto
je autorem fady pozoruhodnych matematickych vysledkt. Své dikazy vSak psal velmi neporadné, vétsinou na
prazdné okraje knih, které pravé studoval. Svym kolegiim matematikiim pak posilal pouze znéni tvrzeni bez
ditikazi.” Proto se ve Fermatové pozistalosti na okraji Diophantovy'® knihy Arithmetica, pod znénim velké
Fermatovy véty, zachovala znama okfidlena formulace

9Fermattv soucasnik, anglicky matematik John Wallis, nemluvil pry o Fermatovi jinak, neZ jako o ,zatraceném francouzovi“.

10Jde o Diophanta z Alexandrie, po kterém jsou pojmenovany diofantické rovnice, viz piiklad 3.1.7. O Diophantovi toho moc
nevime, pravdépodobné zil kolem roku 250. Diky (jak jinak, nez aritmetické) hadance na Diophantové ndhrobku vsak vime, ze
zemrel v 84 letech.
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Mam vskutku krasny diikaz tohoto tvrzeni. Tento okraj je vsak prilis maly, nez abych jej sem mohl napsat.

Problém odoléval vice nez 300 let (ztstal tak poslednim z nedokdzanych Fermatovych tvrzeni, odtud pochazi
nazev véty). Po Fermatové smrti se objevilo mnoho $patnych dikazii a pokusy o dikaz velké Fermatovy véty
zruinovaly nejednu védeckou kariéru.

Teprve 23. ¢ervna 1993 na prednéasce v Cambridge predvedl anglican Andrew Wiles dikaz, ktery je korektni.
Intenzivné na ném pracoval sedm let.

Historii pokusti o ditkaz velké Fermatovy véty (a samoziejmé Wilestiv triumf) popisuje velmi étiva kniha

w S, Singh, Fermat’s Last Theorem, Fourth Estate Ltd., London, 1997

3.4.9 Piiklad Nésledujici krasny ditkaz Pythagorovy véty je piipisovdn samotnému Pythagorovi.!! Mame
pravouhly trojuhelnik s odvésnami délky a a b, ¢ je délka prepony. Podivejte se na nésledujici obrazek:

a b

b a

Obsah velkého étverce je (a + b)? = a? + 2ab + b* (pro geometricky ditkaz této rovnosti odkazujeme na po-
znamku 5.3.18). Pocitano jingym zptisobem, je obsah velkého &tverce roven ¢ + 2ab (obsah vnitiniho étverce
secteny s obsahem &ty stejnych pravothlych trojuhelniki). Tudiz plati rovnost a? + 2ab + b*> = % + 2ab.
Odectenim dostaneme rovnost
a® + b2 =¢?

coz je Pythagorova véta.

Nyni dokézeme, Ze existuje nekoneéné mnoho piirozenych éisel a, b, ¢, kterd spliuji rovnost a2 +b? = ¢? (viz
také cviceni 2.4.7). Dukaz je pfipisovan Eukleidovi: piedstavme si nésledujici dvé fady ¢isel

NVAVAVAVAVAVAVAR

Vrchni nekonec¢nd fada je fadou ¢tverct prirozenych cisel, spodni fada je nekonec¢na tada lichych ¢isel. Pokud
ve spodni fadé zacnete od ¢isla 1 a pojedete-li po sméru Sipek do néjakého lichého ¢isla n ve spodni fadé, pak
Sipka z ¢isla n ukazuje na soucet fady lichych ¢isel od 1 do n (srovnejte s dopisem Leibnize pruské kralovné
z poznamky 1.1.5). Specidlné plati, Ze pfi¢tenim lichého ¢isla k néjakému étverci vznika opét ¢tverec.

Ve spodni fadé existuje nekone¢né mnoho ¢isel, ktera jsou ctverci, protoze ¢tverec lichého ¢isla je liché ¢islo
a ¢islo 9 je étverec (tudiz i 9%, (9%)? atd. a viechna tato ¢isla jsou ve spodni fadé). TudiZ existuje nekone¢né

mnoho pfirozenych &isel a, b, c, pro ktera plati rovnost a? + b? = 2.

3.4.10 Poznamka Mala Fermatova véta prvodisla necharakterisuje. Existuji totiz slozena ¢isla n, pro ktera
plati

jestlize ged(a,n) = 1, pak v Z,, plati rovnost a"~! = 1.

Takovym sloZenym ¢&isliim, pro ktera plati tvrzeni malé Fermatovy véty, se fikd Carmichaelova.'? Carmichaelova
¢isla existuji a je jich dokonce nekoneéné mnoho, viz

HPythagoras ze Samu (pravdépodobné 572-497) jako prvni zavedl myslenku matematického ditkazu jakozto jistoty poznani.
12Tato ¢isla na pocatku 20. stoleti objevil a studoval Robert Daniel Carmichael (1879-1967).
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w W. R. Alford, A. Granville a C. Pomerance, There Are Infinitely Many Carmichael Numbers, Ann. Math.
140 (1994), 703-722

Nejmensi Carmichaelovo ¢islo je 561 = 3 - 11 - 17.
Carmichaelova ¢isla nejsou jen teoretickd zrtidnost: maji uplatnéni napifiklad pii Millerové-Rabinové testu
prvociselnosti, viz knihu

= N. Koblitz, A Course in Number Theory and Cryptography, Springer, New York, 1994.

nebo algoritmus B.3.8 v dodatcich.

Malou Fermatovu vétu lze zobecnit. Zobecnéni spociva na pozorovani, Ze pro prvocislo p je p — 1 pocet
v8ech ¢isel z mnoziny {0,1,...,p — 1}, kterad jsou s p nesoudélnd. Zavedeme nyni funkci, kterd ddva podet ¢isel
nesoudélnych s danym ¢islem.

3.4.11 Definice Eulerova'® funkce ¢ je definovdna nasledovné: pro piirozené ¢islo n > 2 je ¢(n) pocet viech
¢isel z mnoziny {0,1,...,n — 1}, kterd jsou s n nesoudélné. Déle definujeme (1) = 1.

3.4.12 Poznamka Vime, Ze pro prvocislo p plati ¢(p) = p—1. Nékteré dalsi vlastnosti Eulerovy funkce z tohoto
faktu okamzité plynou:

1. Pro prvocislo p a ptirozené ¢islo n > 1 plati
1

e(p") =p" —p"t=p"(1 - 1;)

Dtvodem je to, ze cisla od 0 do p™ — 1, kterd jsou soudélnd s p jsou presné ta, kterd jsou délitelna p.
Takovych &isel je piesné p™ 1.

2. Jsou-li m; a mg nesoudélna ¢isla, potom plati
p(mimz) = @(m1)p(m2)

Musime zjistit pocet ¢isel od 0 do mimo — 1, ktera jsou nesoudélna s ¢islem mimeso. Protoze cisla mi, Mo
’ ’
jsou nesoudélné, vyuiijeme k tomu ¢inskou vétu o ZbthiCh.

Zvolme ¢islo x v intervalu od 0 do myms — 1. Toto ¢islo jednozna¢né urcuje dvojici ¢isel
ap€0,1,....my —1 ax€0,1,...,mg—1
pro ktera plati

= a1 v Zm1

= a3y VZpm,
Obraceneé, podle ¢inské véty o zbytcich, kazda dvojice ¢isel
a1 €0,1,....om;—1 a2€0,1,...,mo—1
jednoznacné urcuje ¢islo x v intervalu od 0 do mimso — 1, pro které plati

= a1 VZpm,

= a2 v Zm2
Této korespondence nyni vyuzijeme. Plati totiz

ged(x, myms) = 1 pravé tehdy, kdyz ged(ag, m;) = 1 a soucasné ged(ag, ma) = 1.

13Rodék ze svycarské Basileje, Leonard Euler (1707-1783), stravil velkou &ast svého Zivota na dvote ruského cara Petra Velikého.
Za svij zivot Euler napsal obrovské mnozstvi praci zasadni dulezitosti, pfevazné z matematické analyzy, a to presto, ze od roku
1740 byl témér slepy. (Ztratu zraku pry komentoval: Budu alespori méné rozptylovdn.) Radu zndmych symboll v matematice zavedl
prévé Euler: znaceni f(z) pro hodnotu funkce (1734), ¢ pro odmocninu z —1 (1777), > pro znaceni souctu (1755), a dalsi.
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Z tohoto faktu okamzité vyplyva, ze p(mimsa) = p(my)e(ms).
3. Z predchozi uvahy plyne rovnost

s 72 7. 71 2 n
e(py* - p3 ) 1 1) 2 ( 2) ( T)

Zmname-li tedy prvociselny rozklad daného ¢isla, je nalezeni hodnoty Eulerovy funkce snadné. Naptiklad

. 1 1. o 1.
@(1960):90(23-57)—23(1—5)~5(1—3)~7(1—?)_672

Nyni zformulujeme jednoduché, ale dulezité zobecnéni malé Fermatovy véty. PovS§imnéte si diikazu: je pfesnou
analogii diikazu malé Fermatovy véty. Stejna diikazova technika ndm pozdéji umozni zformulovat a dokazat jesté
obecnéjsi tvrzeni, viz cviceni 5.7.12.

3.4.13 Véta (Eulerova véta) Je-li ged(a,m) = 1, potom plati
a?™ =1 vZy,

DUKAZ. Budeme postupovat podobné jako pti ditkazu malé Fermatovy véty.

Protoze kazdé cislo od 0 do m — 1, které je nesoudélné s m, ma inversi v Z,,, je podle definice Eulerovy
funkce v Z,, ptesné ¢(m) riznych invertibilnich prvki. Oznac¢me je b1, ba, ..., by(m)-

Nejprve ukdzeme, Ze jsou-li ¢ a j dvé rizna ¢éisla z mnoziny {0,1,...,¢(m)}, potom

bi~a7ébj'a VZm

Kdyby totiz nastala rovnost, znamenalo by to, Ze v Z,, plati rovnost b; = b;, protoZze predpoklddame, Ze
ged(a,m) = 1. To je spor.
Posloupnosti
bla, bga, ey b<p(m)a a bl, ceey btp(m)

musi v Z,,, obsahovat (aZ na pofadi) stejnd ¢isla. Souciny vSech ¢lenit obou posloupnosti v Z,, jsou si tedy v Z,,
rovny. To znamena, ze plati

a®™ by by = b1 by V
Protoze soucin by - ... - by(y) ma inversi v Z,, (viz cviceni 3.7.2), plati
a?™ =1 vZ,
a to jsme chtéli ukazat. |

3.4.14 Poznamka Cislo ¢(m) neni nejmensim exponentem e, pro ktery v Z,, nastane rovnost a® = 1. To
ukazuje nasledujici priklad — viz také cviceni 3.7.17 a 3.7.25.

Protoze 31 je prvoéislo, plati ¢(31) = 30 a tudiz podle Eulerovy véty je 23 = 1 v Z3;. Protoze v Z plati
25 = 32, plati v Zs3; i rovnost 2° = 1.

Eulerovu vétu lze vyuzit pro pocitani zbytkt po déleni pro velké mocniny.

@ 3.4.15 Piiklad Spoctéte zbytek ¢isla 12316803 po déleni ¢islem 26 741.
Predvedeme dva vypocty: jeden s Cistym pouzitim Eulerovy véty, druhy jako kombinaci Eulerovy véty a
¢inské véty o zbytcich. V obou piipadech ale nejprve potiebujeme prvoéiselny rozklad &isla 26 741 = 112-13-17.

1. Protoze (26 741) = p(112) - p(13) - o(17) = (112 — 11) - 12 - 16 = 21120 a protoze gcd (12,26 741) = 1, je
podle Eulerovy véty 1221120 = 1 v Zyg74;. Protoze 316 803 = 21120 - 15 + 3, dostavame

12316 803 — 1221 120-1543 — (1221 120)15 . 123 — 123 =1 728 v Z26 741
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2. Protoze ¢&isla 112, 13 a 17 jsou navzajem nesoudélna, je podle ¢inské véty o zbytcich éislo 12316893 v Zos 74y

uréeno jednoznac¢né svymi zbytky po déleni &isly 112, 13 a 17. Kazdy tento zbytek opét spoéteme Eulerovou

vétou:
12316803 _ {9110-2880+3 _ 193 _ 34 Zq12
12316803 _ 19122640043 _ 193 _ 19 y 7,
12316803 _  1916:19800+3 _ 193 _ 11 v 7,.

Postupovali jsme podobné jako v predchozim piipadé a pouzili jsme (112) = 110, ¢(13) = 12 a p(17) =
16.
Nyni pouzijeme ¢inskou vétu o zbytcich, kde m; = 112, my = 13 a m3 = 17. S vyuzitim znaceni diikazu
této véty je

12316803 = 34 My - Ny +12- My - No+11- M3 - N3 v Zogra1
kde M; = 1317 =221, Ny = M;' =100~ = 23 v Zyy2, My = 112 - 17 = 2057, Ny = My; ' =371 =9
A Z13 a M3 = 112 -13 = 1573, N3 =M3_1 = 9_1 =2v Z17. Tudiz

12316803 — 34.921.23 +12-2057-9+11-1573-2=1728 v Zygra1

Druhy vypodet je zfejmé ponékud podetné ndrocény. M4 vsak své vyhody: budto kdyz pocitame zbytky po déleni
obrovskym éislem (viz naptiklad cviceni 3.7.18) nebo kdyZ pocitdme zbytky po déleni pevnym (velkym) ¢islem
velmi Gasto (to nastéava pfi provozovani protokolu RSA, viz pfiklad 3.6.1).

Pro pocitani zbytkd po déleni velkych mocnin lze pouzit i takzvany algoritmus opakovanych ctverci. Vy-
svétlime ho na ptikladu.

3.4.16 Piiklad Pro ¢islo 1103 chceme spocitat zbytek po déleni &islem 2803. Algoritmem opakovanych
¢tvercd tento problém lze vytesit nasledovné:

Zapisme nejprve exponent 113 ve dvojkové soustavé: 113 = 26425424 1+ 1, tudiz 113 je ve dvojkové soustavé
sedmiciferné ¢islo 1110001.

Nyni vytvofime posloupnost pismen S o jednicku kratsi nez je pocet cifer exponentu ve dvojkové soustavé.
V nasem piipadé 7 — 1 = 6, utvoiime tedy posloupnost

SS§58S5SS

Pismena S ndm vytvorila celkem 7 riznych ,pfihradek”. Tato mista budeme obsazovat bud pismenem X nebo
je nechdme prazdna. Postupujeme podle nésledujiciho navodu:

Cteme binarni rozvoj exponentu zleva doprava a misto kazdé jednicky napieme X, je-li v bindrnim rozvoji
nula, misto neobsazujeme.

V nasem pfipadé dostaneme posloupnost

XSXSXSS5SSX

Pismeno X symbolizuje ndsobeni danym ¢islem (v nasem piipadé ¢islem 110), pismeno S symbolizuje umocnéni
(squaring) daného ¢isla na druhou. V obou pfipadech ovSem budeme brat zbytek po déleni ¢islem 2 803.

Hodnotu hledané mocniny (vzdy) inicializujeme ¢éislem 1. Dostaneme tak posloupnost (vSechna éisla jsou
chépéna A\ ZQ 803):

110 = 110-1
1102 = 888

1103 = 110-888 = —425
1106 = (—425)2 =1233

R R L AR R

1107 = 110-1233 = 1086
1101* = (1086)? = —667
1102 = (-667)%2 = 778
11056 = (-778)% = 1481
110112 = (1481)% = 1415
110113 = 110-1415 = 1485
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Viz také cviceni 3.7.19.

Eulerovu vétu lze také vyuzit k alternativnimu zpusobu hledani inverse prvku v Z,,. Plati-li totiz pro
nesoudélné &sla a, m v Z,, rovnost a®(™ = 1, potom musi platit a=! = a®™~!, Tato metoda mize nékdy byt
vyhodnéjsi nez Eukleidiv algoritmus.

3.4.17 Piiklad Spoctéte inversi éisla 2 v Z15 Eulerovou vétou. ProtoZe 15 = 3 - 5, plati ¢(15) = 8. Protoze
ged(15,2) = 1, plati podle Eulerovy véty v Zis rovnost 28 = 1, neboli 2 - 27 = 1. Proto je 271 = 27 =24 .23 =
16-8=1-8 =8 v Z;5 (vyuzili jsme faktu, ze v Z;5 plati 16 = 1).

Nasledujici technické lemma je jednoduchym disledkem Eulerovy véty a ¢inské véty o zbytcich. Bude se nam
hodit pfi dikazu korektnosti protokolu RSA (véta 3.5.4).

3.4.18 Lemma Predpokladejme, Ze v prvociselném rozkladu ¢isla m jsou vSechna prvocisla pouze v prvni
mocniné.** Potom v Z,, plati pro viechna a a pro vSechna pfirozena &isla k rovnost a*t%#(m) = ¢,

DUKAZ. Pro k = 0 neni co dokazovat: rovnost a' T = ¢ plati pro viechna a v Z,,. Pro k > 1 budeme
rovnost dokazovat slabou indukci podle k£ > 1. Prvociselny rozklad ¢isla m oznaéme m =py -pa - ... p,.

1. Zékladni krok: chceme dokazat, ze plati rovnost a't%(™) = g pro vSechna a v Z,,. MiZe nastat pravé
jeden ze dvou pripadii:

(a) ged(a,m) = 1. Potom podle Eulerovy véty plati rovnost a?(™) =1v Z,, a po vynasobeni obou stran
¢islem a dostaneme rovnost o't =g v Z,),.

(b) ged(a,m) =d > 1. Protoze m = py - pa - ... pr, kde v8echna prvocisla py, pa, ..., p. jsou navzéjem
riiznd, je d sou¢inem nékterych z nich. Tudiz d je square-free ¢islo, stejné jako ¢islo ¢ = m/d. Navic
¢isla d a ¢ jsou nesoudélna a plati

0=a=d1t"" v 7, a=aTM v 7,
Podle ¢inské véty o zbytcich tedy plati

a=a'tem vz,

2. Indukéni krok: predpokladejme, Ze rovnost a'T*#(") = ¢ plati pro vSechna a v Z,, a pro pevné k > 1.

Potom plati q!t(E+1)e(m) = gltke(m) . qe(m) 5 podle indukéniho predpokladu jde pravou stranu této
rovnosti upravit na a - a¥"™, neboli na a't¥(™) . Podle zékladniho kroku je posledni vyraz roven a v Z,,.

3.4.19 Poznamka Lemma 3.4.18 neplati, jakmile se v prvociselném rozkladu ¢isla m né&jaké prvocislo vyskytuje
ve vétsi neZ prvni mocniné (tj., jakmile m neni square-free).
At m = 8 = 23. Potom ¢(m) = 2% — 22 = 4. Zvolme a = 2. Potom a!T¥(™) =25 =32 =0 # 2 v Zg.

3.5 Aplikace — protokol RSA

Pfedpoklddejme, Ze si dva uzivatelé, A a B, chtéji vymeétiovat zaSifrované zpravy. (Zpravou zde budeme rozumét
piirozené ¢islo.) Sifrovaci protokol, ktery zde uvedeme, publikovali v roce 1978 Ronald Rivest, Adi Shamir a
Leonard Adleman (odtud zkratka RSA).'® Jak uvidime, protokol RSA je zaloZen na platnosti Eulerovy véty
(viz také cviceni 3.7.25).

Uzivatel A (v literatufe ¢asto pojmenovany Alice) a uzivatel B (Bob) si chtéji vyménovat zpravy mensi nez
predem dané (velké) pfirozené ¢islo N. Postupuji nasledovné:

4 Takovym &islim m se anglicky ¥ika square-free.

15Clanek: R. L. Rivest, A. Shamir a L. Adleman, A Method for Obtaining Digital Signatures and Public Key Cryptosystems,
Commun. ACM 21 (1978), 294-299. V USA byl protokol RSA patentovan 20. zafi 1983. Podle britské vlady byl vSak tento sifrovaci
protokol objeven jiz v roce 1969 Jamesem Ellisem z Government Communication Headquarters (GCHQ).
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1. Alice si vybere dvé ruzné prvocisla py a g4 s vlastnosti ny = paga > N. Potom si vybere ¢islo ey
nesoudélné s p(na) = p(paga) = (pa —1) - (ga — 1). Déle Alice spocita inversi ¢isla eq v Zy(, ) a oznaci
ii jako da.
Nakonec Alice dvojici ¢isel Kg 4 = (na,ea) zvefejni (této dvojici se Tika verejny klic) a svtj soukromy
kli¢ Kp o = (na,ds) si nechd pro sebe.
Bob postupuje analogicky jako Alice: jeho vefejny kli¢ je Kpp = (np,ep) a jeho soukromy kli¢ je
Kp.p = (ng,dp).

2. Pfedpokladejme, ze Bob chce Alici poslat pfirozené ¢islo z. Protoze Bob Alicin vefejny kli¢ (na,e4) zné,
miize spocitat v Z, , mocninu 2 = z°4. Cislo x je zasifrovana zprava.
mocninu z%4 = 2.

Alice z desifruje nasledujicim zptsobem: spocita v Z, ,

Vyhodou protokolu RSA je to, ze pro prolomeni $ifry hrubou silou je zapotfebi znét ¢islo ¢(n4) pro urceni éisla
da. Jak uvidime, znalost ¢isla ¢(n4) je ekvivalentni znalosti prvoéiselného rozkladu éisla n4. Posledni tloha
je vSak vypocetné ndroény problém. Protoze pfechod od ¢(n4) k rozkladu n4 a zpét se déje v polynomidlnim
Case, je protokol RSA relativné bezpecny.

3.5.1 Véta (O bezpeénosti RSA) Piedpoklddejme, Ze ¢islo n je souc¢inem dvou neznamych riiznych prvocisel
p a q. Znalost téchto prvocisel je ekvivalentni znalosti ¢isla p(n).
DUkAZ. Pokud zndme prvoéiselny rozklad n = p - ¢, spocitame ¢p(n) = (p— 1) - (¢ — 1).
Obréacens, predpokladejme, ze zndme p(n). Pro n sudé je prvociselny rozklad jednoduché nalézt: p = 2,
n
q= 9
At je tedy n liché. Hleddame prvocisla p a ¢. Uvédomme si, Ze zndme jejich soudet a soucin:

pg = n
p+q = n+1l—¢(n)

Proto musi byt ¢isla p a ¢ kofeny néjaké kvadratické rovnice. Protoze n je liché, musi byt ¢islo p + g sudé —
oznacme jej 2b. Hledana kvadraticka rovnice pak ma tvar

22 —2x+n=0

s kofeny

20 + /4b% — 4 20 — \/4b% — 4
pz—+ 5 n=b+\/62—n a q:—n

3.5.2 Priklad O déisle n = 6457037 vime, Ze je sou¢inem dvou ruaznych prvocisel p, q. Navic vime, ze plati
©(n) = 6451 776. Pomoci véty 3.5.1 nalezneme prvodéisla p, q.
Vime tedy, ze
p-q=mn=6457037

a ze plati rovnost
6451776 =p(n)=pP—-1)-(¢—1)=n+1—(p+q) =6457038 — (p+ q)
Zname tedy soucin a soucet obou prvocisel
p-q=6457037 P+ q=5262
Proto vime, Ze p a q jsou kofeny kvadratické rovnice
2? — 5262z + 6457037 = 0

a ty nalezneme znamym zpusobem: diskriminant dané rovnice je 1860496 a jeho odmocnina je 1364. Proto pro

k()f‘eny plall
3

q
2 2
a to je hledany prvociselny rozklad cisla 6 457 037.

=1949
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@ 3.5.3 Poznamka Teze sekvencniho vipoctu (anglicky Sequential Computation Thesis) zhruba Fika, Ze vztah
mezi vSemi sekvencidlnimi modely vypoctu je polynomidlni. V praxi to znamenad, ze tfida problémi Fesitelnych
v polynomiédlnim ¢ase (tj. ,lehkych problémi“) je stejnd pro vSechny sekvencidlni modely vypoctu. Obrécené:
tézky problém zlstane tézkym v kazdém sekvencidlnim modelu (viz také pozndmku 1.5.5). V tom spociva
vyznam predchozi véty o bezpecnosti RSA. Problém rozkladu éisla n na prvodisla (zatim) patii k tézkym
problémiim. Proto je tézké i nalézt hodnotu p(n).
Sekvencialni paradigma vypoc¢tu ovSsem neumoziuje neomezeny paralelismus. Takového paralelismu mistrné
vyuziva nové (zatim pohfichu velmi teoretické) kvantové paradigma. Zajem o vyuziti kvantové fyziky ve sluzbach
algoritmt byl zna¢né podnicen ¢lankem

w P. W. Shor, Polynomial-Time Algorithms for Prime Factorization and Discrete Logarithms on a Quantum
Computer, http://fr.arxiv.org/abs/quant-ph/9508027

ve kterém je popsan faktoriza¢ni algoritmus na kvantovém pocitaci pracujici v polynomialnim case. To by
samoziejmé byl konec relativni bezpec¢nosti RSA. Zatim je ovSem fyzikalni implementace takového algoritmu
mimo moznost nagi techniky.'® Pro prvni pokusy o vytvofeni programovaciho jazyka pro kvantové pocitace
odkazujeme na ¢lanek

= P. Selinger, Towards a Quantum Programming Language, Math. Structures Comput. Sci. 14(4) 2004,
527-586, http://www.mathstat.dal.ca/~selinger/papers.html

Zajemce o teoretické podrobnosti odkazujeme na stranky Johna Preskilla z Californian Institute of Technology
= http://www.theory.caltech.edu/people/preskill/ph229/

kde najdete ke stazeni uc¢ebnici kvantového pocitani a fadu feSenych problémi. Zékladni informace lze nalézt i
v textu

= L. Nentvich a J. Velebil, Kvantové pocitini, http://math.feld.cvut.cz/velebil/

Korektnosti Sifrovaciho protokolu rozumime vzijemnou jednoznac¢nost procesu zaSifrovani a desifrovani.
Korektnost protokolu RSA zarucuje nésledujici véta:

3.5.4 Vé&ta (O korektnosti RSA) Pokud je x = 2°4 v Z,,,, pak z = 294 v Z,,.

DUKAZ. Oznaéme 2’ = (2°4)%. V Z,,, chceme ukézat rovnost 2’ = z.
Protoze v Zyn,) Plati e4 - da = 1, existuje piirozené ¢islo k tak, Ze e -da = 1+ kp(na). Proto v Z, , plati
rovnost
Zl — (ZEA)dA — Zl-i-k}(p(n,q) =z

podle lemmatu 3.4.18. |

Pro jiné jednoduché a uc¢inné pouziti prvocisel v kryptosystémech viz cviceni 3.7.30 a 3.7.31.

3.6 Elementarni utoky na protokol RSA

V tomto odstavci pfedvedeme nékteré jednoduché utoky na Sifrovaci protokol RSA, které jsou presto nékdy
velmi G¢inné. Podrobnéji se o nejrtiznéjsich ttocich lze docist naptiklad v ¢lanku

= D. Boneh, Twenty Years of Attacks on the RSA Cryptosystem, Notices Amer. Math. Soc. (AMS), Vol.
46, No. 2, 203-213, 1999, http://crypto.stanford.edu/~dabo/abstracts/RSAattack-survey.html

nebo v knize

w N. Smart, Cryptography: An Introduction, McGraw-Hill, 2003

16K vantovym poéitadem zatim umime faktorizovat &islo 15. OvSem &islo 15 umime faktorizovat i pomoci psa, ktery je vycvicen
tiikrat zastékat. (Robert Harley, Sci. crypt., 5. 12. 2001.)
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Slozitéjsi utok na RSA, zalozeny na teorii fetézovych zlomki, uvadime v dodatcich v odstavei A.3.
Zakladnim utokem na RSA je wtok hrubou silou. O co jde, uvidime nejlépe na ptikladu:

@ 3.6.1 Piiklad Prepoklidejme, 7e jsme tieti strana'” naslouchajici vyméné zprav mezi Alici a Bobem v pro-
tokolu RSA a Ze jsme zachytili zpravu 11 pro Alici. Zndme Alicin vefejny kli¢ (36 181,3989). Pro desifrovani
zpravy potfebujeme zjistit Alicin soukromy kli¢. Z véty o bezpec¢nosti RSA vime, Ze je nutné rozlozit ¢islo
36 181 na soucin prvocisel. Tento prvociselny rozklad budeme hledat hrubou silou. Staci vyzkouset prvocisla
<4/36181 < 191. (Vysvétlete proé¢! Viz také algoritmus B.4.1) Téch je pfesné 42:

3 37 79 131 181
5 41 83 137 191
7T 43 89 139
11 47 97 149
13 53 101 151
17 59 103 157
19 61 107 163
23 67 109 167
29 71 113 173
31 73 127 179

Postupnym délenim ziskdme prvociselny rozklad 36181 = 97 - 373. Proto je ¢(36181) = (97) - (373) =
96 - 372 = 35712. Alicin soukromy kli¢ pak ziskame zjisténim 3989~! v Zs5712 pomoci rozsifeného Eukleidova

algoritmu:

a b q r Qg a1 B2 B
35 712 | 3 989 1 0 0 1
35 712 1 3 989 | 8 | 3 800 0 1 1 -8
3 989 | 3 800 1 189 1 -1 -8 9
3 800 189 | 20 20 -1 21 9 -188
189 20| 9 9 21 -190 -188 1 701
20 91 2 2 | -190 401 | 1 701 | -3 590
9 2] 4 1] 401 | -1 794 | -3 590 | 16 061

2 1 2 0

Povsimnéte si, ze jsme nepsali sloupce pro a a 8 — ty slouzi jen k uloZeni mezivypoctu. Hledané koeficienty
pro Bezoutovu rovnost jsou hodnoty a1, 7 z predposledniho fadku tabulky. Bezoutova rovnost méa tedy tvar

1= (=1794) - (35712) + (16 061) - (3989)

a proto je 398971 = 16061 v Z35712. Nalezli jsme Alicin soukromy kli¢ (36 181,16 061).

Nyni jiz méZeme zpravu 11 desifrovat: znamend to spoéist mocninu 116961 v Zae16;. Vime, Ze mizeme
pouzit Eulerovu vétu (pfipadné v kombinaci s ¢inskou vétou o zbytcich) nebo algoritmus opakovangch étverct.
Zkombinujeme obé tyto metody, to byva nejvhodnéjsi. Eulerova véta totiz exponent mocniny dramaticky snizi
a pak muze efektivné nastoupit algoritmus opakovanych ¢tverct. Pouziti Eulerovy véty dava:

1116061 — 1196167429 _ 1729 7

1116061 _ 1137243465 _ 1165 [ 7.

Nyni obé mocniny spocteme algoritmem opakovanych ¢tvercd. Binarni rozvoje exponenti jsou:
(29)2 = (1,1,1,0,1) (65)2 = (1,0,0,0,0,0,1)

Algoritmus opakovanych ¢tverctt dava nasledujici dvé tabulky (leva tabulka je pocitdna v Zg7, prava tabulka je
poditana v Zgrs):

17V literatuie je tato tfeti strana tradiéné pojmenovana Eve z anglického eavesdropper — ten, kdo tajné nasloucha.
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11=1-11

112 =121

114 = 1212 = 14641 = 94
118 = 942 = 8836 = 257

11'6 = 2572 = 66049 = 28
1132 = 282 = 784 = 38

1164 = 382 = 1444 = 325
1165 = 325-11 = 3575 = 218

11=1-11

112 =121=24

113 =24-11 = 264 = 70
11% = 702 = 4900 = 50
117 =50 - 11 = 550 = 65
111 = 652 = 4225 = 54
1128 =542 =2916 =6
119 =6-11 =66

b T W b U b T b
b Ny Wy Wy e

Vime tedy, ze
1116061 — 66 v Zo, 111991 = 218 v Zyys

Pomoci ¢inské véty o zbytcich nyni spodteme 1116961 v Zag 101:
111696 = 66 My - Ny + 218 - My - N3

kde My = 373, N; = 37371 = 8271 =84 v Zg; a My = 97, Ny = 97! = 50 v Z373 (obé inverse pocitdme opét
rozsifenym Eukleidovym algoritmem). TudiZ v Zsg 151 plati rovnosti

1116961 — 66. 373 - 84 + 218 - 97 - 50 = 3125212 = 13646

Zprava, kterou Bob Alici odeslal, je 13 646.

Pripomernime, Ze véta 3.5.1 fikd, Ze modul n protokolu RSA lze efektivné faktorizovat na prvodisla, zname-li
hohnotu ¢(n) Eulerovy funkce. Néasledujici technické lemma ndm umozni faktorizovat n pfi znalosti vefejného
a soukromého kli¢e (srovnejte s algoritmem B.4.2):

3.6.2 Lemma Piedpoklddejme znalost vefejného klice (n,e) a soukromého klice (n,d) jednoho tcastnika pro-
tokolu RSA. Potom lze efektivné faktorizovat ¢islo n na prvodisla.

DUKAz. Ozna¢me nezndma lichd prvoéisla v rozkladu n jako p a ¢. Vime, ze ¢(n) = (p — 1) - (¢ — 1) a vime, Ze
existuje celé ¢islo k takové, ze plati rovnost

ed=1=k-pn)=k-(p—1)-(¢—1)
Zvolime libovolné piirozené ¢islo = # 0. Podle lemmatu 3.4.18 plati
"t =1v 7,
ProtoZze (ndm znamé!) ¢éislo ed — 1 je jisté sudé, mizeme spocitat ,,druhou odmocninu®

ed—1
=z 2 Vv L,

Pak plati rovnost
y%_lz(yl_l)'(y1+1):0V2n
a tudiz (v pfipads, kdy neplati y; = 1 ani y; = —1 v Z,,) mtZzeme faktorizovat n nalezenim ged(y; — 1,n).
Predpokladejme, zZe plati y; = —1. V tom pripadé se vratime na zacatek a zvolime jiné pocatecni ¢islo x.
Pokud plati y; = 1, spoc¢itame hodnotu

ed—1
Y= 4 Vv L,

(mtZeme vydélit ¢tyFmi, protoZe obé prvodisla p a ¢ jsou lichd). Dostaneme rovnost
ys—1l=y1—1=0v7Z,

a proto mizeme faktorizovat n nalezenim ged(y2 — 1,n) (v pfipadé, kdy neplati yo = 1 ani yo = —1 v Z,).
V piipadé, kdy y2 = —1 nebo y2 = 1, postupujeme stejné, jako vyse, dokud bud nefaktorizujeme n, nebo dokud
ed—1

o1 uz neni délitelné dvéma. V tom pripadé volime dalsi ¢islo x a zac¢iname znovu. |
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Nasledujici priklad je skolni povahy. Pro realisti¢téjsi situaci odkazujeme na cviceni 3.7.26.

@ 3.6.3 Priklad Je zaddn modul n = 341 protokolu RSA a vefejny exponent e = 7 a soukromy exponent d = 43.
Predvedeme, jak faktorizovat ¢islo n pomoci algoritmu z lemmatu 3.6.2.

Oznatme t; = 241 = 150 a zvolme 2 = 2. Protoze y; = 2 = 2!%0 = 1 v Z3y; (coZ zjistime algoritmem
opakovanych ¢tvercit), pokracujeme takto: to = 4 = 75 a pocitdme yo = 22 = 275 =32 v Zgy;.

Nyni spoéteme ged(32 — 1,341) = 31 a to je hledany faktor ¢isla 341. Celkové plati 341 = 11 - 31.

3.6.4 Utok pti sdileném modulu Piedpokladejme, ze k uzivateltt provozuje protokol RSA se sdilenym
modulem n = p-q a Ze i-ty uzivatel ma sviyj vefejny kli¢ (n, e;) a soukromy kli¢ (n, d;). Takovy provoz je snadné

prolomit bud ttokem insidera (tj. nékterym z k tcastnikil) nebo outsidera (tj. nékym zvenéi):'®

1. Utok insidera Tento ttok je mozné provést i v p¥ipadé, kdy klice byly tcastniktim p¥idéleny ,spravcem*.

To jest i v pfipadé, kdy Gcastnici znaji sice své soukromé klice, ale nemaji zadnou informaci o rozkladu n
ani o hodnoté ¢(n).
Predpokladejme, ze insider, ktery chce zautocit, je Gcastnik ¢islo 1. Protoze tento GcCastnik zna oba své
klice (n,e1) a (n,d;), mize efektivné faktorizovat n pomoci algoritmu z dikazu lemmatu 3.6.2. Jakmile
je ¢islo n faktorizovano, je snadné nalézt p(n) a tudiz spocitat soukromé kli¢e ostatnich ucastniki z jejich
verejnych klict.

2. Utok outsidera Tento ttok je mozné provést, pokud jeden z Gcastnikt provozu posila tutés zprdvu dalsim
dvéma ucastnikim.

Predpoklddejme, ze Alice posild stejnou zpravu z dvéma téastnikiim s vefejnymi kliéi (n,e1) a (n,es).
Outsider, Eve, tedy zachyti ¢isla ¢ a co, o kterych vi, Ze spliiuji rovnosti

c1 =2 a =2z vZ,

pro neznamé ¢islo z. Eve spoéita d = ged(eq, e2) rozsifenym Eukleidovym algoritmem a obdrzi Bezoutovu
rovnost

d=e1-t1+eg -ty V7Z
V této rovnosti musi byt jedno z ¢isel t1, t2 kladné a druhé zaporné. Predpoklddejme, ze t; je kladné a ¢
zaporné. Bezoutovu rovnost muze tedy Eve pfepsat takto:

61't1:d+€2'(—t2) v Z

a tudiz muze sestavit rovnici

dr=2tc" vz, (3.7)
protoze it = 2¢1t a ¢y = o2 (") v 7,
Jde o linearni rovnici pro neznamou z?, proto lze pouzit vétu 3.1.2:

(a) Pokud mé rovnice (3.7) pravé jedno feseni, nalezne Eve 2.

V piipadé, kdy ged(eq, e2) = 1 nalezne Eve zpravu z zcela bez problému, protoZe z* = z. V ptipadé,
kdy d = ged(eq, e2) > 1 musi Eve vyftesit problém diskrétni odmocniny, coZ mize byt ¢asové naroéné.
7 toho plyne, ze volba nesoudélnych vefejnych exponentil je Spatnd, protoze itok outsidera je velmi
ulehéen.

d

(b) Pokud mé rovnice (3.7) vice nez jedno feSeni, mize Eve efektivné faktorizovat modul n. Viz pri-
klad 3.6.5.

Nasledujici dva priklady ttoku outsidera jsou opét skolni. Pro realistictéjsi situaci odkazujeme na cvi-
Ceni 3.7.27.

@ 3.6.5 Priklad Alice posild tutéz zpravu z dvéma ucastnikim s vefejnymi klici (n,e1) = (703,11) a (n,eq) =
(703,7).

18Qutsider je nase dobra znama Eve, insider se v né&které literatuie jmenuje malicious Marvin.
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1. Eve zachyti dvé zpravy c¢; = 694 a co = 78 v Zro3.

Eve spoé¢ita gcd(11,7) = 1 a Bezoutova rovnost ma tvar
l=e1 tites ta=11-2+7-(=3) vZ

neboli
11-2=14+7-3 Vv Z

Dale Eve ziskdva rovnici

L2 TS g
neboli
1142 1. (,7\3
(z7) =2 -(2")° v Zros
Protoze z'! = ¢; = 694 a 27 = ¢y = 78, prepise Eve posledni rovnici na

694° = 2 - 78 v Zzo3
Protoze 6942 = 81 a 783 = 27 v Z~o3, musi Eve vyfesit linedrni rovnici
81 =2-27 Vv Zro3
To udéla pomoci véty 3.1.2: ged(27,703) = 1, dané rovnice mé pravé jedno feSeni
2=81-27T"1=3 v Zo3
Odeslana zprava je z = 3.
2. Eve zachytila zpravy c; = 190 a ¢ = 133. Budeme postupovat rychleji. Z upravené Bezoutovy rovnosti
11-2=14+7-3 VvZ

dostévame rovnici
1902 = 2-133% v Zros

neboli
247 =2-399 v Zro3

kterd ma podle véty 3.1.2 pfesné 19 riiznych Feseni, protoze plati ged(703,399) = 19.
Cislo 19 je ovSem netrivialni délitel modulu 703, a Eve pravé provedla (v polynomialnim ¢ase) faktorizaci

703 = 19- 37 a déle postupuje jako v prikladu 3.6.1: zjisti (opét v polynomialnim case), p(703) = 18-36 =
648, soukromy exponent d; = 117! =59 v Zgsg a 2z = cﬁll = 19059 = 57.

3.6.6 Utok pfi stejném malém vefejném exponentu Predpokladejme, %e uzivatelé protokolu RSA sice
maji kazdy rtzny modul RSA, sdileji ale stejny (maly) vefejny exponent mensi, nez je pocet Gcastniklt provozu.
Af tedy k ucastnikit ma vefejné klice (n;, e), kde e < k je malé ¢éislo. Pak staci, aby Eve zachytila stejnou zprévu
poslanou e ucastnikim.

Tento utok opét predvedeme na Skolnim piikladu. Pro realisti¢téjsi situaci odkazujeme na cviceni 3.7.28 a
cviceni 3.7.29.

g% 3.6.7 Priklad Predpokladejme, ze v protokolu RSA mame tii Gcastniky s vefejnymi kli¢i (ni,e) = (253, 3),
(ng,e) = (51,3) a (ng, e) = (145, 3). Eve zachyti zpravy c¢; = 86, co = 9 a ¢z = 40 pro tyto téastniky, o kterych
vi, Ze vznikly zasSifrovanim stejné neznamé zpravy z.
Plati tedy soustava rovnic

23 =86 v 2253 23 =9v Z51 23 =40 v 2145
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Protoze moduly n; = 243, no = 51 a ng = 145 jsou navzajem nesoudé€lné, smi Eve pouzit ¢inskou vétu
o zbytcich 3.4.1 a spocitat feSeni soustavy

=86 v Zoss r=9v Zsn =40V Zy45

co? je ¢islo © = 3375 v Zisro935. Protoze ale plati 3375 = 23 < ninaons = 1870935, nalezne Eve zpravu z
oby¢ejnou tfeti odmocninou: z = 15.

3.7 Cviceni

3.7.1 Cvicéeni Pokud existuji, naleznéte inverse:
1. Cisla 6 v Zya4.
2. Cisla 6 v Zy;.
3. Cisla 160 v Zga;.

3.7.2 Cviceni Dokaite, ze v Z,, plati: Jestlize maji a a b inversi, md inversi i soucin a - b.

3.7.3 Cviceni Rovnici ax + by = ¢, kde a,b,c € Z, fikdme diofantickd rovnice. Oznacte jako d nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel |a| a |b]. Ukazte nasledujici:

1. Pokud d nedéli ¢, dané rovnice nemé zadné feseni v Z.

2. Pokud d déli ¢, dand rovnice feSeni ma. (Navod: obé strany rovnice vydélte ¢islem d a postupujte analogicky
ptikladu 3.1.7.)

Vyfeste nasledujici diofantické rovnice:
1. 32+ 7y = 3.
2. b8z + 10y = 4.
3. 8z — 6y = 3.

Zobecnéte na diofantické rovnice tvaru ayx1 4+ asxs + ... + anx, = b. Navod: vyuzijte cviceni 2.4.4 a 2.4.5.

3.7.4 Cvic¢eni Gaussovou eliminaci vyfeste néasledujici soustavy rovnic.

1.VZy: 2 + 2y — 2z + 2w = 3
r + z 4+ w = 2
4z + 4y + =z + 2w = 2
2.VZs: z + 3y + 2z =1
r + 2y + z = 2
3. VZg: 42z + 3by + 28z = b
192 + b5y + 56z = 15
4. VZi1: 10z + 2y — 2z + 2w = 6

3.7.5 Cvic¢eni V Z7; naleznéte vSechny matice X, pro které plati rovnost A - X = X - A, kde

(1)

Navod: ukazte nejprve, ze matice X musi byt rozmeért 2 x 2, oznacte
a b
X =
(¢ )
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3.7.6 Cviceni Ukazte, ze kéd ISBN je schopen detekovat prohozeni dvou riiznych cifer.'”

@ 3.7.7 Cviéeni  V piikladu 3.2.2 jsme ukéazali, jak spocitat matici G, zndme-li matici H. V tomto cviceni
ukdzeme, jak vyfesit nasledujici problém (vSechny vypocty jsou v télese):

(¥) Je zadédna matice G. Naleznéte matici H maximalni mozné hodnosti takovou, ze soué¢in H-G' je nulova
matice.

Postupujte nasledovné:

1. Dokazte rovnost
(A-B)" =BT -AT

pro libovolné matice A, B, pro které dava shora uvedené nasobeni smysl.

2. Dokaite, Ze souc¢in A-B' je nulova matice pravé tehdy, kdy# souc¢in B- AT je nulova matice (pro libovolné
matice A, B, pro které dava vyse uvedené nésobeni smysl).

Tyto vysledky dovoluji role matic G a H prohodit. Problém (x) lze tedy Fesit metodou p¥ikladu 3.2.2.

3.7.8 Cviceni Pokud existuji, naleznéte inversni matice.

2. V Zi5, kde t € Z15 je parametr:

W N
L

1
0
t

3.7.9 Cviceni Zde je problém 26 z knihy Sun Tzu Suan Ching:

Mdme mnoZstvi véci, nevime ale kolik jich je. Pocitdme-li je v trojicich, zbudou dvé. Pocitame-li je v pé-
ticich, zbudou t7i. Pocitdme-li je v sedmicich, zbudou dve. Kolik véci mdme?

Vyfeste jej. Zde je obecné Teseni od Mistra Suna:

Vynasobte pocet prebyvajicich jednotek, kdyz predméty pocitame v trojicich, ¢islem 70. K tomu piidejte
soucin 21 a poctu prebyvajicich jednotek, kdyz pfedmeéty pocitame v péticich. Déale pridejte soucin 15 a
poctu prebgyvajicich jednotek, kdyz pfedmeéty pocitame v sedmicich. Je-li nyni vysledek 106 nebo vice,
odcitejte nasobky 105.

Pfipomind VaAm Mistrovo feSeni néco?

\ Zg
\% Z5
A\ le
A Zlg

3.7.10 Cviceni Naleznéte nejmensi nezdporné feseni soustavy:

Il
U W N

x
x
x
x

3.7.11 Cviceni Ukazte, Ze feSeni x soustavy z ¢inské véty o zbytcich (véta 3.4.1) lze napsat ve tvaru
T = ale(ml) + ang(WQ) + . Fa, M) v Ty
kde M =mimsa...m, a M; = M/m; pro j =1,...,r. Navod: piiklad 3.4.17.

3.7.12 Cvi¢eni Modifikujme algoritmus pro pocitani s velkymi ¢isly z ptikladu 3.4.3 nasledovné:

19Celkové tedy kéd ISBN detekuje jednu chybu a prohozeni dvou cifer, coz jsou bézné pisatské chyby. ISBN bylo navrzeno koncem
Sedesatych let dvacatého stoleti.
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1. Chceme zpracovavat celd ¢isla v rozmezi od —N7 do N3. Zvolme proto navzajem nesoudélnd éisla my, ...,
m,- tak, aby sou¢in M = mq - mgy - ... - m, byl vétsi nez Ny + Ns.

2. Nezaporné ¢islo X v rozmezi od 0 do N2 budeme zapisovat jako X, zaporné ¢islo Y v rozmezi od —N; do
0 budeme zapisovat jako M + Y.

3. Daéle pfi vypoctu souctt a soucinti postupujeme analogicky prikladu 3.4.3.
Zvolte m1 = 3, mo =5, mg = 7, my = 11 a ukazte nasledujici:

1. Tato volba ¢isel umoznuje zpracovavat ¢isla v rozmezi od —500 do 500.

2. Vynasobte c¢isla —20 a 15.

V praxi se voli my =5, mo =7, mg = 11, my = 13, ms = 17, mg = 19, m7 = 23 a mg = 29. To umoznuje
v algoritmu pracovat s &isly v rozmezi od Ny = —23! do N, = 231,

@ 3.7.13 Cviceni (k-Threshold System for Sharing a Secret)
Predpokladejme, Ze ¢islo IV je heslo, umoznujici oteviit bankovni trezor. Dale predpokladejme, Zze kromé feditele
je v bance n > 3 ufednikt. Jak zajistit, aby v pfipadé, Ze by Feditel banky (ktery heslo N zna) byl nemocen,
jakakoli trojice (ale zadné dvojice) Gfedniki byla schopna trezor oteviit? Navod: pouZijte ¢inskou vétu o zbytcich
nasledujicim zptsobem.
At p1, ..., pn je n rizngch prvoéisel, viechna vétsi nez ¥/ N, ale mnohem mensi nez v/ N. Popiste ¢asteénou
informaci o hesle N, kterou je zapotiebi dat tfednikovi i. (Vyuzijte k tomu p;.)

Zobecnéte na situaci, kdy chcete, aby trezor oteviela kazd4a k-tice ufedniki, ale zadnéd (k — 1)-tice trezor neo-
teviela.

3.7.14 Cviceni At mq, mo, ..., m, jsou pfirozend ¢isla m; > 2, i = 1,...,m,. Oznaéme d;; = gcd(m;, m;).
Ukazte, ze nasledujici tii podminky jsou ekvivalentni:

1. Soustava

a1V Zpm,

as v Zm2

T = a VZp,
mé FeSeni.
2. Kazda soustava
a; \' Zmi
a; v ij

kde i # j, mé TeSeni.
3. Plati rovnosti

a; = Gy VZd

ij
kde i # j.
3.7.15 Cviceni Ukazte, ze pfirozené ¢islo n > 2 je prvocislo pravé tehdy, kdyz v Z,, plati rovnost (n—1)! = —1.

Tomuto tvrzeni se fika Wilsonova véta.
Vyuzijte Wilsonovy véty k nalezeni zbytkt

1. 34! po déleni 37.
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2. 49! po déleni 53.
3. 24! po déleni 29.

3.7.16 Cviceni Dokazte, Ze rovnost a? = a v Z, plati pro jakékoli prvocislo p a libovolné pfirozené ¢islo a.
Odporuje to tvrzeni malé Fermatovy véty?

3.7.17 Cviceni Pro ptirozené ¢islo m > 2 oznadte jako A(m) nejmensi pfirozené ¢islo, pro které plati znéni
Eulerovy véty, tj. A(m) je nejmensi ¢islo takové, Ze rovnost

M =1 v Z,
plati pro vSechna a takova, ze ged(a, m) = 1.
1. Dokazte, ze ¢islo A(m) skute¢né existuje. (Navod: pouzijte Eulerovu vétu a princip dobrého usporadani.)
2. Spoctéte A(8).
3. Dokazte, ze plati:

(a) AM2)=1,74)=2a 2" =22 prok > 2.
(b) A(m) = p(m), pro libovolné m = p*, kde p je liché prvoéislo.
(¢) A(a-b) =lem(M(a), A(b)) pro nesoudélna a, b.

Casto se jesté dodefinovava hodnota A(1) = 1. Takto vzniklé funkci se iika Carmichaelova funkce .

3.7.18 Cvicéeni Aplikujte Eulerovu vétu:

911213 _

1. Pro d¢islo 1 urcete zbytek po déleni 11.

2. Naleznéte zbytek ¢isla 6 647362 po déleni &islem m = 7785562 197 230017 200. Navod: m = 24-33.52.7.
11-13-19-31-37-41-61-73-181 a c¢inska véta o zbytcich.

3.7.19 Cvic¢eni Popiste obecné algoritmus opakovanych étvercii z piikladu 3.4.16 a ukaZte jeho korektnost.

3.7.20 Cviceni Pfipomerime, Ze v pfikladech 2.3.16 jsme jako R|[x] znaéili mnozinu vSech polynomu s koefici-
nety v R a v neuréité z. Hodnotu p(a) polynomu

px)=an 2" +an_1- 2" 4. a1 -7 +ag
v redlném ¢isle a € R lze spodéitat rekursivné nasledujicim zpisobem (tomu se fikd Hornerovo schéma):
1. p(a) :=an
2. For i:=1ton do p(a) :=a-pla) + an—;.

Vypoéty mizeme uspofddat do nasledujici tabulky (v piikladu po¢itdme hodnotu p(z) = 323 — 522 + 12 v &isle
a= —4):

3 -5 0 12
a=—4 —12 | 68 | —272
3| —17 | 68 | —260

Ve vrchnim fadku tabulky jsou koeficienty polynomu a v dolnim fadku (zleva doprava) jsou aktualni hodnoty
p(a) pti vykonévani cyklu, kone¢nd hodnota p(—4) = —260 je napravo. Do prostfedniho fadku ukldddme hodnoty
a-p(a).

Spocitejte pocet nasobeni, ktera jsou zapotiebi pro vypocet hodnoty polynomu stupné n Hornerovym sché-
matem. Tento pocet porovnejte s poctem nasobeni, ktera jsou zapotiebi pro vypocet hodnoty polynomu ,pti-
mocarou metodou”.

Pouzitim Hornerova schématu spocitejte hodnotu
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1. p@)=—-2?+5z+7va=—1.
2. p(z) =32 - 152+ 17 va=18.
3. p(x) = —122* + 1223 + 422 — 62 + 17 v a = 5.

Vysvétlete, jakym zpisobem se Hornerovo schéma pouziva v algoritmu opakovanych ¢tverct.

3.7.21 Cviceni O ¢isle n = 18923 vite, Ze je soucinem dvou riznych prvoéisel p, g. Navic vite, ze ¢(18923) =
18 648. Naleznéte prvocisla p, ¢ metodou diukazu véty 3.5.1.

3.7.22 Cviceni Pfedpokladejme, ze v protokolu RSA se vSechny zic¢astnéné strany shodly na hodnoté N = 26
a na tom, ze zpravy z (tj. ¢isla z mnoziny {0,1,...,25}) kéduji jednotlivd pismena anglické abecedy: A = 0,
B=1,...,7 =25

1. Vytvoite vefejné a soukromé kli¢e pro dva uzivatele (Alici a Boba).
2. Zasifrujte zpravu ,,AHOJ“.

Je tento zpusob provozovani protokolu RSA (tj. jedna zprava = jedno pismeno) rozumny?
3.7.23 Cviceni Lze protokol RSA pouzit k ,podpisu“ zprav? Jak?

3.7.24 Cviéeni Navrhnéte nasledujici modifikaci protokolu RSA: kazdy tcastnik si zvoli ¢ navzijem rtiznéa
prvocisla p1, p2, ps, a definuje n = p1paps.

1. Popiste podrobné tvorbu kli¢ti jednoho ticastnika.
2. Je tento modifikovany protokol RSA korektni?

3. M4 tato modifikace protokolu RSA néjaké vyhody ¢i nevyhody oproti ptivodnimu protokolu?

3.7.25 Cviceni  Ukazte, Ze protokol RSA lze modifikovat ndhradou Eulerovy funkce ¢ za Carmichaelovu
funkci A\ (viz cviéeni 3.7.17). Pfesnéji:

1. Popiste tvorbu vefejného a soukromého klice pomoci Carmichaelovy funkce.

2. Dokazte korektnost nového protokolu. Inspirujte se vétou 3.5.4.

3.7.26 Cviceni (Pro toto cviceni si nejprve naprogramujte algoritmus opakovanych étverci.) Je zaddn modul
n = 3808733 protokolu RSA, vefejny exponent e = 17 a soukromy exponent 2685 761. Faktorizujte ¢islo n
algoritmem z dikazu lemmatu 3.6.2.

3.7.27 Cviceni Alice posild nezndmou zpravu z ucastnikiim protokolu RSA s vefejnymi kli¢i (3 788339, 13) a
(3788339, 7). Eve zachyti zpravy ¢; = 1852941 a c¢o = 3751 742. Naleznéte zpravu z metodou ttoku outsidera.

3.7.28 CviCeni Alice poslala stejnou zpréavu z étyfem tcastniktim provozu RSA s vefejnymi kli¢i (nq,e) =
(3831281,4), (n2,e) = (3846419,4), (n3,e) = (3813973,4) a (ng,e) = (3862823,4).

Zachytili jste zpravy ¢y = 1897715, co = 1108813, c3 = 2916413 a ¢4 = 277 353.

Naleznéte zprévu z metodou ttoku pfi malém spole¢ném vefejném exponentu. (Pfesvédcete se nejprve, Ze
¢isla ny, na, ng a ng jsou navzajem nesoudélna.)

3.7.29 Cvicéeni Co délat, kdyz pfi utoku na RSA pii stejném malém vefejném exponentu nejsou moduly
ucCastnikt navzajem nesoudélné a Eve tedy nemuZe pouzit ¢inskou vétu o zbytcich? Navod: priklad 3.4.6.

3.7.30 Cviceni (Protokol Diffieho a Hellmana — Public Key Agreement)

Predpokladejme, Ze se Alice a Bob chtéji spole¢né shodnout na tajném éisle. Veskerou vymeénu informaci vsak
Alice a Bob musi provadét verejné. Mozny je nasledujici postup:
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1. Alice a Bob se vefejné dohodnou na (velkém) prvocisle p a nenulovém prvku a v Z,.
2. Alice zvoli ¢islo n4 a posle Bobovi mocninu a™4 v Z,,.
3. Bob zvoli ¢islo np a posle Alici mocninu a™? v Z,,.

4. Dohodnuty kli¢ je pak hodnota
k — (anA)nB — (anB)TLA

vV Zp.

Cisla p, a, a™ a a™® jsou zcela vefejna. Jednou z moznosti, jak zjistit hodnotu k, je najit ¢isla n a np. Tomu se
tiké& problém diskrétniho logaritmu. Ukazuje se, Ze problém diskrétniho logaritmu je vypocetné naroc¢ny. Metoda
diskrétniho logaritmu se zd4 byt jedinou? metodou, jak k zjistit.

Alice a Bob se dohodnou na p = 3967, a = 297 a vyméni si ¢isla 1210 a 930. Pokuste se nalézt ¢islo k.

3.7.31 Cvi¢eni (Elgamaltv protokol)?!
Tento jednoduchy Sifrovaci protokol je zaloZen na problému diskrétniho logaritmu. PopiSeme tvorbu klice:

1. Nejprve se vsichni castnici verejné dohodnou na prvocisle p takovém, ze p — 1 je délitelné prvocislem gq.
-1
Déle jako g oznac¢i invertibilni prvek télesa Z, s vlastnosti ng # 1 v Z,. Zpravou se rozumi nenulovy
prvek télesa Z,,.

2. Alice zvoli jako svilj soukromy kli¢ prirozené Cislo x a uvefejni sviij verejny klic h = g* v Z,.

3. PiSeme-li Alici zpravu m, postupujeme nasledovné: zvolime ndhodné ¢islo k a v Z, spocitdme ¢; = g*,
ca = m - h*. Dvojici (c1, ¢2) Alici odesleme.

Vyfeste nasledujici problémy:
1. Popiste proces desifrovani.
2. Zformulujte a dokazte vétu o korektnosti tohoto protokolu.

3. Zformulujte vétu o bezpecnosti tohoto protokolu.

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:
v Podali jsme zaklady linearni algebry nad Z,, a jeji aplikace v teorii linedrnich kéd.

v/ Hlubsi poznatky z pocitani modulo: Eulerovu vétu a ¢inskou vétu o zbytcich. Obé véty umoziuji efektivné
pracovat s velkymi ¢isly.

v/ Popsali jsme tvorbu kli¢d a provoz pfi protokolu RSA. Ukazali jsme také, jak lze na RSA nékolika ele-
mentarnimi zptisoby zatutocit.

Pro pfipravu na zkousku zkuste zodpovédét néasledujici otazky:

v/ Navrhnéte test feSitelnosti linedrnich rovnic ax = b v Z,, a dokazte korektnost tohoto testu. Sestavte
linedrni rovnici, kterd (a) ma pravé jedno feSeni, (b) pravé 2048 rtiznych FeSeni, (c) nemé zadné feseni.
v/ Navrhnéte algoritmus, ktery efektivné nasobi a s¢ita ¢isla v rozmezi od —1 024 do 1024. Diskutujte vypo-

¢etni slozitost tohoto algoritmu.

v Diukladné promyslete elementarni ttoky na RSA z odstavce 3.6 a navrhnéte (jednoduché) metody, jak
atoky co nejvice ztizit.

20To ovsem nebylo dokazano, viz D. Boneh a R. Lipton, Algorithms for Black-Box Fields and Their Applications to Cryptography,
Advances in Cryptology — Crypto 96, Springer-Verlag, Berlin, 1996.

21V literatufe je pouzivano i nazvii El Gamal Protocol, El-Gamal Protocol. Pojmenovan je podle svého autora Tahera Elgamala,
viz ¢lanek T. Elgamal, A Public Key Cryptosystem and a Signature Scheme Based on Discrete Logarithms, IEEE Trans. Inform.
Theory 31 (1985), 469-472.
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Doplnujici literatura
O teorii linedrnich kédu se 1ze docist v knize
= J. Addmek, Kddovani, SNTL, Praha, 1989
nebo v jeji rozsitené verzi
ww J. Addmek, Foundations of Coding, John Wiley & Sons, New York, 1991
Vzrusujici historii Sifrovani provazi kniha
ww S. Singh, Kniha kddi a Sifer, Argo + Dokotfan, Praha, 2003
Lze také doporucit biografii jednoho z otcti moderni computer science
ww A. Hodges, Alan Turing: The Enigma, Random House, London, 1992

Alan Mathison Turing pracoval za druhé svétové valky v Bletchley Park,?? kde se podilel na kryptoanalyze
nacistickych zprav. V Bletchley Park byl také v lednu 1944 uveden do provozu prvni programovatelny pocitac,
viz napft.

< http://www.picotech.com/applications/colossus.html

Vsechny stroje typu Colossus byly po valce zniCeny. Zacatkem devadesatych let byl zahdjen projekt na rekon-
strukci Colossa a v roce 1996 byl jeden pocita¢ spustén. Pojedete-li kolem, urcité se na néj bézte podivat, stoji
to za to.

Ke dni 16. 6. 2007 je nejvétsim zndmym prvocislem &islo 232582657 — 1 majici 9 808 358 cifer. (Toto prvoéislo
bylo objeveno 4. zafi 2006 Stevenem R. Boonem a Curtisem Cooperem.) Prvoéislim je vénovana webova stranka

= http://primes.utm.edu/primes/

kde se lze o prvodislech dozvédét témer vSe. Kdo chce védét o prvocislech jen trosku, af si precte kapitolu B.

22Mozna jste vidéli film Enigma (2001, Manhattan Pictures International, rezie Michael Apted), ktery se odehrava v Bletchley
Park v roce 1943. Hrdina filmu Tom Jericho nema ovSem s Alanem Turingem nic spole¢ného.
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Kapitola 4

Konecna télesa

Pokud se napad vyplati jednou, vyplati se i dvakrat.
Tom Stoppard

V predchozich kapitolach jsme vyvinuli ,c¢iselné systémy“, které nalezly uplatnéni v fadé aplikaci. Ukézali
jsme napiiklad, ze kazdé Z,, je téleso o pfesné p prvcich, kdyz p je prvocislo. Vlastnosti télesa potom byly dtlezité
pro vybudovani linedrni algebry a linedrni algebra nad Z, se ukézala byt dilezitou pro teorii linedrnich kédi.
Tuto kapitolu budeme vénovat dalsi analyze koneénych téles a v odstavci 4.5 ukazeme aplikaci v teorii cyklickych
kédu. V odstavci 4.6 ukdzeme zajimavou souvislost téles a sklddanek origami. Odstavec 4.6 je odbockou —
nepatii do syllabu prednésky.

Piipomenime, jak bylo Z, zkonstruovéno a pro¢ jde o téleso:

1. Zacali jsme s mnozinou celych ¢isel Z, vybudovali jsme tam teorii délitelnosti a dokazali vétu o déleni
(tvrzeni 2.1.10).

2. Pro pevné m > 1 jsme vytvofili mnozinu Z,, zbytkovych tfid modulo m (definice 2.3.4) a dokézali jsme,
Ze tato mnoZina nese pfirozenym zpusobem strukturu okruhu (véta 2.3.13).

3. V dusledku 3.1.6 jsme dokézali, ze Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz je ¢islo m ,ireducibilni v Z*“, tj. nelze
jej zapsat jako souin a-b, kde 1 < a <m al < b < m. (Takovym ¢isliim m samoziejmé fikdme prvodcisla,

ovSem optika ireducibility bude pro néds uzite¢na.)
Vyse uvedené kroky budeme nyni imitovat s komplikovanéjsi poc¢ateéni mnozinou nez s celymi ¢isly. Zac¢neme
s mnozinou polynomi nad libovolnym okruhem.
4.1 Polynomy nad okruhem
4.1.1 Definice Af K je komutativni okruh s jednotkou. Polynom v neurcité x nad K stupnén (n > 0) je vyraz
Qp -2+ an_1-2" 14+ +ap-2°, an #0
kde a,, an—1, ..., ag jsou prvky K, kterym fikdme koeficienty, prvku a,, fikime vedouci koeficient.

Prvek 0 € K budeme za polynom povazovat téz. Budeme mu fikat nulovy polynom a jeho stupen je —oo.
Jako K[z] ozna¢ime mnozinu vSech polynomt v neurc¢ité z nad K.

1

@ 4.1.2 Poznamka Pozor! Polynom jsme definovali jako vyraz, nikoli jako funkci. Tudiz, naptiklad, rovnost
dvou polynomu

1 —
ap "+ ap1- 2" . Fag-2® a by +by1 2" 4+ by 2°
1Pogor! —co je pouze symbol, ktery je vihodné pozivat! Definujeme —co +mn = n — 0o = —o0, kde n je libovolné ptirozené &islo,
dale definujeme —oo — 0o = —oo. Tyto konvence nam dovoli s jinak dosti vyjimeénym nulovym polynomem zachéazet.
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4.1. Polynomy nad okruhem 107

nad K definujeme ,typograficky“: musi platit m =n a a, = by, an_1 = bp_1, ..., ag = by, tj. pokud utvorime
vektory koeficienti
(anaan—17"'7a0) a (bmabm—la"-abo)

obou polynomil, musi mit oba vektory stejnou délku a odpovidajici polozky musi byt totozné.

Casto je skuteéné vyhodné neuréitou nepsat a uvazovat o polynomech jako o vektorech koeficientti. To
vysvétluje slovo neurcitd, symbol x pouzivame proto, abychom mohli polynomy zapisovat obvyklym zpiisobem.
Zépis 32° — 1722 4+ 11a + 7 je jist8 intuitivnéjsi nez (3,0,0, —17,11,7), i kdyz vektorova notace mé své vyhody
(viz napfiklad cviceni 4.7.1 a odstavec 4.5).

Pokuseni ztotoZnit polynomy s funkcemi (,,vyhodnocovinim“ v z) nis mize zavést do nesnézi. Dva sobé
rovné polynomy totiz jisté definuji sobé rovné funkce, existuji ovSem i rizné polynomy, které definuji totozné
funkce. Ptiklad: polynomy

pix)=24+1 a q(z)=2°+1 nad Z,

jsou evidentné rtizné (maji rizny stupeil). Funkce

(=
—

a — p(a)
0 — p0)=0+1=1 a
1 — pl)=1+1=0

—_ o Q

— a
— q0)=0+1=1
— ) =13+1=0

jsou ovSem totozné. K tomuto problému se jesté vratime v dusledku 4.1.14.

Sc¢itani a nasobeni polynomu definujeme obvyklym zptisobem. Pro polynomy

0

p(x):an~x”+an,1~x"*1+...+a0~x a q(x):bm~xm+bm,1~xm*1+...+b0~x0

kde je (bez Gjmy na obecnosti) m > n, definujeme

p(x) +q(x) =bpm 2™+ A bpgr 2" (@ Fby) 2" F (a1 F b)) -2 L+ (ag + o) - 2°

p(z) - q(x) = apn by, - "+ L+ ( Z ai-bj) a4 (ag by +ay - by) x4 ag - bo - 2°
i+j=k
Nasledujici tvrzeni je trivialni:
4.1.3 Tvrzeni At K je komutativni okruh s jednotkou. Potom i mnozina K[z], spolu s operacemi s¢itani a

nasobeni polynomti, je komutativni okruh s jednotkou.

Pro polynomy nyni budeme chtit dokazat vétu o déleni. Ukazuje se, ze v plné obecnosti nékterd tvrzeni
neplati a proto se omezime na polynomy nad télesem. Pro stupeni polynomu p(x) zavidime obvyklé znacdeni

deg(p(x))-

4.1.4 Pi¥iklad Znama4 rovnost deg(p(x) - ¢(x)) = deg(p(x)) + deg(g(z)) nemusi nad obecnym okruhem platit:
uvazujte o polynomech
p(r)=2x+2 a g(z)=3z+1

nad Zg. Potom plati
p(x)-qlz) = (224+2) - Bx+1) =62 +5x+2=52+2 v Z.

Nalezli jsme polynomy p(x), g(x) stupné 1, pro které plati deg(p(x) - g(x)) = 1.

Vyse uvedend anomaélie je zptisobena tim, Ze v Zg plati 2-3 = 0. Pokud se omezime na polynomy nad télesem,
klasicka rovnost pro stupeil souinu plati (cviceni 4.7.2). Nejprve budeme potfebovat trividlni, ale uziteény fakt:

4.1.5 Lemma At K je téleso. Pak soucin dvou nenulovych prvki K je nenulovy prvek.

DUKkAzZ. Piedpokladejme a # 0 a b # 0. Protoze jak a, tak b maji inversi (K je téleso), m4 inversi i souéin a - b,
ato (a-b)"1 =b"1.a"t. Proto plati a b # 0. [ |
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108 Kapitola 4. Konecna télesa

4.1.6 Lemma At K je téleso. Pak pro vSechny polynomy p(z), q(x) nad K plati rovnost deg(p(z) - ¢(z)) =
deg(p(z)) + deg(g(x)).

DUKAZ. Vzorec jisté plati, kdyz alesponi jeden z polynomt p(z) a g(x) je nulovy — piipomerite si konvence
o symbolu —oco. Mizeme tedy pfedpokladat, Ze ani jeden z polynomi p(z), ¢(z) nulovy neni. Oznac¢me jako
an a by, vedouci koeficienty téchto polynomu (tudiz deg(p(z)) = n a deg(q(z)) = m). Pak vedouci koeficient
polynomu p(z) - ¢(x) je ay, - by, # 0 (K je téleso). Tudiz p(z) - g(x) je polynom stupné n + m. |

4.1.7 Véta (O déleni pro polynomy)
At K je téleso. At a(x) a b(x) jsou dva nenulové polynomy v K[z]. Pak existuji jednozna¢né urcené polynomy
q(z), r(x) tak, Ze deg(r(z)) < deg(b(x)) a plati rovnost a(z) = b(z) - ¢(z) + r(z).

DUKAZ. Budeme postupovat obdobné jako pfi dikazu véty o déleni v Z. Nejprve ukazeme existenci a potom
jednoznac¢nost polynomu ¢(z), r(z).

Pii dukazu existence budeme postupovat indukcei podle deg(a(x)). Pov§imnéme si, Ze v pfipadé nerovnosti
deg(a(z)) < deg(b(x)) je existence g(x) a r(x) trividlni, stadi polozit ¢(z) = 0 a r(x) = a(x). Pfedpokladejme
proto, Ze nastava situace n = deg(a(z)) > deg(b(z)) = m.

1. Af deg(a(z)) = 0. Pak je, diky nasemu predpokladu, deg(b(z)) = 0, takze b(xz) = by # 0. Definujeme

r(z) =0aq(z) = a(z) - (bo)~*
2. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny polynomy o’(z), kde 0 < deg(a’(z)) < n.

Pro polynom a(z) stupné n definujte

d'(z) = a(z) — (an - b,1) - 2™ - b(x)

m

Pak je deg(a’(x)) < n, protoZe koeficient u ™ je nula. Podle indukéniho pfedpokladu je a'(z) = b(x) -
¢ (z) + r'(x) pro né&jaké polynomy ¢'(z) a r’(x), kde deg(r’(z)) < deg(b(z)). Pak plati

a(z) = d'(z)+ (an by') 2" b(@)
= bx) (@) + 7' (@) + (an - by') - 2" b(w)
b(x) - (¢' (@) + (an - b!) - 2" 7™) +1'(2)

Definujeme ¢(z) = (¢'(2) + (an - b,') - 2"~™) ar(@) = r'(2).

Abychom ukézali jednoznacnost, pfedpokladejme, Ze plati

a(x) = b(z) - q1(z) + r1(z) = b(2) - g2(x) + 72(2)

Potom je b(z) - (¢1(z) — g2(z)) = ro(x) — r1(z). Af jsou polynomy ¢1(x) a go(x) rizné. Potom je podle lem-
matu 4.1.6 deg(b(z) - (¢1(x) — g2(x))) > deg(b(z)). Protoze plati deg(rz(z) — r1(x)) < deg(b(x)), dosli jsme ke
sporu. Proto jsou si q1(z) a g2(z) rovny, stejné jako ri(x) a ro(x). |

Piedchozi ditkaz neni tak slozity, jak se zda. Konstrukce polynomu a'(x) v onom dikazu je totiz Gasti
znamého algoritmu pro déleni polynomt. Protoze predchozi dikaz byl dikaz indukci, vime, Ze ,spusténim*
tohoto dtikazu dostaneme rekursivni algoritmus pro déleni polynomu polynomem, viz odstavec 1.2.

4.1.8 Pfiklad Jsou dany polynomy a(z) = 223 —4z+1, b(x) = 3z+2 v R[z]. Najdéte ¢(z) a r(x). (Pfipomenme,
ze R je téleso.)
Podil (222 — 4z + 1) : (3x + 2) poéitame rekursivné:

2 2 2
1. Vydélime vedouci koeficienty, tj. spocteme 3 a to je vedouci koeficient prvni aproximace: 3 cp3Tl = 22

2 4 4 4
2. Vynésobime (3x+2)- gxz =223+ 512 a spoc¢itame korekci (22 — 4z +1) — (223 + ng) = f§x2 —4z+1.
(To je polynom a'(z) z predchoziho diikazu.)
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4.1. Polynomy nad okruhem 109

4 4 28
3. Nyni mame pocitat (f§x2 —4x+1) : (3z42). Pokracujeme rychleji. Aproximace: — 9% korekce: — ngr 1.

2
4. Pocitame (——Sx + 1) : (3z + 2). Aproximace: —5m korekce: 2—3 Algoritmus zastavujeme, protoze
83
deg(ﬁ) < deg(3z + 2).

2 4 83 83

Tudiz =2 - - — =—_.
udiz q(x) 3% " 5% " o r(x) 57
Algoritmus pro déleni z pfedchoziho pfikladu se v obecném télese neméni. Jedinym rozdilem je to, ze zlomky

nahradime inversemi.

4.1.9 P¥iklad Jsou dany polynomy a(z) = 223 — 4z + 1, b(z) = 3z + 2 v Zs. Naleznéte q(x) a r(z). (Zs je
téleso.)
Podil (222 — 4z + 1) : (3x + 2) poéitame nasledovné (vSechny vypoéty jsou v Zs):

1. ,Vydélime“ vedouci koeficienty, tj. spocitame 2-37! = 2-2 = 4 a to je vedouci koeficient prvni aproximace:
42371 =422

2. Spoc¢teme (3z+2)-42? = 223 + 322 a pak spocteme korekci (22° — 4z +1) — (2234 32%) = —32% — 4z +1 =
222 + z + 1.

3. Méame spoéitat (222 + 2 + 1) : (3z + 2). Pokracujeme rychleji. Aproximace: 2 - 371 - 2 = 4x, korekce:
(222 +2+1)— (222 +8z) = —Tr+1 =3z + 1.

4. Pocitame (3z + 1) : (3x + 2). Aproximace: 3 - 37! = 1, korekce: —1 = 4. Algoritmus zastavujeme, protoze
plati deg(4) < deg(3z + 2).

Tudiz q(z) = 42% + 4z + 1 ar(z) = 4.

Zbytek tohoto odstavce vénujeme vysvétleni rozdilu mezi polynomy jako vyrazy a polynomy jako funkcemi.
Ukéze se, ze na rozdil lze zapomenout, pokud mé téleso K nekoneény pocet prvki. (To vysvétluje, pro¢ se
v matematické analyze polynomy nad R ¢asto definuji jako funkce.)

Pfipometime, Ze ke kazdému polynomu nad K muZeme pfifadit funkci nad K. Napiiklad polynomu p(z) =
23 4+ 22 + 1 nad Zs piifadime nasledujici funkci na Zs:

0*+2.0+1=1

134+2-1+1=3=0
224+2.2+1=13=1

1]

Piseme (napfiklad) p(2) = 1 a fikdme, ze p(z) md ve 2 hodnotu 1. Pro algoritmus, kter§ hodnoty polynomu
efektivné pocita, odkazujeme na cviceni 4.7.3.

4.1.10 Definice Prvek a € K je kofen polynomu p(z), pokud plati rovnost p(a) = 0.

4.1.11 Tvrzeni At K je téleso a at a je prvek K. Hodnota p(a) je zbytek po déleni p(z) polynomem = — a.
TakZe a je kofen polynomu p(x) pravé tehdy, kdyz polynom x — a déli polynom p(z).

DUKAz. Podle véty o déleni je p(z) = (x — a) - q(z) + r(z). Protoze je deg(r(z)) < 1, je r(z) prvek K, feknéme
r. Pokud spoéteme hodnoty obou stran v a, pak dostaneme rovnost p(a) = r.
Druhé tvrzeni je trivialni. |

4.1.12 Dusledek Polynom p(z) stupné n > 0 m4 v télese K nanejvys n riznych kofent.
DUKAZ. Postupujeme indukei podle n.

1. Pron =0 je p(xz) = a # 0. Tudiz p(z) nema zadny kofen.
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110 Kapitola 4. Konecna télesa

2. Predpokladejme, ze kazdy polynom stupné k < n ma nanejvys k rizngch kofenti. Vezmeme polynom p(z)
stupné n.
Nejprve ukdZeme, Ze z naSich pfedpokladii plyne, Ze p(x) nemize mit nekoneény pocet kofent. Pfedpo-
klddejme opak: af a1, as, ...je nekoneény seznam vsech kofent p(z).

Vezméme a; a uvazujme o rovnici p(x) = (z —ay) - ¢(x) (pouzivame tvrzeni 4.1.11). Pak plati deg(q(x)) =
k < n a podle indukéniho pfedpokladu existuje nanejvys k riznych kofentt polynomu g(x). VSechny zbylé

prvky asg, as, ...vSak musi byt také kofeny ¢(x), spor.
TakZe polynom p(z) mé koneény pocet kofenti. At aq, ..., as je jejich Gplny vydet. Stejnou argumentaci
jako vyse lze ukdzat, Ze as, ..., as jsou kofeny polynomu ¢(z), tudiz, podle indukéniho pfedpokladu plati

s —1 < k < n.Dokazali jsme, ze s < k+ 1 <n.

4.1.13 Poznamka Pfipometime znamy fakt z algebry, ze v C[z] mé polynom p(x) stupné n presné n kofend
(pokud pocitame i jejich nasobnosti). Tomuto vysledku se fikd Fundamentdini véta algebry.”

Nad jinymi télesy lze nalézt polynomy stupné n, které (dokonce i s ndsobnostmi) maji méné nez n rtznych
kofenti. Nejjednodussim pfikladem je polynom

2 rr4+1 v Zx]

stupné 2, kter§ v Zy zadny kofen nema. Uvazujme o ,kvadratické rovnici“ z? + 2 + 1 = 0. Je snadné zjistit,
Ze rovnice nema v Z, fefeni. Na kofen jsou totiz pouze dva kandidati a oba selhavaji: 02 +0+1=1#0a
124+14+1=1#0.
Jinym pfikladem je polynom
2 +1 vR[z]

stupné 2, ktery v R zadny kofen nemé. Jak uvidime v prikladu 4.4.4, ma tento polynom hodné spole¢ného se
zavedenim komplexnich cisel.

4.1.14 Dusledek V teélese K jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. K ma nekonec¢ny pocet prvki.

2. Nad K neni zapotrebi rozliSovat mezi polynomy jako vyrazy a polynomy jako funkcemi.
DUKAz. Z 1. plyne 2.: vime, Ze pokud p(z) a ¢(z) jsou jako polynomy totozné, jsou totozné i jako funkce.
Naopak, predpokladejme, Ze p(a) = ¢(a) plati pro vSechna a € K (tj. p(x) a g(x) jsou totozné jako funkce).
Vezméme polynom h(x) = p(z) — g(x). Chceme ukazat, Ze h(x) je nulovy polynom. Pfedpokladejme, Ze ne. Pak
je h(x) polynom stupné > 0 s nekoneénym poctem riiznych kotenti. To je spor.

Ze 2. plyne 1. To plyne okamzité z poznamky 4.1.2. |

4.2 Eukleidav algoritmus pro polynomy

Zavedeme nepftili§ prekvapujici terminologii.

4.2.1 Definice Jednozna¢né uréeny polynom r(x) z véty 4.1.7 nazveme zbytek polynomu a(x) modulo b(x).
Kdyz r(x) = 0 fekneme, ze b(x) déli a(z) a tento fakt znacime b(x) | a(x).

20 dikaz této véty se v 17. stoleti marné pokousela fada matematiki. Podafilo se to az v roce 1831 velkému némeckému
matematikovi Karlu Friedrichu Gaussovi (1777-1855). Je zajimavé, ze Gausstv velmi origindlni ditkkaz pouziva geometrické, nikoli
algebraické, metody.
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@ 4.2.2 Poznamka Situace je opét delikdtni a ¢lovek si musi dévat pozor. Uvazujme o polynomech a(z) = 2z +1,
b(z) = = + 3 nad Zs.
Pak plati b(z) | a(z), protoze 2z + 1 = (z + 3) - 2+ 0. Plati ovSem i a(z) | b(z): x +3 = (22 + 1) -3+ 0.
Takovou situaci ovSem zndme i z celych &isel: 2 | (—=2) a (—2) | 2. Protoze jsme v tvrzeni 2.1.10 definovali
zbytek po déleni jako nezdporné cislo, vysel nam v celociselném oboru nejvétsi spolecny délitel jednoznacné.
U polynomt bude situace jina: viz dalsi text.

4.2.3 Definice Polynomy a(z), b(x) takové, ze a(z) | b(z) a b(x) | a(x) plati soucasné, nazveme asociované.
4.2.4 Lemma At K je téleso. Dva nenulové polynomy a(zx), b(z) nad K jsou asociované pravé tehdy, kdyz
existuje r # 0 tak, ze a(x) = r - b(x).

DUKAz. At plati a(z) | b(z) a b(z) | a(x) soufasné. Potom existuji polynomy q,(z), g»(x) tak, ze a(z) =
b(x)-qp(x) a b(z) = a(z) - go(x). Proto plati rovnost a(z) = a(z) - (¢q(x) - ¢s(x)) a po porovnéni stupiiti zjistime,
ze polynomy q,(z) a g(x) musi mit stupeti nula. Definujme r = g;(x) a to je hledany prvek télesa K.
Obricené: z toho, Ze plati a(z) = r - b(x), plyne, Ze b(z) | a(z) a z platnosti b(z) = r~! - a(x) (pracujeme
v télese) plyne, Ze a(z) | b(x). [ |

Snadno se nahlédne, Ze , byt asociovan“ je relace ekvivalence (viz cvifeni 4.7.5) a podle pfedchoziho lemmatu
tudiz muzeme v kazdé t¥idé ekvivalence zvolit kanonického reprezentanta s vedoucim koeficientem 1.

4.2.5 Definice Polynomu s vedoucim koeficientem 1 fikame monicky.

4.2.6 Definice Polynomu d(z) s nésledujicimi dvéma vlastnostmi
1. d(z) je spoleény délitel a(x), b(x), tj. plati d(z) | a(x) a d(z) | b(z).

2. d(z) je nejuétsi ze spolecngjch déliteli a(x), b(z), tj. plati: jestlize c(x) je polynom takovy, Ze plati c(z) | a(z)
a c(z) | b(z), pak plati ¢(z) | d(z).

fikdme nejvétsi spolecny délitel polynomii a(x), b(x) (znadeni d(x) = ged(a(x), b(x))).
Je-li ged(a(z), b(z)) invertibilni prvek K, fekneme, Ze polynomy a(x), b(z) jsou nesoudélné.

Ctenai(ka) nyni opravnéné odekava Eukleidiv algoritmus a Bezoutovu rovnost pro polynomy, viz cvi-
Geni 4.7.6 a 4.7.7. Algoritmus predvedeme na piikladech.

4.2.7 Priklad Nad Zjs jsou ddny polynomy a(z) = 2% 4+ 1 a b(x) = 22 + 1. Postupnym délenim, dokud stupeti
zbytku neni —oo, dostavame:

P41 = (P 442) @2+ +(x+1)
?2+1 = (z4+4)-(z+1)+2
z+1 = (3z43)-240

Plati ged(2° + 1,22 + 1) = 2. Tento nejvétsi spolecny délitel miizeme vyjadiit jako linearni kombinaci zadanych
polynomti:

2 = |[(@2+1)|-(z+4) (z+1)

= @+ )]~ @+9- (@ +1)]- @ +42)-[ @2 + 1))

= (e*+4x® +422 +2+ 1) | (@2 + 1) |+ @A+ 1) | (2 +1)

(Zbytky jsou opét podtrzeny, ,definitivni“ polynomy jsou v rdmecku a se zbytkem zachdzime jako s koeficienty
linedrni kombinace.)
Ukézali jsme, ze 2° + 1 a 22 + 1 jsou navzajem nesoudélné. Viz také pozndmka 4.3.6.
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@ 4.2.8 Poznamka Nejvétsi spoleény délitel dvou polynomt neni uréen jednoznacné. Kazdy polynom, asociovany
s nejvétsim spoleénym délitelem, je opét nejveétsi spolecny délitel.

Pro polynomy a(z) = 2% + z a b(z) = 222 +  + 1 nad Zs miizeme Eukleidiv algoritmus zah&jit dvéma
riznymi zpusoby. Oba polynomy jsou totiz ,stejné veliké“, presné feceno maji stejny stupen. Jak uvidime, tyto
dva vypocty nam daji dva rizné nejvétsi spoleéné délitele. Oba nejvétsi spoleéni délitelé jsou vSak asociovany.
Vsechny dalsi vipocty jsou v Zs.

Prvni vypocet dava sérii rovnosti

4 = 3-(22°+a+1)+ 3z +2)
202+ +1 = (do+1)-(3z+2)+4
3+2 = (22+3)-440

a tudiz je ged(a(z),b(z)) = 4. Druhy vypodet dava

208+ +1 = 2-(2®42z)+ (4o +1)
2?42 = (do+3) (do+1)+2
dr+1 = (2x+3)-2+0

a proto je ged(a(z), b(z)) = 2. Uvédomme si ale, Ze polynomy 2 a 4 jsou asociovany:

Stejné jako pro ¢isla, mtzeme zformulovat rozsireny Eukleidiav algoritmus, ktery pocita nejvétsiho spole¢ného
délitele a koeficienty pro Bezoutovu rovnost.

4.2.9 Rozsifreny Eukleiduv algoritmus pro polynomy nad télesem K
Vstup: dva polynomy a(z), b(x) nad K takové, ze deg(a(z)) > deg(b(x)).
Vystup: d(x) = ged(a(z), b(x)) a polynomy a(x), B(x) takové, ze plati d(z) = a(z) - a(z) + B(x) - b(x).

1. Je-li b(z) = 0, polozme d(z) := a(z), ax) := 1, B(x) := 0 a algoritmus konéi.

2. Polozme ag(z) :=1, ay(x) =0, f2(x) :=0, B1(z) =

3. Dokud plati deg(b(x)) > —oo, délejte nasledujici:
3.1 Spoditame q(x) a r(z) tak, ze plati a(z) = q(x) - b(x) + r(x), kde deg(r(x)) < deg(b(x)).
3.2 Polozime a(z) := as(z) — q(2) - u(2), B(2) := Ba(x) — q(2) - Bu(2).
3.3 Polozime a(z) := b(zx), b(x) := r(z).
3.4 Polozime ax(z) := a1(x), a1 () = a(zx), B2(x) := B1(x), B1(z) := B(z).
4. Polozime d(x) := a(x), a(x) := as(x), B2(x) := (z) a algoritmus kondi.

Spustime vyse uvedeny algoritmus na polynomy z prikladu 4.2.7 a nase vypocty usporadame do nasledujici
tabulky:

| al@) | b(z) q(@) | r(@) | ao(z) | ai(z) | Po(z) ()
2 +1 [ 2?2 +1 1 0 0 1
2 +1 | 2?2411 | 2 44de |z +1 0 1 1 473 + &
2 +1 r+1 r+4 2 1| 4dz+1 |42 4+2 | 2t +423 +4®2 + 2+ 1
z+1 2 3z +3 0
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(Vsimnéte si, ze do tabulky hodnoty a(z), 5(z) nepiSeme, protoze jsou pouzity jen k uloZeni mezivypocti. Navic
nemusime vypliiovat posledni fddek tabulky — tabulku pfestavdme vypliiovat v okamziku, kdy je r(x) = 0,
hledané hodnoty a(x) a B(x) jsou hodnoty a;(z) a B1(x) z pfedposledniho fadku.) Je tedy ged(a(x),b(x)) = 2
a Bezoutova rovnost ma tvar
2=A4r+1) - (z°+ 1)+ (z* +42® + 42> + 2+ 1) - (2 + 1)
Totalni korektnost rozsifeného Eukleidova algoritmu pro polynomy dokazeme stejné jako pro cela ¢isla, viz
poznamka 2.1.17 a cviceni 4.7.6.

4.3 Algebraicka rozsireni

V tomto odstavci budeme imitovat postup vedouci k Z,,: namisto Z za¢neme s mnozinou K[z], namisto m
zvolime pevny polynom m(z) a s prvky K[z] budeme pracovat jako se zbytky modulo m(x). Za¢neme piikladem.

4.3.1 Priklad At K = Zy a m(x) = 22 + 1. MnoZina Zy[z] obsahuje étyii zbytky po déleni m(z):
0,1, z,x+1

Umime tyto zbytky séitat a nasobit? S¢itani nepredstavuje zadny problém:

+ |0 1 z  x+l
0 0 1 T r+1
1 1 0 z+1 T
T x z+1 0 1
z+1 || z+1 T 1 0

To znamena, ze zbytky sc¢itame stejné jako polynomy nad Zs. Protoze s¢itani nezvysuje stupen, se¢tenim dvou
zbytki ziskdme opét zbytek.

Nasobeni vSak stupen zvysit mtze. My vsak vime, co délat: vynasobime zbytky jako polynomy a v pripadé
potieby vysledek nahradime zbytkem po déleni (srovnejte s vypocétem 2-3 =6 =1 v Zs):

o 1 r z+1
0 0 0 0 0
1 0 1 x z+1
x 0 T 1 r+1
z+1|0 zz4+1 zxz+1 0

Ocekavame strukturu okruhu. Vsimnéte si nasledujiciho faktu:

Pokud obé vyse uvedené tabulky omezime na 0, 1 (tj. na ptuvodni prvky Z,), dostdavame ptivodni séitani
a nasobeni v Z,!

Proto novému okruhu fikdme rozsireni okruhu Zs — k ptivodnim dvéma ¢islim jsme pridali dvé ,nova“, sice x
ax+ 1.

Samoziejmeé: z jednoho prikladu bychom nemeéli délat dalekosahlé zavéry. V nasledujicim tvrzeni popiseme
presné, o co jde. Jednoduché ditkazy prenechdme jako cviceni. Ve zbytku tohoto odstavce je K téleso a m(zx) je
pevné zvoleny polynom nad K stupné > 1. Rekneme, Ze polynomy a(z), b(z) jsou kongruentni modulo m(x),
(znaceni a(z) = b(z) (mod m(z))), pokud existuje polynom k(z) tak, ze a(z) — b(z) = k(x) - m(x).

4.3.2 Tvrzeni Kongruence modulo m(z) je relace ekvivalence na mnoziné K[z|, kterd respektuje scitani a
nasobeni polynomii. Proto mizeme na t¥idach ekvivalence modulo m(z) zavést séitani a ndsobeni:

[a(%)]m(2) © [0(2)]m(@) = [a(2) +0(2)|m@) 2 [a(@)]m@) © [0(F)]m@) = [a(z) - b(2)]m ()

Vysledna struktura, znacena K[z]/m(z), je komutativni okruh s jednotkou.
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4.3.3 Poznamka Pochopitelné, stejné jako u Z,,, budeme ¢asto psat

a(z) v Klz]/m(x)
namisto [a(z)],(») a, napfiklad
a(x) - b(x) v K[z]/m(x)
namisto [a()]m(z) © [b()] ()

4.3.4 Definice Okruhu K[z]|/m(x) fikdme algebraické rozsiieni okruhu K.

4.3.5 Poznamka Termin ,rozsifeni* lze vysvétlit piesné pomoci pojmu homomorfismus okruhu:

1. Mnozina K ,je* podmnoZinou mnoziny K[z]/m(x). Presnéji: prvky K[z]/m(z) jsou tfidy ekvivalence
[a(2)]m(x) Polynomt stupné < deg(m(z)) (to jsou presné representanti zbytkt modulo m(z) — porovnejte
se standardnimi representanty prvki Z,,). Proto je tfida [a],,,(,) prvkem K[z]/m(z) pro kazdé a € K. To
déva névod, jak K chéapat jako podmnozinu mnoziny K[z]/m(z).

2. Inkluse K v K[z]/m(x) respektuje s¢itani a ndsobeni, tj. plati rovnosti [a@ + b (x) = [@]m(z) @ [Blm(z) @
[a - bm(z) = [a]m(z) © [b]m(x)- Toto vnofeni navic respektuje nulu a jednotku K, tj. [0],,(,) je neutralni ke
scitani v K[z]/m(x) a [1],,(,) je neutralni k nasobeni v K[z]/m(x).

Tyto dvé vlastnosti ndm dovoluji kazdy polynom nad K jako polynom nad K[z]/m(z) pomoci homomorfismu
okruhlt @ + [a](g). (PTipomeiite si, Ze neurcitou miZeme odstranit a namisto s polynomy muzeme pracovat
s vektory koeficientii.)

Takovy postup pouzijeme v piikladu 4.4.3: Zy budeme povazovat za podmnozinu Zs[z]/(z? + x + 1) a
ukazeme, ze 12 + z + 1 (jako polynom nad Zs[x]/(2% + 2 + 1)) mé v Zy[x]/(2% + x + 1) kofen. Tento jev v plné
obecnosti uvidime v tvrzeni 4.4.5.

4.3.6 Poznamka V pifkladu 4.2.7 jsme ukézali, Ze pro polynomy a(r) = 2% + 1 a b(z) = 22 + 1 nad Zs plati
ged(25 4+ 1,22 4+ 1) = 2. proto jsou polynomy a(z) a b(z) nesoudélné.

Ukazeme, Ze inverse prvku z2 + 1 v Zs[x]/(2 + 1) existuje. Technika, kterou pouzijeme, je podobn4 hledani
inverse v Z,,. Nejprve pfipomeneme Bezoutovu rovnost

2=(2*+4¥ +4a® + 2 +1)- (2 + 1)+ 4z +1)- (2° +1)

z prikladu 4.2.7 (rozsifeny Eukleidiiv algoritmus). Dale vyjadfime kanonicky, monicky, nejvétsi spoleény délitel
jako kombinaci 2% + 1 a 22 + 1. To je snadné: ,vydélime“ vySe uvedenou rovnost éislem 2 (protoze pracujeme
nad Zs, znamend to vynésobit ¢islem 3):

1=Ba* +203 + 202 +324+3) (22 + 1)+ 22 +3)- (2 +1) v Zs[x]
Pie¢téme tuto rovnost modulo z°® + 1:
1=z +203 + 222 +324+3) - (22 +1) v Zs[z]/(2® + 1)

Proto je inverse k 22 + 1 modulo z° + 1 rovna polynomu 3z* + 223 + 222 + 3z + 3.
V algebraickych rozsifenich mizeme fesit linearni rovnice podobné jako fesime linedrni rovnice v Z,,. Vy-
feSme rovnici:
(22 +1) -p(x) = (x+1) v Zs[z]/(2® +1)

Vime jiz, ze (2% + 1) je invertibilni, a proto plati

pz) = @+ (z+1)

(3z* 422 + 222 + 3z +3) - (x + 1)

32° + 22 + 223 + 322 + 3z + 3z + 223 + 222 + 32+ 3
32° 4 423 + 3z + 3

Posledni polynom je ,,pfilis veliky“ — jeho stupeii neni < 5, a proto jej nahradime zbytkem modulo 2° + 1:
p(z) =325 +42® + 30 + 3 =42® + 3z v Zs[x]/(2° + 1)
Viz také cviceni 4.7.9 a 4.7.10.

1. Cervence 2007 Ji¥i Velebil: YO1DMA



4.4. TIreducibilni polynomy 115

4.4 Ireducibilni polynomy

Zajimavou otazkou je samoziejmé to, kdy je K[z]/m(z) téleso. Ocekdvame, ze by se m(x) mélo v K[z] ,chovat
jako prvocislo“. Takovym polynomtm fikadme ireducibilni:

4.4.1 Definice Polynom m(z) je ireducibilni, pokud jej nelze zapsat jako souéin a(z) - b(z) dvou polynomi
kladnych stupnu.

4.4.2 Tvrzeni At K je téleso a at m(x) je ireducibilni polynom nad K. Potom je okruh K[z]/m/(z) téleso.
DUKAz. Potfebujeme ukdzat, ze kazdy nenulovy prvek a(x) ma v K[z]/m(z) inversi. To ale plyne okamzité

z toho, Ze polynomy m(z) a a(z) jsou nesoudélné, protoze m(x) je ireducibilni, 0 < deg(a(z)) < deg(m(x))) a
z Bezoutovy rovnosti.

4.4.3 Priklad At K = Zy a af m(z) = 2% + = + 1 nad Z,. Polynom m(z) je ireducibilni, protoze plati

m(z) # x-x
m(z) # z-(x+1)
m@) £ (@+1) (@+1)

Ocekévame, ze Zs[z]/(z? + 2 + 1) je téleso a je tomu skutecné tak:

+ |0 1 z  x+l - o 1 z  x+l
0 0 1 T z+1 0 0 0 0 0
1 1 0 rz+1 x 1 0 1 x z+1
x x r+1 0 1 T 0 x r+1 1
x+1 | z+1 x 1 0 z+1||0 z+1 1 T

Tabulka nasobeni ukazuje, Ze Zs[z]/(z* + z + 1) je téleso. Vime, 7e jde o rozsifeni Zs o dva nové prvky z a
x4+ 1. Oznacme je a, b a v tomto novém znaceni prepiSme tabulky s¢itani a nasobeni:

+]0 1 a b o 1 a b
0 1 a b offo 0 0 0
111 0 b a 1110 1 a b (4.1)
alla b 0 1 all0 a b 1
b b a 1 0 b0 b 1 a

Nyni mtizeme ukazat dalsi zajimavou vlastnost, kterou Zz[z]/(z% +x + 1) méa. V poznamce 4.1.13 jsme ukézali,
7e rovnice 2 + z + 1 = 0 nemd v Z, Teseni. Situace je v rozsfieni Zs[z]/(z? + z + 1) dramaticky odli§nd: obé
,nova &isla“ a, b jsou kofeny polynomu 22 + x + 1! To plyne z nésledujicich dvou rovnic:

a?+a+l=b+a+1=141=0 a bV’ +b+1l=a+b+1=141=0

Zda se, Ze rozsifit Zo znamend pridat k Zs kofeny polynomu z? + 2 + 1!

vz

@ 4.4.4 Priklad Pravdépodobné nejznadméjsi instanci pfidani kofent je téleso C komplexnich ¢isel. Vznika totiz
jako algebraické rozsifeni R[z]/(z2 + 1).
Prvky R[z]/(2?+1) jsou zbytky modulo z2 +1, tj. virazy tvaru ax+b, kde a, b jsou v R. S¢itani je definovdno
nasledovné:
(ax+b)+ (cx+d)=(a+c)z+ (b+d)

Zbytky nasobime jako polynomy a potom spoéitame zbytek modulo 2 + 1:

(az +b) - (cx + d) = acx® + (ad + be)x + bd = (ad + be)z + (bd — ac)
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Kdybychom psali namisto ax + b psali ai + b, pak bychom zjistili, ze R[x]/(2% + 1) jsou stara dobra komplexni
¢isla. Neptekvapuje nés, #e v C ma polynom x? + 1 kofen. Jde o prvek z (chdpany jako prvek R[z]/(z? + 1)).
NapiSme to tézkopadné, ale presné:

[x]iul G [Up241 = [$2 + 1p2q1 = [0]22 11

Poviimnéte si oviem, Ze jsme k R pt¥idali celou fadu dalsich prvk, nez jen kofeny polynomu z2 + 1. K tomu
jsme byli ,,donuceni“ — vysledna struktura musi byt téleso.

Pripad komplexnich ¢isel je instanci obecného faktu.

4.4.5 Tvrzeni At K je téleso a at p(x) je ireducibilni polynom nad K. Potom polynom p(z) ma v K[z]/p(x)
koren.

DUKkAzZ. Jsou dvé moznosti: deg(p(x)) =1 a deg(p(z)) > 1.
V prvnim pfipadé miizeme pséat p(x) = a1+ ag, pro néjaka a, ag v K, kde a; # 0. Potom je —ao-afl koren
polynomu p(z) v K. Protoze K[z]/p(z) je rozsifeni okruhu K, je prvek —ag - a; ' kofenem p(z) v K[z]/p(z).
Predpokladejme, Ze deg(p(z)) =n > 1 a Ze p(z) = ap - " + ap_1 - 2" + ... + ag. Prvky K[z]/p(z) jsou
polynomy stupné nanejvys n — 1 a my je séitdme a nasobime jako zbytky modulo p(z). Ozna¢me jako « t¥idu
ekvivalence polynomu z, tj. o = [z],(,). Spocteme hodnotu p(z) v o

pla) = Ap Q"+ ap_1-a" P 4. . +ao
;+...+a0

an * [2]h(0) + an—1 - [2]5,
= Qpn- [zn]p(w) +ap—1- [l'nil]p@) +...4+ag
= [an 2t an, - 27N ao]p(m)

= [p(sf)]p(z)

Zde jsme pouzili faktu, Ze kongruence modulo p(z) respektuje s¢itani a nasobeni. Ukézali jsme, Ze [p(a)],(z) =
[0]p(2) in K[z]/p(x), neboli a je kofenem polynomu p(x) v K[z]/p(x). |

@ 4.4.6 Poznamka Ve cviceni 4.7.11 dokaZete, Ze nad télesem K nemé zadny ireducibilni polynom stupné > 1
v K kofen.
Opak samoziejmé neplati: polynom

2?4 l=@2 4+l @+ +1)
nad Zs je reducibilni, presto zadny kofen v Zs nemaé.

Nésledujici dilezity fakt nebudeme dokazovat.

4.4.7 Tvrzeni At p je prvodislo. Pro kazdé pfirozené ¢islo n > 2 existuje ireducibilni polynom stupné n nad
Z,. Mnozina ireducibilnich polynomi nad Z, je tedy nekonecna.

4.4.8 Dusledek Pro kazdé prvocislo p a kazdé kladné prirozené ¢islo n existuje téleso majici presné p™ ruznych
prvki.

DUkAz. V pripadé n = 1 je hledané téleso Z,. V pfipadé n > 1 vezméme ireducibilni polynom p(z) nad Z,
stupné n. Hledané téleso je Z,[z]/p(z). Okruh Z,[z]/p(z) je samoziejmsé téleso, to plyne z ireducibility polynomu
p(x). Potfebujeme jen spocitat pocet prvkt mnoziny Z,[x]/p(x). Protoze prvky jsou vSechny polynomy stupné
nanejvys n — 1, sta¢i spocitat pocet takovych polynomui. Kazdy polynom stupné nanejvys n — 1 lze ztotoznit
s vektorem délky n s polozkami v Z,. Takovych vektorti je pfesné p". |
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4.4.9 Definice Koneénému télesu o p™ prvcich (p je prvoéislo a n je kladné pfirozené ¢islo) budeme Fikat
Galoisovo téleso® a budeme jej znacit GF(p").

4.4.10 Poznamka Ve skutecnosti je kaZdé konecné téleso K isomorfni Galoisovu télesu GF(p™) pro néjaké
prvodislo p a néjaké kladné prirozené ¢islo n. Tento fakt opét nedokazujeme.

Isomorfismem zde rozumime existenci pfejmenovdni prvkid mnoZiny K na prvky mnoZiny GF(p™), které
respektuje strukturu télesa, Tento pojem uprfesnime pozdéji.

4.4.11 Poznamka Algebraickd rozsifeni se pouzivaji i k dikazim nemoZnosti nékterych konstrukci. Vime
napiiklad, Ze existuji vzorce umoznujici fesit obecné algebraické rovnice s redlnymi koeficienty az do stupné 4
véetné. Vzorce pro fesSeni linedrnich a kvadratickych rovnic si jisté dobfe pamatujete. Vzorce pro feseni rovnic
stupné 3 a 4 jsou jiz pomérné komplikované, piesto existuji,* viz napiiklad kapitolu VIII knihy

= B. L. van der Waerden, Algebra I, II, Springer, New York, 2003

Pomoci algebraickych rozsiteni lze dokazat, ze obecny vzorec pro feSeni algebraickych rovnic stupné 5 a vyssich
neexistuje.
Podle fundamentdlni véty algebry (poznédmka 4.1.13) vime, Ze napiiklad rovnice

2138 — /21?7 43497 2116 127 =0

mé (i s ndsobnostmi) pfesné 136 kofentt v C. Galoistiv vysledek tvrdi, Ze neezistuje vzorec pouZivajici étyii
zdakladni algebraické operace a odmocriovant, do kterého bychom zapsali koeficienty obecné rovnice 136. stupné
a ktery by nam tyto kofeny nasel.

Samoziejmeé, ze nékteré specidlni rovnice stupné 5 a vysSich feSit umime. Vyfeste napiiklad v C rovnici
27 —2=0.

4.5 Aplikace — cyklické kody
V odstavci 3.3 jsme zavedli linedrni p-kéd dimense k a délky n jako vektorovy podprostor V prostoru (Z,)"
dimense k. Takovému kédu fikdme cyklicky, pokud plati nasledujici podminka:

Pro kazdé kédové slovo (a,—_1,an_2,...,a1,a9) je i jeho cyclicky posun (an—2,...,as2,a1,a,—1) kédové
slovo.

Cyklicky posun ma elegantni popis, pokud kazdy vektor
v = (Gp_1,0p_2,...,a1,00)

budeme chapat jako polynom

v(T) = ap—1 " a2 24 4ay -z +ag
stupné < n — 1 nad Z,,. Cyklicky posun ziskdme, pokud nejdfive polynom v(x) vynasobime polynomem z:

T-v(r) =ap 1 2" Fap o "+ a2 dag-

a poté ztotoznime z™ s 1, tj. budeme-li chépat x - v(x) jako prvek Z,[z]/(z" — 1):

z-0(x)=ap o 2" . oy 22t a4 an_q

V tomto odstavci se nebudeme poustét do hlubokjch vod, pro podrobnosti odkazujeme na knihu

3Evariste Galois (1811-1832) byl francouzsky matematik. Zemfel na nésledky souboje. Noc pied soubojem stravil sepisova-
nim svych matematickych vysledki, ve kterych dokazal neexistenci vzorci pro algebraické rovnice stupné 5 a vyssich. Viz po-
znamka 4.4.11.

4 Ani nepiekvapi, ze piibéhy objevii téchto vzorct jsou piibéhy tajemstvi, zrady a hoikosti. Hlavnimi aktéry byli italsti matema-
tikové Girolamo Cardano (1501-1576) a Nicolo Tartaglia (1499-1557). Tartaglia byl jednim z prvnich, ktefi uméli vyfesit obecné
rovnice tretiho stupné. Kdyz jej Cardano pozadal o sdé€leni metody, Tartaglia nejprve odmitl, poté svolil a Cardana zapiisahl,
aby nikdy tuto formuli nezvefejnil. Cardano zfejmé skutecné chtél dodrzet slovo, ovsem pozdéji se dozvédél, ze rovnice tietiho
stupné umél Fesit jiz Scipione del Ferro (1465-1526). Rozhodl se proto slib dany Tartagliovi porusit a v roce 1545 publikoval knihu
Ars magna, kde popisuje Feseni obecnych rovnic tfetiho a ¢tvrtého stupné. Tartaglia to velmi rozzufilo a oba muzi si pak jiz jen
vyménovali urazky.
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w J. Adamek, Kddovdani, SNTL, Praha, 1989

4.5.1 Lemma AtV je cyklicky kéd délky n. Pak plati:

1. Pro polynomy vi(x), ..., v.(x), které jsou kédovymi slovy, a pro libovolné prvky o, ..., a, v Zp, je
linearni kombinace
ay -vp(x) + ..o+ ap - ve(x)

opét kédovym slovem.
2. Pro kédové slovo v(z) a libovolny polynom p(x) v Z,[x]/(z™ — 1) je soucin p(x) - v(x) opét kédové slovo.
DUkAZ.
1. Trivialni, protoze V je a priori linearni kéd.
2. Jestlize p(z) = 0, neni co dokazovat. At tedy p(x) # 0 je ve tvaru
p(z) =as-2°+... 4+ ag

tj. at p(x) je polynom stupné s € {0,...,n — 1}. Vynasobime-li v(x) ,sumandem® a; - 2° (i € {0,...,s}),
provadime vlastné i-krat cyklicky posun a poté ndsobime skaldrem. Souéin a; - " - v(x) je tudiz kédové
slovo, stejné jako jejich soucet:

p(z) -v(x) = Zai cxtv(r)
|

V pfipadé cyklického kédu V' mtizeme generujici matici (viz odstavec 3.3) nahradit generujicim polynomem.

4.5.2 Véta AtV je cyklicky (n, k)-kéd, ktery obsahuje nenulové slovo. Pak V' obsahuje slovo g(x) stupné n —k
a kddova slova jsou presné souciny p(x) - g(z), kde p(z) je polynom stupné < k.

DUkAz. At g(z) je kédové slovo nejmensiho stupné s # —oo. (Zde pouZivame princip dobrého usporadéni.)
Ukazeme, ze plati rovnost s =n — k.

Podle lemmatu 4.5.1 vime, Ze vSechny souéiny p(z) - g(x) jsou kédové slova, kde p(z) je libovolny polynom
stupné < k.

Obréacensé, at v(x) je kddové slovo. Ukézeme, Ze v(x) je nasobek polynomu g(z) néjakym polynomem p(z)
stupné < k. Vydélime se zbytkem

v(z) = q(z) - g(x) + r(z)

a pov§imneme si, ze rozdil r(x) = v(z) — ¢(x) - g(x) dvou kédovych slov je opét kédové slovo. Protoze plati
deg(r(z)) < s, plati r(z) = 0 (jinak by to bylo ve sporu s nasi volbou g(z)). Tudiz plati v(z) = q(x) - g(z),
hledany polynom p(x) je kvocient g(z).

Potfebujeme jesté ukdzat rovnost £k = n — s. K tomu staéi si uvédomit, ze kédova slova g(z), = - g(x), ...,

z"7571. g(x) jsou linedrné nezavisld (nad Z,) a generuji V. TudiZ rovnost s = n — k plati. |

Generujici polynom cyklického kédu se pouziva k zakddovani informace, analogicky jako u linearnich kédu.
Ukézeme to na prikladu.

4.5.3 Piiklad At g(z) = 22 + 2 je polynom nad Zs. Povazujme g(x) za generujici polynom cyklického kédu
délky 6. Budeme tedy pracovat s algebraickym rozsifenim Zs[z]/(z5 — 1). Prvky Zs[z]/(z® — 1) jsou zbytky
modulo 2% — 1, tj. polynomy nad Zs stupné < 6.

Vime, ze kédova slova jsou presné nasobky g(x) v Zs[z]/(x® —1). Tak napiiklad pro p(z) = 223+ x je soudin

p(z) - g(x) = 22 +2) - (2* +2) = 22° + 223 + 22 v Zs[x] /(25 — 1)
kdové slovo. Polynom p(x) chdpeme jako informaci, kterou chceme poslat (informacni bity jsou koeficienty p(x))

a soudin 2x° + 213 + 2z je zpréava, kterou skuteénd posilame (porovnejte s odstavcem 3.3).
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Podobné jako u cyklickych kédi existuje i u cyklickych kéda pojem kontrolniho polynomu h(zx). Nejprve
potifebujeme dokazat technicky fakt o generujicich polynomech.

4.5.4 Lemma At g(z) je generujici polynom cyklického kédu délky n nad Z,. Potom g(z) | ("™ — 1).

DUkAzZ. Oznadme d(z) = ged(z™ — 1, g(x)). Podle Bezoutovy rovnosti plati
d(z) = a(z) - («" = 1) + B(z) - g(z) v Zp[z]

a tudiz
d(z) = B(z) - g(x) v Zp[z]/(a™ —1)

Tim jsme dokazali, Ze d(z) je kédové slovo. Protoze jsme zvolili g(z) jako kédové slovo nejmensiho stupné (viz
diikaz véty 4.5.2), plati deg(g(z)) < deg(d(x)).
Celkové tedy plati, ze polynomy d(x) a g(x) jsou asociované, a proto g(z) | (z™ — 1). |

4.5.5 Poznamka Samoziejmé, kazdého délitele polynomu z™ — 1 lze chapat jako generujici polynom néjakého
cyklického kédu. Spolu s lemmatem 4.5.4 tedy davd mnozina vSech délitelt polynomu x™ — 1 popis vSech
cyklickych kéda délky n.

Analogii kontrolni matice z linearnich kéda je kontrolni polynom cyklického kédu:

4.5.6 Véta AtV je cyklicky kod délky n nad Z,. Pak existuje polynom h(z), ktery ma nésledujici vliastnosti:
v(zx) je kédové slovo pravé tehdy, kdyz h(z) - v(z) =0 v Zp[z]/(z™ — 1).

DUKkAz. Podle lemmatu 4.5.4 vime, ze g(z) | (™ —1). Proto existuje h(z) tak, ze v Z,[x] plati rovnost h(z)-g(z) =
™ — 1 a tedy plati i rovnost h(z) - g(x) = 0 v Z,[x]/ (2™ — 1).
Nésledujici vypoéty jsou v Zp[z]/(z™ — 1). Je-li v(z) kédové slovo, plati v(z) = p(x) - g(z) pro néjaké p(zx).

Pak je h(z) - o(x) = (h(z) - 9(z)) - p(z) = 0.
(x) - (2™ — 1) pro néjaké p(x). Pak ale plati rovnost

Obréacens, je-li h(x) - v(z) = 0, pak h(z) - v(x) = p(z) -
p(z)- (2™ =1) = p(z) - (g(x) - h(x)). Takze plati h(x) - v(z) = p(x) - (¢(z) - h(z)) a z toho plyne v(x) = p(zx) g(a:).

4.6 Odbocka — geometrické konstrukce a origami

Dalsi zajimavou aplikaci algebraickych rozsifeni je neexistence feseni nékterjch geometrickych problémt, na-
priklad trisekce whlu: neexistuje algoritmus, ktery by kruzitkem a pravitkem rozdélil obecny thel na ttetiny.
Nebudeme neexistenci trisekce tthlu pomoci kruzitka a pravitka dokazovat, to by zabralo pomérné hodné casu.
Dtikaz spo¢iva v tom, Ze geometrickymi metodami nelze obecné vytesit rovnici

423 — 3z = cos3a, kde a je obecny thel.

Kdybychom uméli zkonstruovat realné feseni = vyse uvedené rovnice, pak musi platit 2 = cos a..” Jakmile oviem
umime zkonstruovat cos «, je snadné kruzitkem a pravitkem sestrojit tihel a.

Dame nyni do souvislosti konstrukce pomoci kruzitka a pravitka a japonské uméni origami (sklddanek
z papiru).

Konstrukce pravitkem a kruzitkem znate ze stfedni skoly. Témito konstrukcemi se intensivné zabyvala sta-
rofeckd geometrie. Axiomy pro tyto konstrukce jsou néasledujici:

(G1) Dvéma zkonstruovanymi body lze prolozit pfimku.

(G2) Pro dvé (nerovnobézné) zkonstruované piimky lze zkonstruovat jejich prisecik.

5Zkuste to dokéazat. Navod: postupné upravujte cos 3a = cos(2a + o) = cos2acosa — sin2asina = ... = 4cos® a — 3cosa.
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(G3) Jsou-li zkonstruovany body P; a P, pak lze zkonstruovat kruznici se stfedem v P; prochazejici bodem
Ps.

(G4) Je-li zkonstruovéna kruZnice a je-li zkonstruovdna jind kruZnice nebo pfimka, lze zkonstruovat jejich
prusecik(y).

Vyse uvedend sada axiomt vytvari pomérné dosti bohaté moznosti konstrukei v roviné. Presto lze ukézat,
7e nékteré konstrukce tyto axiomy neumoznugji. Zajimavé proto je, ze analogickéd sada axiomti pro origami tvori
podstatné silnéjsi systém. Sada axiomu pro origami, kterou budeme pouZivat, pochazi z ¢lanku

= H. Huzita, Understanding Geometry through Origami Axioms, Proceedings of the First Conference on
Origami in Education and Therapy, ed. J. Smith, British Origami Society, 1992, 37-70

(01) Jsou-li P, P, dva zkonstruované body, pak mizZeme papir pfehnout tak, aby zdhyb prochézel body P; a
Ps.

(02) Jsou-li P;, P, dva zkonstruované body, pak miZeme papir pfehnout tak, aby bod P; pfesel na bod Ps.

(03) Jsou-li 1, ls dvé zkonstruované piimky (z&dhyby), pak miizeme papir pfehnout tak, aby pfimka I; pfesla
na primku ls.

(04) Je-li | zkonstruovand pfimka a P zkonstruovany bod, ktery na [ nelezi, pak mtiZzeme papir pfehnout tak,
aby zahyb prochéazel bodem P a byl kolmy na primku [.

(05) Jsou dény dva zkonstruované body F, P, oba neleZi na zkonstruované piimce d. Pak (kdykoli takovy
zdhyb existuje) je mozné papir prehnout tak, ze zdhyb prochazi bodem P a bod F piejde na bod F' lezici
na primce [:

d F’

(06) Jsou dany dva zkonstruované body Fi, Fy a dvé zkonstruované piimky d;, do. Pak (kdykoli takovy zahyb
existuje) je mozné papir pfehnout tak, ze bod Fy pfechdzi na pfimku d; a bod F, pfechdzi na piimku ds.

D4 se ukézat, ze zdhyby popsané v axiomech (O1)—(05) lze sestrojit pomoci axiomi (G1)—(G4) kruzitkem a
pravitkem (pokuste se o to, viz také nédsledujici ptiklad 4.6.1).

Nez ukazeme, jak lze pomoci axiomt pro origami provést trisekci uhlu, zastavime se u geometrické interpre-
tace axiomu (0O5).

4.6.1 Priklad Pfipomerime z klasické geometrie, Ze parabola je utvar, zadany 7idici primkou d (zvanou téz
direktriz) a ohniskem F (zvanym téz fokus). Takto zadand parabola je potom ta mnozina bodu roviny, které
maji od direktrix d stejnou vzdalenost jako od ohniska F'.

Jako pifklad mfizeme v kartézské soustavé® soutadnic zvolit bod F = (0,b) a piimku d s rovnici y = a.
(Namalujte si obréazek.)

Obecny bod (x,y) ma mit

6Nazvano podle francouzského matematika a filosofa René Descarta (latinsky Renatus Cartesius), ktery #il v letech 1596 az
1650. Descartovym cilem byla snaha o maximalni pochopitelnost dosazeného poznani a ve svych filosofickych pracech se velmi ¢asto
inspiroval matematickym zpisobem uvaZovani. Jisté znate vétu Cogito, ergo sum. (Myslim, tedy jsem. Ve francouzském originale
Je pense, donc je suis.) z knihy Discours de la méthode (Rozprava o metodé€), ktera Descartovi dovoluje dokdzat vlastni existenci.
Pochybujeme-li totiz o vSem, nemuzeme pochybovat o skutecnosti pochybovani samotného.
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4.6. Odbocka — geometrické konstrukce a origami 121

vzdélenost od ohniska F: /22 + (y — b)?

stejnou jako
vzdalenost od direktrix d: \/W
a tudiz nase parabola mé rovnici (provedte ptislusné tpravy):
y(2b — 2a) = 2* + (b* — a?)

V ptipadé, Ze b = a (tj. kdyZ direktrix prochézi ohniskem), parabola kolabuje v pfimku z = 0 (tj. v osu y).
V piipadé, Ze b # a, mizeme rovnici zkratit éislem (2b — 2a) a dostaneme tak rovnici

1 2_‘_a—|—b
= x
2b —2a 2

Y

Protoze kazdou dvojici d, F' mizeme prolozit kartézské souradnice tak, aby pfimka d byla rovnobézna s osou x
a bod F' lezel na ose y, je jasné, ze geometricka definice paraboly je totozna s pojmem paraboly, kterou zname
z analytické geometrie.

Nyni vysvétlime, pro¢ piimka ¢ zkonstruovana axiomem (O5) je te¢na k parabole zadané pomoci d a F,
ktera prochézi bodem P: sestrojme v bodé F’ kolmici d* k pifmce d a ozna¢me jako S prisecik d+ a t:

dt

d F’

Povsimnéme si, ze S lezi na dané parabole, protoze mé stejnou vzdédlenost od d jako od F (pfimka ¢ je osa
usecky F'F'). P¥imka ¢ je navic tefnou dané paraboly, protoze pili thel FSF’. (Zde vyuzivame faktu, Ze pfimka
t prochazejici bodem S paraboly je tecnou v bodé S prave tehdy, kdyz ¢ ptli thel dany pfimkami F'S a pfimkou
rovnobéznou s osou paraboly prochézejici bodem S.) Z toho, jak jsme argumentovali, by mélo byt jasné, ze
te¢nu t dovedeme sestrojit kruzitkem a pravitkem.

Tento priklad jasné ukazuje, Zze né€kdy je lepsi vyuzit geometrickych vlastnosti nez analytické geometrie:
pokuste se dokazat, Ze ¢ je teCna metodami analytické geometrie. Budete k tomu potiebovat diferencialni pocet.

Axiom (O6) také souvisi s te¢nami k paraboldm. Jeho geometrickd interpretace je nasledujici:

(06) Pomoci Fi, di, Fs, do jsou zaddny dvé paraboly. Zahyb, konstruovany axiomem (O6), je te¢na k obéma
paraboldm soucasné.

Zkuste algebraickou metodou dokézat, ze axiom (O6) je ekvivalentni tomu, umét vy¥esit rovnici tfetiho stupné.
Tento fakt pravé zpusobuje, Ze axiomy pro origami jsou silnéjsi nez axiomy pro konstrukce kruzitkem a pravit-
kem. Jako aplikaci ukdzeme, jak pomoci origami vyresit problém trisekce thlu:

4.6.2 Priklad Metoda trisekce thlu, kterou zde popiSeme, pochézi z ¢lanku
= H. Abe, Trisection of Angle, Saiensu, fijen 1980, 8
a my budeme postupovat podle stranek Thomase Hulla

= http://www.merrimack.edu/~thull/omfiles/geoconst.html
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Pripravme si list papiru a thel, ktery chceme rozdélit na tfetiny, oznacme a:

Prehnéme papir napil a pak jesté jednou. Dostaneme tak nasledujici zahyby:

Ozna¢me nyni body P;, P, a pfimky [y, ls tak, jak je to nazna¢eno na dal$im obrazku a pouZijme axiom (0O6):

Py

la

Py

Podle zdhybu z axiomu (O6) nyni papir pfehneme a podél zadhybu [; papir znovu pieloZzime. Dostaneme tak

1. Cervence 2007
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4.6. Odbocka — geometrické konstrukce a origami 123

zahyb l3:

s “ . 2 .
Primka 3 potom vyznacuje thel $a:

Nyni dokazeme, ze jsme skutecné rozdélili tihel o na tfetiny. Ozna¢me vSechny vzniklé body tak, jak je tomu
na nasledujicim obrazku:

lo s
A
P -
\B
C Iy
Pl - D
Pak je snadné ukazat, ze trojuhelniky Py AB, PyBC a PiCD jsou shodné a tudiz thel DP; B je roven %a.

Velmi pfistupnou formou jsou dikazy nemoznosti nékterych geometrickych konstrukei vylozeny v knize

w C. R. Haddock, Field Theory and Its Classical Problems, Mathematical Association of America, 1978
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124 Kapitola 4. Konecné télesa

Zajemcim o matematicky presny popis konstrukci pomoci origami 1ze doporucit ¢lanek

i R. C. Alperin, A Mathematical Theory of Origami Constructions and Numbers, New York J. Math. 6
(2000), 119-133

a pro ukazku nékterych klasickych skladanek origami napriklad knihu
= P. Mulatinho, Ndpadité origami, Knizni klub, 2001

Viz také cviceni 4.7.16 a 4.7.17.

Poznamenejme, zZe existuje klasicka feckd tiloha, kterou ani pomoci axiomt pro origami nelze vyresit. Jde
o kvadraturu kruhu.” Kvadratura kruhu je pozadavek sestrojit stranu étverce, ktery ma stejny obsah jako zadany
kruh. Zfejmé staci umét vytesit kvadraturu kruhu o poloméru 1. To by znamenalo umét sestrojit tisecku délky
/7. Cislo 7 je ovem piikladem transcendentniho redlného cisla, tj. ¢isla, které neni feSenim 74dné algebraické
rovnice s celoéiselnymi koeficienty. Axiomy pro origami vSak konstruuji pouze (a to jesté ne vSechna) algebraickd
¢isla, tj. Cisla, kterd jsou kofeny algebraickych rovnic s celo¢iselnymi koeficienty. Pfesnéji: ¢isla, zkonstruovatelna
pomoci origami, tvori nejmensi podtéleso télesa realnych cisel, které je uzavieno na druhé odmocniny kladnych
Cisel a na realné tfeti odmocniny. Viz také cviceni 4.7.18.

4.7 Cviéeni

4.7.1 Cviéeni Af n je pfirozené ¢islo a at K je okruh s jednotkou. Jako K[x]=" oznaéte mnozinu vsech polynomii
z Klz], které maji stupen nanejugs n, a jako K[xz]=" oznacte mnozinu vSech polynomt z K[z], které maji stupen
presné n.

Dokaite, 7e K[z]<" m4 presné k"1 prvkii a K[z]~" ma presné (k — 1)k" prvki, kdykoli m4 K piesné k
prvki. (Navod: polynomy chépejte jako vektory, viz pozndmka 4.1.2.)

Je K[z]=" opét okruh? Pokud ano, dokazte to. Pokud ne, popiste, pro¢ ne.

4.7.2 Cviéeni At K je komutativni okruh s jednotkou, ve kterém existuji prvky a,b € K takové, ze a - b = 0.
Ukazte, ze pak pro libovolnd pfirozend ¢isla n, m existuji nad K polynomy p(z), ¢(x) tak, ze deg(p(x)) = n a

deg(q(z)) = m a plati deg(p(x) - q(z)) < deg(p(x)) + deg(q(x)).
Zkuste, nad né&jakym Z,,, najit polynomy p(z), q(x) stupné 1 tak, ze deg(p(z) - ¢(x)) = —o0.

4.7.3 Cvi€eni Ze cviceni 3.7.20 si pfipomeiite Hornerovo schéma, které poc¢ita hodnotu polynomu p(x) nad R
v redlném c¢isle a. Hornerovo schéma zobecnéte na algoritmus, ktery pocitd hodnotu polynomu nad okruhem K
v a € K. Dokazte totalni korektnost tohoto algoritmu.

Pomoci Hornerova schématu spocitejte hodnoty

1. 5z* — 322 +7 v a = 6, nad Zs.

2. =725 +62%* —22+1va=10, nad Z;;.

4.7.4 Cviéeni Algoritmus pro déleni polynomu z pfikladu 4.1.8 pracuje rekursivné. NapiSte tento algoritmus,
naleznéte jeho variant a invariant a dokazte totalni korektnost tohoto algoritmu.

4.7.5 Cviceni Dokazte, Ze relace
a(x) ~ b(x) pravé tehdy, kdyz a(z) a b(x) jsou asociovany

je relace ekvivalence na mnoziné vSech polynomi.

4.7.6 Cviéeni Podrobné vysvétlete, pro¢ funguje (rozsifeny) Eukleidiv algoritmus pro polynomy. To znamena:
naleznéte variant a invariant, dokazte totalni korektnost.

4.7.7 Cviéeni Zformulujte pfesné Bezoutovu rovnost pro polynomy a naznacte jeji diikaz.

4.7.8 Cvic¢eni DokaZte tvrzeni 4.3.2.

7Stoji za zminku, Ze v obecném jazyce tento obrat znaéi nemoznost néceho.
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4.7.9 Cviceni Vyfeste linedrni rovnice:

1.
2.

(x+1)-p(z) =23 v Zz[z]/(2? + 1).

(@ +ax+1)-plx) = (22 +1) v Zo[z]/(z* + 2 + 1).

Zformulujte a dokaZte obecné tvrzeni o feSitelnosti linedrnich rovnic v kone¢ném télese. Srovnejte s vétou 5.3.8.

4.7.10 Cvicéeni Teorii feSeni soustav linedrnich rovnic nad obecnym koneénym télesem jsme nevybudovali.
Vsechna potfebna tvrzeni z ,klasické® linearni algebry vsSak pro soustavy nad konefnym télesem zustavaji
v platnosti.

Nad télesem Zs[z]/ (2% + x + 1) vyfeste (pouzitim GEM) soustavu linearnich rovnic:

ary + x2 4+ x3 + axgy =0b
r1 + brys + axrs + axry =1

(Pouzivame znaceni z tabulky (4.1), tj. prvky Zs[z]/(z? + 2 + 1) jsou 0, 1, a a b.)

4.7.11 Cviceni Ukazte, ze zadny ireducibilni polynom nad télesem K stupné > 1 nemé v K kofen. (Navod:
pouzijte tvrzeni 4.1.11.)

4.7.12 Cviceni Plati opak tvrzeni 4.4.27 To znamend: plati, ze jestlize K[z]/m(z) je t&leso, pak je polynom
m(z) ireducibilni?

4.7.13 Cviceni Popiste tabulku séitani a nasobeni v GF(8).

4.7.14 Cvieni At X = {a1, az2,a3,a4,as5,a¢} je mnozina. Existuje na X struktura télesa?

4.7.15 Cviceni Naleznéte vSechny cyklické kédy délky 6 nad Zsz. Navod: pouZzijte poznamku 4.5.5.

4.7.16 Cviceni Pomoci axiomt (O1)—(06) pro origami dokazte, Ze je mozné duplikovat krychli, tj., Ze je mozné
sestrojit krychli majici dvojnasobny objem nez zadana krychle. Zrejmé staci umét duplikovat krychli o objemu

1, tj.
1.
2.

sestrojit +/2. To je opét problém, ktery je pomoci kruzitka a pravitka nefesitelny. Postupujte nasledovné:®

Vezméte si ¢tverec papiru (o strané dlouhé jednu jednotku délky).

Jako dj, do oznaéte (v pofadi od spodni hrany papiru) zdhyby, vzniklé preloZenim daného papiru na
tietiny. (UkaZte, Zze tuto konstrukei axiomy povoluji.)

. Jako F} oznacte pravy dolni roh papiru a jako F, oznacte priuseéik zdhybu d; s pravou svislou hranou

papiru. Jako d3 oznadte levou svislou hranu papiru. Nyni na Fy, F», dy, d3 pouZijte axiom (O6).

. Prelozenim nyni bod F} na svislé levé hrané papiru vymezuje dvé tsecky. Ukazte, ze podil jejich délek je

V2.

% 4.7.17 Cviceni Pouze pro milovniky geometrie. Vezméte si kruzitko a pravitko a zvolte si jednotku délky.
Tuto jednotku oznacte U. Dokazte nasledujici:

1.

4.

Kruzitkem a pravitkem lze sestrojit tisecku délky r - U, kde r je libovolné kladné racionélni ¢islo. (Navod:
vyuzijte vét o podobnostech trojihelniki.)

Vymyslete interpretaci tsecek zaporné délky a ukazte, ze kruzitkem a pravitkem lze sestrojit tsecky délky
r- U, kde r je libovolné racionalni ¢islo.

Oznacte jako K mnozinu vSech zkonstruovatelnych tsecek a dokazte, Ze existuji zkonstruovatelné délky,
které nejsou tvaru r - U pro zadné raciondlni ¢islo r. (Névod: thlopficka Gtverce.)

Dokazte, ze K tvori téleso. Jak se v K nésobi a déli?

8Tento elegantni postup je popsan v ¢lanku P. Messer, Problem 1054, Cruz Matematicorum, (12) ¢. 10 1986, 284—285.
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Toto cviceni je zakladem diikazu neexistence trisekce thlu a neexistence jinych geometrickych konstrukci, viz
odstavec 4.6.

@ 4.7.18 Cviéeni V tomto cviceni dokézete, Ze ,typické* realné ¢islo je transcendentni. Pfipomenime definice:
1. Redlné ¢&islo r je algebraické, kdyz existuje polynom p(z) € Z[z] tak, ze p(r) = 0.
2. Redlné cislo r je transcendentni, pokud neni algebraické.

Oznacte jako A mnozinu algebraickych realnych ¢isel. Dokazte, Ze A je spodetnd mnozina, tudiz mnozina R\ A
je nespocetna. Postupujte podle nédvodu (srovnejte s diikazem dtisledku 1.5.6):

1. Dokaite, ze Z<"[z] (znaceni ze cvifeni 4.7.1) je spodetnd mnozina pro vSechna n.

2. Protoze plati Z[z] = |

nen L5z, je Z[x] spocetnd mnozina.

3. Protoze kazdy polynom p(z) € Z[x] mé pouze kone¢né mnoho kofentl, je mnozina A spocetna.

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:
v/ Polynom lze definovat nad libovolnym okruhem. S polynomy ovSem musime obecné pracovat jako s vyrazy.
v/ Prace s polynomy nad obecnym télesem se prakticky nelisi od prace s polynomy nad redlnymi ¢isly.

v Polynomy lze pouzit k rozsifovani ¢iselnych obori. Ireducibilni polynomy hraji roli prvocisel a dovoluji
tak popsat vSechna konecna télesa.

v/ Algebraickd rozsifeni maji podstatny vyznam pro praci s cyklickymi kody.
Doplnujici literatura

Seznam dopliujici literatury tykajici se zakladnich vlastnosti polynomu, algebraickych rozsifeni a cyklickych
kéda je shodny se seznamem pro kapitolu 2.
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Kapitola 5

Abstraktni vypocty

Teorie grup je odvétvi matematiky, kde ¢lovék néco
s nécim udéla a pak porovna vysledek s tim, kdyz
totéz udéld s nécim jinym nebo kdyz s timtéz udéla
néco jiného.

James Newman

V této (a néasledujici) kapitole zvysime troven abstrakce. Zatim jsme pokro¢ili od, feknéme, poéitani v Z
k poéitani v Z,, (kapitoly 2 a 3). (O poéitani v obecném kone¢ném télese se lze dozvédét v kapitole 4.) Vidéli jsme
napiiklad, Ze linedrni algebra nad télesem realnych ¢isel je specidlnim pfipadem linedrni algebry nad obecnym
télesem. Diilezité bylo byt télesem. Pozadované vlastnosti jsme shrnuli do definic (viz definice 2.3.14 a 2.3.17),
ve kterych jsme specifikovali operace (séitani a ndsobeni) a jejich rovnicové vlastnosti (napiiklad asociativitu
s¢iténi).

Chceme nyni mnoziny s operacemi spliiujicimi jisté rovnice studovat v plné obecnosti. Matematicka disci-
plina, ktera se témito vécmi zabyva, se jmenuje universdini algebra.! Abychom zdéivodnili dileZitost universalni
algebry pro computer science, ukdzeme, jak ji lze aplikovat v oblasti algebraickych specifikaci datovych typi.

5.1 Kratka navstéva u algebraickych specifikaci
Piedpokladejme, ze chceme védét, co je seznam (jako datovy typ). Pfesnéji, chceme specifikovat datovy typ

LIST a chceme Tici abstraktné, co znamena, ze mizeme naptiklad dva prvky tohoto datového typu zietézit a
dostat tak opét seznam.

x# (y#z)=(x#y) #z

1 spec LIST is

2 sorts: list

3 operations: nil: --> list;

4 _#_:1list,list --> list

5 variables: x,y,z:list (5.1)
6 equations: x#nil=x;

7 nil#x=x;

8

9

endspec

Vyse uvedend notace je jen zapis v pseudokddu (pfipominajicim specifika¢ni jazyk OBJ3). Vyznam jednot-
livych fadkd je nasledujici:

1. Radky 1 a 9 definuji specifikaci datového typu LIST.

2. Rédek 2 iika, Ze ve hie je jen jedna sorta® véci, této sorté fikdme list.

1Z4jemcim doporuéujeme jedineénou knihu: W. Wechler, Universal Algebra for Computer Scientists, Springer-Verlag, Berlin,
1992.
2V tomto kontextu se anglické sort také preklada jako druh. Jazykovi puristé odpustte: mné se to nelibi.
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128 Kapitola 5. Abstraktni vypocty

3. Na fadcich 3 a 4 zavadime dvé operace, spolu s jejich aritams.

Operace nil nevyzaduje zadny argument (mé aritu nula) a vraci prvek sorty list. Takovou operaci si
samoziejmé muZeme piedstavit jako konstantu nil sorty list. (Intuice: nil je prézdny seznam.)

Operace _#_ vyzaduje dva argumenty, oba sorty list (tj. mé& aritu dva, neboli je bindrni) a vraci prvek
sorty list. (Intuice: _#_ zFetézuje seznamy.)

4. Radek 5 deklaruje proménné x, y, z sorty list, které jsou pouzity v rovnicich (fadky 6 az 8).

Radky 6 a 7 iikaji, Ze se nil chové jako neutrdlni prvek pro _#_ a fadek 8 fika, ze _#_ je asociativny.

Vyse uvedené tak zfejmeé popisuje, jak se ma chovat prazdny seznam vzhledem ke zfetézovani a ze zietézovani
seznamil by mélo byt asociativni.

Specifikace LIST ma fadu modeli, sice jakoukoli mnozinu vybavenou asociativni binarni operaci s neutralnim
prvkem. Takze nésledujici jsou priklady modelt specifikace LIST:

1. Mnozina ¥* vsech slov nad kone¢nou abecedou ¥, spolu s prazdnym slovem e a zfetézovanim slov jako
s binarni operaci.

2. Mnozina N vSech prirozenych ¢isel, spolu s binarni operaci s¢itani a ¢islem 0 jako neutralnim prvkem.

Pii tomto pohledu je kazdé pfirozené cislo ,seznam“, ¢islo 0 je ,prazdny seznam“ a dva ,seznamy“
zietézujeme séitanim. S¢éitani na N je samoziejmé asociativni a mé 0 jako neutralni prvek.

3. Mnozina F v8ech funkei f : R — R, spolu s funkei id (identita) a s binarni operaci skladani funkci.

Pfi tomto pohledu je kazda funkce f : R — R ,seznam®, identita id je ,,prazdny seznam* a dva ,,seznamy*
zietézujeme, kdyz je skladame jako funkce. Skladani funkei je asociativni bindrni operace a funkce id je
jejil neutralni prvek.

4. A mnoho dalsich. ..

Samozfejmé, pouze prvni piiklad (mnozina ¥*) odrazi nasi pfedstavu seznami nejlépe. Ve skuteénosti jde
o seznamy prvki typu . Co déla z mnoziny ¥ tak zvlastni model specifikace LIST? Ukazuje se, zZe existuje jista
universdlni vlastnost, ktera vydéluje X* ze vSech modeld specifikace LIST, které interpretuji proky mnoZiny X.
Tuto universalni vlastnost nyni pfesné zformulujeme:

1. Existuje kanonickd interpretace (—), kterd kazdy prvek typu X interpretuje jako prvek typu 3*.

Touto interpretaci je zobrazeni
(=): 2 — %"

které prvek a € ¥ posild na slovo (a) € ¥*. (Intuitivné: kazdé pismeno lze chapat kanonicky jako slovo.)

s

2. VysSe uvedena interpretace je ,universalni“: kdykoli mame model specifikace LIST, tj. kdykoli si vezmeme
mnozinu X spolu s asociativni binarni operaci x a s jejim neutralnim prvkem e € X a kdykoli si vezmeme
funkci

f:X— X

(o funkéni hodnoté f(a) pfemyslime jako o tom ,seznamu“ v mnoziné X, ktery je pfifazen prvku a € X),
pak existuje jediné zobrazeni
iy — X

(tj. pak mizeme kazdé slovo z X* interpretovat jako ,seznam® v X) takové, ze plati rovnost
fro(=)=f

Tato rovnost Fika, ze f* interpretuje slova tvaru (a) stejné, jako f interpretuje a € ¥: pro kazdé a € ¥
plati rovnost f#((a)) = f(a). Tuto rovnost mizeme vyjadfit pomoci diagramu — fikame, 7e nasledujici
diagram

fﬁ

YW6—m=X

- /

D)
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komutuje.

Zobrazeni f navic respektuje prazdné seznamy a respektuje zietézovdni. Coz znamena, ze plati rovnosti

Fie) = e (5.2)

FHwrws) = fH(wr) * f*(ws) (5.3)
Zobrazeni f! mtizeme velmi elegantné popsat:*

file) = e

fﬁﬁﬂan) = fﬁ@U)an

a pak pouzit strukturalni indukei k diikazu, ze plati rovnosti (5.2) a (5.3).

Vidime, Ze ta zobrazeni mezi modely specifikace LIST, kterd respektuji prazdné seznamy a respektuji zreté-
zovani, jsou dulezita. Jak uvidime, jsou tato zobrazeni pfirozenou volbou zobrazeni, kterd nam umoznuji dva
modely specifikace LIST porovnat.

Co myslime ,porovnavanim modelu“ specifikace LIST? Predpokladejme, Ze mame dva modely specifikace
LIST, feknéme X, xx, ex a Y, xy, ey. To znamena, Ze o prvcich X premyslime jako o jedné z fady moznych
implementaci seznami, *x je zpusob, jakym se seznamy zfetézuji a ex je vyznacny prvek mnoziny X, ktery
representuje prazdny seznam. O trojici Y, xy, ey premyslime jako o jiné implementaci. KaZdé zobrazeni

f: X—Y

vytvaii ze seznamu x € X seznam f(z) € Y. Nicméné nékterd zobrazeni jsou ,lepsi nez ostatni“. Pokud
o zobrazeni f chceme premyslet jako o prekladu ,svéta seznamu X“ do ,svéta seznamu Y*, mélo by platit
nasledujici:

flex)=ey a f(xr1*x x2) = f(x1) *y f(x2), pro vSechna z1,25 € X

Prvni rovnice fika: prazdny seznam pirelozte jako prazdny seznam. Druha rovnice fika: zfetézte dva seznamy
v X a vysledek prelozte do Y. Dostanete stejny vysledek, jako kdyZz nejprve oba seznamy prelozite a poté je
v Y zretézite.

Ukézeme nyni realistictéjsi priklad algebraické specifikace — specifikujeme zdsobniky, do kterych mutzeme
ukladat prvky ¢tyfprvkové mnoziny.

1 spec STACK is

2 sorts: alphabet, stack

3 operations: al: --> alphabet;

4 a2: —-—> alphabet;

5 a3: --> alphabet;

6 a4: --> alphabet;

7 nil: --> stack (5.4)
8 pop(_): stack --> stack

9 push(_,_): alphabet,stack --> stack
10 variables: x:alphabet, s:stack

11 equations: pop(nil)=nil;

12 pop (push(x,s))=s

13 endspec

Zapis je velmi podobny specifikaci LIST, proto vysvétlime pouze ty fadky, které nejsou na prvni pohled
ziejmé:

3Diavodem je to, Zze ©* je mnozina zadané induktivné, viz cviéeni 1.6.28.
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1. Na Fadku 2 specifikujeme, Ze budeme pracovat se dvéma sortami: s prvky sorty alphabet (ty hodlame
uklddat na zdsobnik) a sorty stack (to jsou jednotlivé zdsobniky).

2. Dale specifikujeme operace. Jediny rozdil je v tom, zZe musime davat pozor na arity: naptiklad na radku 9
nerikdme pouze, ze operace push(_,_) si bere dva argumenty; fikdme také, Zze prvni z nich musi byt sorty
alphabet a druhy sorty stack! Déle fikdme, Ze vysledek operace je sorty stack. Proto je ve vicesortovém

vvvvvv

3. Proménné deklarujeme na fadku 10. Tyto proménné jsou opét rtznych sort.

Jak vypadé obecny model X specifikace STACK? Pfedevsim by se mél odrazit fakt, ze jsme specifikovali dvé
sorty: alphabet a stack. Proto se model sestava ze dvou disjunktnich mnozin

X a X
Prvky X, jsou sorty alphabet, prvky X, jsou sorty stack. Pfejdéme k operacim:

1. Specifikace operaci al, ..., a4 ndm ¥ika, ze musime v mnoziné X, zvolit specidlni prvky ai, as, as a ay.
(To jsou ty ¢tyfi prvky, které budeme uklddat na zdsobnik.)

2. Specifikace nil ndm ¥ika, Ze méame zvolit specidlni prvek n € X,. (To je prazdny zdsobnik v nasem
modelu.)

3. Specifikace operace pop(_) :stack --> stack Fikd, Ze mame zadat zobrazeni p : X; — X,. (Pro ,z4-
sobnik* z € X; je vysledek p(z) ten ,zdsobnik* v X, ktery dostaneme, kdyZ z = odstranime vrchni
prvek.)

4. Specifikace operace push(_,_) :alphabet,stack --> stack fikd, Ze mame funkci v : X, x Xy, — X,.
(Pro ,pismeno“ | € X, a ,zdsobnik* z € X, je u(l,x) ten ,zdsobnik“, ktery dostaneme uloZenim ! na
vrchol x.)

Navic musi samoziejmé platit specifikované rovnice:
p(n)=n a p(u(l,z)) =z pro vSechna !l € X, a vSechna x € X,
Prvni rovnice fikd, Ze prazdny zasobnik zlistane po vyjmuti vrchniho prvku prazdnym (zvolili jsme co nejjed-
nodussi pfistup). Druhé rovnice ¥ikd, ze kdyz nejprve na zdsobnik z ulozime pismeno ! a poté je opét vyjmeme,
dostaneme ptivodni zasobnik z.
Muzeme opét dat priklady modela specifikace STACK a opét budeme mit pocit, Ze nékteré modely vystihuji

nasi predstavu o zasobnicich 1épe nez jiné. Pfislusnou universalni vlastnost ,zamysleného“ modelu specifikace
STACK nebudeme formulovat, to udélame pozdéji v odstavci 6.4.

5.2 Co budeme délat?

Predchozi odstavec nam dal jisty cit pro to, co je algebraicka specifikace a jeji model. Zopakujme to:
1. Specifikujeme sorty.
2. Specifikujeme jména operaci a jejich arity.
3. Specifikujeme rovnice, které maji operace spliiovat.
4. Studujeme modely specifikace a ,,pfirozend“ zobrazeni, kterd nam dovoluji jednotlivé modely porovnavat.
5. Nékteré (dilezité) modely mohou byt popsany uréitou universalni vlastnosti.

Soustfedime se na jednosortovy pfipad a postup v pfipadech s vice sortami naznac¢ime v odstavci 6.4.
Finitarnt typ, algebry (tj. modely) a homomorfismy definujeme v plné obecnosti v odstavci 5.4.
Nase avahy vyvrcholi specifikaci t¥i rtiznych situaci:
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1. Situace, kdy chceme popsat zakladni chovani ndsobeni a déleni. Vysledkem je pojem grupy — definice 5.3.6.
Uvidime v8ak, %e na grupy se miizeme téz divat jako na popis pohybii (pfiklad 5.3.26) nebo na popis chovani
zlomk (cviceni 5.7.13).

2. Situace, kdy chceme popsat zakladni chovani logickych spojek and a or. Vysledkem bude pojem svazu
— priklad 5.4.7. Svazy vsak také modeluji situaci, kdy pocitdme suprema a infima dvojic prvkd — viz
odstavec 6.1.

3. Situace, kdy chceme specifikovat celou silu (klasickych) pravdivostnich hodnot. Vysledkem je pojem Bo-
oleovy algebry — definice 6.3.3.

Je pred nami dlouha cesta a proto zacneme velmi zvolna, skromnou specifikaci jediné binarni operace.

5.3 Jednoduché algebraické struktury

Mz

Viibec nejjednodussi (jednosortovd) algebraickd specifikace je ta, ve které nespecifikujeme Zddné operace (a tim
padem ani Zddné rovnice). NapiSme tuto specifikaci:

spec NO_OPERATIONS is
sorts: something (5.5)
endspec

Je jasné, ze modely této specifikace jsou presné mnoziny. Viz také poznamku 5.3.13. Za¢néme nécim o malo

vvvvvv

spec BINARY is

sorts: binary

operations: _*_:binary,binary --> binary
endspec

(5.6)

5.3.1 Definice Bindrni operace na mnoziné X je zobrazeni x: X x X — X. Namisto x (z,y) budeme pro
hodnotu * v (z,y) pouzivat obvykly infixni zépis  x y.
Dvojici (X, *) budeme fikat grupoid.

Grupoid, jakozto model specifikace BINARY, je tedy pouze mnozina vybavena néjakou binarni operaci. Zdu-
raznéme ale, Ze po bindrni operaci chceme, aby byla definovana pro kaZdou dvojici prvkia. Proto naptiklad déleni
na readlnych c¢islech, tj. predpis

X
(w,y)Hg pro y # 0

nent binarni operace na mnoziné R.
Ukazeme piiklady grupoidi.

5.3.2 Priklady

1. Na prazdné mnoziné X = () existuje jedina bindrni operace, totiZ prazdné zobrazeni () : @ x ) — (. Proto
(0,0) je ptiklad grupoidu.

2. Na mnoziné X = {a,b, ¢} definujeme binarni operaci x takto:  x y = x pro vSechna x,y € X. Protoze X
je konecna mnozina, miazeme operaci x popsat nasledujici tabulkou:

:

o QS

(5.7)

o o
o o Qe
o S0

Je-li x v i-tém Fadku a y v j-tém sloupci tabulky, pak v polozce (i, j) je zapsan vysledek x * y.

Dvojice (X, ) je grupoid.
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132 Kapitola 5. Abstraktni vypocty

3. Af X je mnozina vSech zobrazeni z {0,1} do {0,1}. Mnozina X ma éty¥i prvky:

fi: 0—0 fo: 00
1—1 1—0
fs: 0—1 fa: 01
1—1 1—0

Sklddani funkei o je bindrni operace na mnoziné X, a proto je (X, o) grupoid. Pfislusné tabulka je:

o llfi fo fs fa
il fo f3 fa
fe|lfa fo f2 fo (5.8)

f3llfs fz3 f3 f3
fallfa f3 f2 N1

Pii studiu grupoidt (X, x) nevyzadujeme, aby operace x méla néjaké specialni vlastnosti, zaddné rovnice jsme
ve specifikaci BINARY nepozadovali. Vyjmenujeme nyni nékteré vlastnosti, které nas budou u binarnich operaci
zajimat. Pov§imnéme si, Ze vSechny jsou rovnicové povahy. (Viz cvifeni 5.7.4.)

5.3.3 Definice Af * je bindrni operace na mnoziné X.
1. Operace * je asociativni, pokud pro vSechna z,y, z € X plati rovnost z * (y x z) = (x * y) * 2.
2. Operace * je komutativni, pokud pro vSechna x,y € X plati rovnost x x y =y x x.

Prvek e; je levy neutrdlni prvek operace x, pokud pro vSechna x € X plati rovnost ¢; x x = x.

=~ W

Prvek e, je pravy neutrdlni prvek operace x, pokud pro vSechna x € X plati rovnost = x e, = .

5. Prvek e je neutrdlni prvek operace %, pokud je pravym i levym neutralnim prvkem, tj. kdyz pro vsechna
x € X plati rovnost ex x = x x e = x.

5.3.4 Priklad Operace  z tabulky (5.7) je asociativni, protoZe podle definice této operace pro vSechna x,y, z €
{a,b,c} plati z x (y x z) =z a (x *y) x 2 = x x y = x. Tato operace neni komutativni, protoze napiiklad plati
a=axb#bxa=>. Kaidy prvek mnoziny {a,b,c} je pravym neutradlnim prvkem operace x: napiiklad a je
pravy neutralni prvek, protoze pro vSechna = € {a,b,c} plati z x a = x. Podobné lze ukézat, ze b i ¢ jsou pravé
neutralni prvky. Operace x vSak nema zadny levy neutrdlni prvek, a tudiz zadny neutralni prvek.

Operace o skldadani funkci na dvouprvkové mnoZiné popsand v tabulce (5.8) je asociativni, ma neutralni
prvek e = f1, ale neni komutativni, protoze plati naptiklad fo = fo o f3 # f3o fo = f3.

Abstraktnim vypoctem budeme rozumét vyuzivani vlastnosti operaci a rovnosti k odvozovani riznych vztaht.
Uvedme pfiklad abstraktniho vypoétu.

5.3.5 Priklad UkaZeme nasledujici tvrzeni:

Jestlize binarni operace * na mnoziné X ma levy neutralni prvek e; a pravy neutralni prvek e,, pak plati
€] = €.

Postupujeme takto: protoze e; je levy neutralni prvek, plati pro kazdé x € X rovnost ¢; x x = x. Specialné tedy
plati rovnost e; x e, = e,.. Leva strana této rovnosti ale je rovna prvku e;, protoZe e, je pravy neutralni prvek.
Celkové tedy dostavame e; = e,., a to jsme chtéli ukazat.

Jako dtsledek okamzité dostavame:

Kazda binarni operace ma nanejvys jeden neutralni prvek.

To plyne z toho, %e pokud e a €’ jsou neutralni prvky, potom e je pravy neutralni prvek a €’ je levy neutralni
prvek, a proto podle pifedchoziho musi platit rovnost e = €’.

5.3.6 Definice At (X, x) je grupoid.
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1. (X, *) je pologrupa, je-li x asociativni operace.

2. Pologrupé (X, x) fikdme monoid, jestlize operace x ma neutralni prvek.

3. Monoidu (X, ) s neutrdlnim prvkem e fikdme grupa, jestlize ma kazdy prvek x inversi vzhledem k x, tj.
jestlize plati:

Pro kazdé z existuje pravé jedno ! takové, ze plati z vz =e =2 2~ L.

Samoziejmé, kazda grupa je monoid, kazdy monoid je pologrupa a kazda pologrupa je grupoid. Po dané
struktufe totiz pozadujeme postupné vic a vic. Zadnou z téchto implikaci viak nelze obratit, jak ukazuje nésle-
dujici priklad.

5.3.7 Piiklad

1. Grupoid, ktery neni pologrupa. Na mnoziné N definujte operaci x takto: n *x m = n'™. Jde skutecné
0 operaci, pfipomenme totiz, ze n™ je definovano pro vSechny dvojice prirozenych ¢isel n, m jako pocet
vSech zobrazeni z m-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny. Protoze existuje jediné zobrazeni z prazdné
mnoziny do prazdné mnoziny (sice prazdné zobrazeni), je definovano i 0° a plati 0° = 1.

Protoze plati
22T =2%(3%3)# (2x3)x3=2°
neni binarni operace x asociativni.

2. Pologrupa, kterd neni monoid. Takovym piikladem je pologrupa definovana tabulkou (5.7).

3. Monoid, ktery neni grupa. Operace nasobeni na pfirozenych ¢islech je asociativni a ma neutralni prvek, a
sice ¢islo 1. Prvek 2 vSak nemad inversi, protoze neexistuje prirozené ¢islo x, pro které plati z-2 =1=2-x.

Grupy souviseji s otazkou jednozna¢ného feseni linearnich rovnic. To ndm umozni prvni pohled na grupu: je
to monoid (tj. struktura s ,rozumnym* nasobenim), kde lze jednoznacné vesit linedrni rovnice. Pfesnéji, plati
nasledujici véta:

5.3.8 Véta At (X, x,e) je monoid. Pak je ekvivalentni:
1. Kazda rovnice a x © = b, kde a, b jsou libovolné prvky X, ma pravé jedno feseni.

2. Kazda rovnice a x x = e, kde a je libovolny prvek X, ma pravé jedno reseni.

3. Na X lIze definovat operaci (—)™1 : X — X tak, Ze plati rovnosti a x a=! = a=! x a = e, pro libovolné

a € X. To znamena, %e (X,x,e,(—)"!) je grupa.
DUKAzZ. Z 1. plyne 2.: To je trividlni.

Ze 2. plyne 3.: Pro a € X definujeme a~! jako jediné feSeni rovnice a « x = e. Potom samozfejmé plati rovnost
a * a~! = e. Abychom ukézali, Ze plati i rovnost a=! * a = e, stadi ukdzat, e obé strany této rovnosti Fesi
1

rovnici a x ¢ = a. Neutrdlni prvek e zfejmé tuto rovnici fesi. UkdZeme, Ze platiia *x (a™* * a) = a:

ax(atxa) = (axa !)xa (asociativita %)
= exa (definice a~! jakozto jediného feSeni a x z = e)
= a (neutralita e)

Ze 3. plyne 1.: Piedpoklddejme, Ze je zaddna linedrni rovnice a x x = b. Nejdiive ukadzeme, Ze prvek a=! * b
tuto rovnici fesi:

(axa1)xb (asociativita x)
exb (vlastnost a—1, kterou predpokladame)
= b (neutralita e)

ax (a=! %)

Zbyva ukazat, ze jiné FeSeni rovnice a x x = b nema. Predpokladejme, ze néjaky prvek u tuto rovnici fesi, tj.
plati @ x u = b. Potom plati rovnost a=! x (a » u) = a~! x b. Pouzitim asociativity x dostavame rovnost

(a=' x a) x u = a~! % b. Z definice operace (—)~! plyne dalsi rovnost e x u = a~! % b. ProtoZe e je neutralni,
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plati u = a~ ! x b, a to jsme chtéli dokazat. |

Zamérime se nyni na studium ,dobrych® zobrazeni mezi jednotlivymi strukturami. Z Gvodu této kapitoly
vime, Ze takova zobrazeni ndm umozni jednotlivé struktury porovnavat. Zacneme pojmem ,,dobré“ podmnoziny:

5.3.9 Priklad Uvazujme o bindrni operaci + (séitdni) na mnozing R vSech redlnych ¢isel. Nékteré podmnoziny
A mnoziny R jsou na s¢itani ,uzaviené“ v tom smyslu, ze s¢itdme-li dvé ¢isla z mnoziny A, padne vysledek opét
do mnoziny A. Priklady takovych mnozin jsou:

1. A = N. Soucet dvou pfirozenych ¢isel (v oboru redlnych ¢isel) je pfirozené ¢islo.
2. A =7. Soulet dvou celych éisel (v oboru redlnych ¢isel) je celé ¢islo.
3. A = Q. Soucet dvou racionélnich ¢isel (v oboru redlnych ¢isel) je racionalni &islo.

Piikladem podmnozZziny A C R, kterd neni uzaviend na operaci séitani je mnozina vSech iracionalnich éisel.
Secteme-li naptiklad dvé iracionélni &isla v/2 a —+/2, potom vysledek (¢islo 0) neni iracionélni &islo.

@ 5.3.10 Priklad Ukazeme nyni dva dulezité priklady grup, které vznikaji jako podmoziny uzaviené na operaci:

1. Ozna¢me jako Mat, «,(R) mnoZinu vSech matic rozméri n X n. Spolu s nidsobenim matic tato mnozina
tvori jisté monoid: nasobeni matic je asociativni a ma za neutralni prvek jednotkovou matici E. Symbolem

RegMat,, .., (R)

oznacte podmnozinu reguldrnich matic. Potom je mnozina RegMat,, ., (R) uzavfend na ndsobeni v mnozné
Mat,, « (R), protoze sou¢in regulédrnich matic je regularni. Protoze jednotkova matice E rozméri n x n je
regularni, tvofi regularni matice grupu.

2. Mnozina Z,, spolu s operaci nsobeni je jisté monoid (ndsobeni modulo m je asociativni a ma neutralni
prvek 1). Pfesto Z,, nikdy neni grupa, protoze ¢islo 0 nikdy nemd inversi. Definujme mnozinu
Z*

m

jako mnozinu téch prvkd v Z,,, které inversi vzhledem k nasobeni maji. (Mnozina Z

¥, ma plesné o(m)
prvkd. Proc¢?)

Mnozina Zj, je zjevné uzaviend v Z,, na nasobeni, soucin dvou invertibilnich prvkl je invertibilni, viz
cviceni 3.7.2. Protoze 1 € Z,, je Z}, grupa.

Tyto priklady lze zobecnit, viz cviceni 5.7.11.
Uzavienost na operaci je uzite¢nd vlastnost a nyni ji definujeme obecné.

5.3.11 Definice At (X, *) je grupoid. Rekneme, Ze podmnozina A C X je uzaviend na operaci *, kdyz pro
vSechna x,y, € A plati x x y € A.

PovSimnéme si, Ze podle definice je prdzdnd mnozina vZdy uzaviena na jakoukoli bindrni operaci: pro kazdou
dvojici x,y € 0 totiz chceme ukdzat, e x x y € (). Tato vlastnost je trividlné splnéna, protoze () nem4 zadné
prvky: neexistuje totiz dvojice z,y € ), pro kterou by neplatilo z x y € 0.

Méme-li podmnozinu A C X uzavienou v grupoidu (X, x) na operaci x, potom lze na mnoziné A definovat
bindrni operaci x4: A x A — A takto:

THxay=x*y provsechnaz,ye€ A

Operaci x4 se Tikd ziZent operace x na mnozinu A a dvojici (A, *4) potom Fikdme podgrupoid grupoidu (X, x).
Namisto x4 budeme psat opét x, pokud to nepovede k nedorozumeéni.
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5.3.12 Pf¥iklad Kazd4 podmnozina A C {a,b,c} je uzaviend na operaci x, popsanou v tabulce (5.7). Pro
neprazdnou podmnozZinu A to plyne okamzité z definice operace x — zvolme z,y € A. Potom = x y = = a tudiz
zxy € A. Je-li A =), pak vyuZijeme toho, %e prazdnd mnoZina je uzaviena na jakoukoli bindrni operaci.

Nasledujici podmnoziny A jsou uzaviené na bindrni operaci na mnoziné {fi, f2, f3, fa} popsané tabul-
kou (5.8):

1. A=0.

2. Kromé mnoziny {f4} jsou vSechny jednoprvkové podmnoziny uzaviené na operaci o. Mnozina {f4} uza-
viena neni, protoze plati fy o fy = f1.

3. Z dvouprvkovych podmnozin jsou uzaviené na operaci o vSechny, kromé mnozin { fo, f4} (protoze fyo fo =

f3) a {f3, fa} (protoze fio f3 = fa).

4. Vsechny t¥iprvkové podmnoziny kromé mnozin {f1, fo, fa}, {f2, f3, fa} a {f1, f3, f1} jsou uzaviené na
operaci o.

5. Samoziejmé, celd mnozina {f1, fo, f3, f4} je uzaviend na operaci o.

@ 5.3.13 Poznamka Uzavienost podmnoziny A C X na binarni operaci znamend, ze jsme v X vybrali ,,dobrou
podmnozinu A. MnozZina A totiz ,vydrzi“ operovéani se svymi prvky. Takové piiklady znate napfiklad z linedrni
algebry: prvky podprostoru musi ,vydrzet* s¢itani a nasobeni skalarem, neboli podprostor musi byt uzavreny
na s¢itani a nasobeni skalarem.

Predvedeme nyni, jak Ize v tomto kontextu chéapat podmoziny mnozin. Kazda podmnozina A mnoziny X je
,dobra“. To plyne z toho, Ze mnoziny jsou presné modely jednosortové specifikace kde nespecifikujeme Zddne
operace (tim padem ani z&dné rovnice), viz specifikaci (5.5). Od modelu nechceme tedy viibec nic a proto
nechceme nic ani po podmnozinich. Velmi uziteény pohled je tento: mnoZina je ,pytel pisku“.* Pytel pisku
ovSem nemé vnitini strukturu, proto jakykoli ,kus“ tohoto pytle je opét pytlem pisku, ¢ili mnozinou.

Jina situace je, kdy zrnka pisku se slepila vlhkem do hrudek. Pytel pisku pak mé strukturu. Pokud tuto
strukturu nechceme porusit, musime z pytle odebirat pouze jednotlivé hrudky, neméame dovoleno jednotlivé
hrudky ,drobit“. V tomto pfipadé jiz tedy neni ,dobra“ kazda podmnozina. Viz také poznamku 5.5.6.

Uzavienost na operaci je specidlnim pfipadem respektovani binarni operace. Zobrazenim, ktera respektuji
binarni operace, se fikd homomorfismy grupoid.

5.3.14 Definice At (X, xx) a (Y, *y) jsou grupoidy. Zobrazeni f : X — Y je homomorfismus grupoidi
z (X, *x) do (Y, xy), pokud nésledujici diagram

XXXAYXY

*Xl i (5.9)

X——Y

komutuje, tj. pokud rovnost

flxxx y) = f(z) xy f(y)

plati pro vSechna x,y € X.
Fakt, ze f : X — Y je homomorfismus grupoidi z (X, *x) do (Y, xy) budeme znaéit

F (X, xx) — (Y, xy)

5.3.15 P¥iklad Mnozina Z celych ¢isel spolu s operaci - (ndsobeni) je grupoid. Analogicky, je grupoid i mnoZzina
Z4 spolu s operaci ®4 (nasobeni modulo 4). Zobrazeni

[7]4 . Z *>Z4

4To je technicky termin: anglicky a bag of sand.
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které kazdému celému ¢islu z ptifazuje [x]4 (zbyek modulo 4), je homomorfismus grupoida. To plyne z platnosti
rovnosti

[z - yla = [2]4 O [y]a

pro vSechna z,y € Z. To je mimochodem dtivod, pro¢ ma nasobeni modulo 4 podobné vlastnosti jako nasobeni
celych cisel.

5.3.16 Véta Identita je vzdy homomorfismus grupoidii. Slozenim dvou homomorfismii grupoidii dostaneme
opét homomorfismus grupoidii.

DUKAZ. Pfedvedeme dva diikazy: prvni ,,obvykly“ a druhy s vyuzitim komutujicich diagramt. Druhd metoda
ma obrovské vyhody, jak uvidime pozdéji.

1. Zvolme libovolny grupoid (X, *x) a zobrazeni idx : X — X, tj. pro vSechna x € X plati rovnost
id x () = x. Chceme ukézat, Ze pro vSechna z,y € X plati

idx(x*x y) = idx(x) xx idx(y)

To plyne okamzité z definice identického zobrazeni.

At f: (X, xx) — (Y, *xy) a g: (Y,xy) — (Z,%z) jsou homomorfismy grupoidi. Chceme ukizat, Ze
slozené zobrazeni h = g o f je homomorfismus grupoidd, tj., Ze pro vSechna x,y € X plati rovnost

h(z xx y) = h(x) xz h(y)
To plyne okamzité z definice skladéani funkci a z toho, Ze jak f tak g jsou homomorfismy grupoidu:

f(z*x y)) (sklddani funkef)
z)*y f(y))  (f je homomorfismus grupoidi)
)

h(z *x y) g
= g

g(f(x ) *z g(f(y)) (g je homomorfismus grupoidi)
h(z) *z h(y) (sklddani funkei)

2. Pro druhy dtikaz vyuzijeme definici homomorfismu grupoidéi pomoci komutativniho diagramu (5.9).

Zvolme libovolny grupoid (X, *x) a zobrazeni idy : X — X. Potom plati idx x idx = idxxx a proto
diagram

idxxidx

XXxX———XxX

*Xi i*x

X ; X

ZdX

komutuje — zobrazeni id x je homomorfismus grupoid.

At f : (X,xx) — (Y,*xy) a g: (Y, *y) — (Z,xz) jsou homomorfismy grupoidii. Chceme ukazat, Ze
slozené zobrazeni h = g o f je homomorfismus grupoidt. To je jednoduché: staci ,slepit* dva komutujici
diagramy:

Xx X yvay 2% 747

X 7 Y 5 A

Diagram nalevo komutuje, protoze f je homomorfismus grupoidi a diagram napravo komutuje, protoze g
je homomorfismus grupoidt.
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5.3.17 Poznamka Vsimnéte si, Zze druhy zpusob dikazu véty 5.3.16 byl opét prikladem abstraktniho vypoctu,
ovSem na urovni homomorfismi grupoidi.

Studiem morfismi (ne pouze homomorfismti grupoidi) se zabyvd matematicka disciplina zvana teorie ka-
tegorii. Kategorie je zadana svymi objekty, morfismy a pravidly skldddni. Tato data musi spliiovat prirozené
axiomy: sklddani musi byt asociativni a pro skladani musi existovat ,neutralni morfismy*.

Napftiklad kategorie Grpd vsech grupoidi je zadana takto:

1. Objekty kategorie Grpd jsou vSechny grupoidy.
2. Morfismy kategorie Grpd jsou homomorfismy grupoida.

3. Pravidla sklddani v Grpd jsou pravidla skladani funkci. (Tj. morfismy v Grpd se skladaji jako funkce.)
Identicky morfismus (tj. ,neutralni“ vzhledem ke sklddani) grupoidu (X, *x) je identické zobrazeni na
mnoziné X.

Teorie kategorii se tedy zabyva abstraktnimi vypocty velmi disledné a jako takova se stala standardni soucasti

moderni computer science. Pro detaily odkazujeme napriklad na knihu

ww M. Barr a C. Wells, Category Theory for Computing Science, Prentice Hall, 1990

gz} 5.3.18 Poznamka Diikazova technika teorie kategorii (ivahy zaloZené na komutovani diagramii) se ponékud
lisi od té, na jakou jsme zatim byli zvykli. Mohli bychom ¥ici, ze dikazy pomoci komutujicich diagramid maji
geometrickou povahu, zatimco ,obvyklé“ dikazy jsou ,linedrni“ (piSeme zleva doprava a manipulujeme pfi tom
se symboly).
Rozhodné nechceme fici, Ze ivahy zalozené na komutovani diagrami jsou lepsi nez klasické avahy. Geomet-
ricky vhled vSak muiize byt Casto uzitecny a muize piinést prekvapujici ditkaz. Porovnejte nasledujici dva dikazy
tvrzeni

Pro vSechna realna ¢isla a > 0, b > 0 plati (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.
Prvni dilkaz je linedrni, druhy geometricky:
1. Budeme postupovat nasledovné:
(a+b)? = (a+b)-(a+b)=
a-(a+b)+b-(a+b)=
= a®*+ab+ba+ b=

= a®>+2ab+0?
2. Podivejte se na nasledujici obrazek:
b ab b2
a a? ba
a b

Umite namalovat obréazek, ktery ,dokazuje“ vzorec pro (a + b)3?

5.3.19 Definice Homomorfismu grupoidi f : (X, xx) — (Y, xy) fikdme isomorfismus, pokud existuje homo-
morfismus g : (Y, *y) — (X, xx) tak, ze plati

gof=idx a fog=idy
Homomorfismu g fikdme inverse homomorfismu f.

Pokud existuje isomorfismus f z (X, xx) do (Y, xy), fikdme, ze (X, xx) a (Y, xy) jsou isomorfni.
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Dva isomorfni grupoidy se ,z abstraktniho hlediska nelisi“. Vysvétlime to na prikladu.

5.3.20 Piiklad Mnozina {f1, f4} je uzaviend na operaci o v grupoidu z tabulky (5.8), tj. méme grupoid

popsany tabulkou
o |lfi fa
fi| i fa
fall fa S

Jingm piikladem grupoidu je s¢itdni modulo 2, tj. mnozina {0, 1} vybavena operaci + podle tabulky

+10 1
00 1
10

Obé tabulky jsou aZ na ,pfejmenovani* sloupct a fadkd totozné, neboli grupoidy ({f1, fa},0) a (Z2,+) jsou
isomorfni: hledany isomorfismus je zobrazeni

fAfi, fa} — Zo
fi — 0

fa = 1
(UkaZte, Ze je to opravdu isomorfismus.)

Protoze pologrupa je specialni pripad grupoidu — vyzadujeme totiz, aby dana binarni operace byla asocia-
tivni — predpokladame, Ze homomorfismy pologrup by mély byt specidlnim pfipadem homomorfismu grupoidii.
Homomorfismus pologrup by mél respektovat dané binarni operace a navic by mél v néjakém smyslu respektovat
asociativitu binarnich operaci. Respektovani asociativniho zadkona je vsak jiz automatické:

5.3.21 Véta At (X, xx) a (Y, *y) jsou pologrupy. Pfredpokladejme, Ze zobrazeni f : X — Y je homomorfismus
grupoidi, tj. pro vSechna z,y € X plati rovnost:

flxxxy) = f(z) xy f(y)

Potom z rovnosti
xxx (Y*x z) = (x *x y) *x 2

plyne rovnost
F@) wy (FW) xv 1)) = (@) #v F)) #v £(2)

DUKAZ. Zde neni co dokazovat: protoZe asociativni zdkon plati pro jakoukoli trojici prvki v mnoziné Y, plati
pochopitelné i pro trojici f(z), f(y), f(2). |

Homomorfismy pologrup tedy definujeme stejné jako homomorfismy grupoidu:

5.3.22 Definice At (X, *x) a (Y,*y) jsou pologrupy. Zobrazeni f : X — Y je homomorfismus pologrup
2 (X, *x) do (Y, xy), pokud néasledujici diagram

XX%YY

S

X—Y

je komutativni, tj. kdyz pro kazdou dvojici z,y € X plati rovnost

flxxxy) = f(z) xv f(y)

Fakt, ze zobrazeni f : X — Y je homomorfismus pologrup z (X, xx) do (Y, *y) budeme znacit

I <X7*X> - <K*Y>
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Postupme déle a vénujme se monoidiim. Oproti pologrupé vyzadujeme v monoidu jesté existenci neutralniho
prvku. Ocekavame tedy, ze homomorfismus monoidi by mél

1. Respektovat binarni operace, tj. byt homomorfismem grupoida.
2. Respektovat asociativni zdkon. Vime, Ze to nastava automaticky.

3. Respektovat neutralni prvky. Plyne tento pozadavek z respektovani binarnich operaci? Uvidime, Ze obecné
nikoli.

5.3.23 Pfiklad Mnozina Zs spolu s operaci ndsobeni je monoid (neutralni prvek je 1). Jednoprvkovd mnozina
{0} spolu s operaci nasobeni je také monoid — neutrdlni prvek je 0. Zobrazeni

[0} — Zs
0 — 0

respektuje bindrni operace, protoze plati f(0-0) = f(0) - f(0). Toto zobrazeni f ovSem nerespektuje neutralni
prvky, protoze f(0) # 1.

5.3.24 Definice At (X, *x,ex) a (Y, xy,ey) jsou monoidy. Homomorfismus pologrup je homomorfismus mo-
noidi z (X, *x) do (Y,*y), pokud plati rovnost

flex) =ey
Fakt, ze zobrazeni f : X — Y je homomorfismus monoidt z (X, xx) do (Y, *y) budeme znacit
fi{Xoxx) — (YViry)

Dalsim krokem je definice homomorfismu grup. Zde navic k respektovani neutralnich prvku pfibude respek-
tovani inversi:

5.3.25 Definice At (X, *xx) a (Y, *y) jsou grupy. Homomorfismus monoidt je homomorfismus grup z (X, xx)
do (Y, *y), pokud pro kazdé x € X plati rovnost

_ -1
f@™) = (f(2))
Fakt, ze zobrazeni f : X — Y je homomorfismus grup z (X, xx) do (Y, *y) budeme znagcit
fo(Xoxx) — (YViry)

Nasledujici priklad ma velky vyznam v teoretické fyzice. Ukazuje, ze kazdou konecnou grupu si lze predstavit
jako mnozinu pohybt v kone¢né dimensionidlnim vektorovém prostoru.’

@ 5.3.26 Priklad Pripomenme nejprve, ze mnozina R™, n je pevné kladné pfirozené ¢islo, je vektorovy prostor
nad R dimense n. Kazdou matici M rozmérti n x n je pak mozné si prestavit jako linedrni zobrazeni:

M:R*" —R" z+— M- x

neboli jakozto pohyb v R™. Pohybem tu rozumime transformaci kanonické baze, tj. ey — M-eq, ..., e, — M-e,.
Speciélni pohyby jsou ty, kdy je matice M invertibilni (tj. requldrn?), takové pohyby jsou reversibilni.
Protoze nésobeni matic odpovidd sklddani linedrnich zobrazeni, je mozZzné si grupu RegMat, ., (R) vSech
reguldrnich matic (viz piiklad 5.3.10) predstavit jako grupu reversibilnich linedrnich transformact v R™.
Ukazeme nyni, ze kazdou grupu (X, «,e) o n prvcich je mozné v RegMat R) representovat, tj. ukdZzeme
existenci prostého homomorfismu grup

an(

r: X — RegMat,, ., (R)

tj. zobrazeni s néasledujicimi vlastnostmi:

5 Anglicky se tento vysledek jmenuje a faithful representation of finite groups.
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1. Zobrazeni r je prosté, tj. jestlize x # 2/, pak r(z) # r(a’). Intuice je nasledujici: dva rtizné prvky grupy
predstavuji dva riizné pohyby v R"”.

2. Zobrazeni r respektuje bindrni operace, tj. plati rovnost r(z x ') = r(z) - r(2’). To intuitivné znamena,
ze souc¢in v grupé X muze byt chapan jako sklddani pfislusnych pohyb.

3. Zobrazeni r respektuje neutrdlni pruky, tj. plati rovnost r(e) = E. Intuice: neutralni prvek je representovan
jako neutrélni pohyb (zistaneme na misté).

4. Zobrazeni r respektuge inverse, tj. plati, Ze matice r(x 1) je inversni k matici (). Intuice: pohyb piifazeny
prvku 27! je inversni k pohybu, ktery jsme piifadili prvku z.

Protoze grupa (X, *,e) mé& n prvki, mizeme je oindexovat ¢isly od 1 do n, tj.
X ={z1,...,2,}
Do i-tého fadku a j-tého sloupce matice r(x) zapiSeme jedni¢ku pravé tehdy, kdyz plati:
T kT, =T

Jindy zapiSeme do matice r(x) samé nuly.
Naptiklad pro grupu Zj, invertibilnich prvkt v Z,5 (viz pfiklad 5.3.10) mame Z7, = {1,5,7,11}. Jeji prvky
oindexujeme
r1=1, x9=5, x3=7 xz4=11

a prislusné matice jsou tyto (spocitejte je):

100 0 0100 0010 000 1
0100 100 0 000 1 0010
r@)=1 9 0 1 o r@) =14 o o 1 r@) =11 9 0 o r@) =191 ¢ o
000 1 0010 0100 100 0

Povsimnéte si, ze kazda z vyse uvedenych matic mé v fadcich zapsanu permutaci kanonické baze e, e, €3,
e4. To plati naprosto obecné (dokazte to) a proto mé obecné kazdd matice r(x) determinant bud +1 nebo —1.
Specidlné je kazda matice r(z) reguldrni, mame tedy zobrazeni

r: X — RegMat,, ., (R)
Ukazeme nyni pozadované vlastnosti zobrazeni 7:
1. Kdyz plati z # 2/, pak plati z x x; # 2’ x z; pro kazdé i.° Proto plati r(x) # r(z’).

2. Budeme-li matice r(z) a (') ndsobit, objevi se v soufinu v i-tém faddku a j-tém sloupci jednicka ptesné
tehdy, kdyz existuje k takové, ze plati x * x; = xj, a souasné 2’ * x; = x;. To ale pfesné znamena, Ze
plati (z x 2') * &; = z, neboli jednicku v i-tém radku a j-tém sloupci matice r(x * z’).

3. Rovnost r(e) = E je zfejma: matice r(e) ma jedni¢ky pouze na diagonéle.

4. Potiebujeme dokazat rovnost r(z~1) = r(x) . Pov§imnéme si, Ze matice r(z 1) je transponovana k matici
r(x), protoZe rovnost x x x; = x; plati pravé tehdy, kdyz plati rovnost =1 x x; = x;. Pfipomenime, Ze
kazd4 matice r(x) obsahuje v fadcich néjakou permutaci II kanonické baze ey, ..., e,. Sloupce matice
r(x~1) jsou tudiz tvoreny stejnou permutaci IT kanonické baze ey, . . ., e,. Pii poéitani soucint r(x)-r(z 1)
ar(z™!)-r(z) tudiz do polozky (i,j) vzdy ukladéme skaldrni soucin (er;) | en(j)). Protoze baze ey, ...,
en, je ortonormalni, je takovy skaldrni soucin vzdy bud 0 (kdyz II(7) # II(j)) nebo 1 (kdyz II(:) = II(j)).
ProtozZe II je permutace, plati I1(i) # II(j) pravé tehdy, kdyz i # j, a II(:) = II(j) plati pravé tehdy, kdyz
i = j. Tudi plati rovnosti r(z) - r(z~ %) = E = r(x~!) - r(x), a to jsme chtéli dokazat.

6Tuto vlastnost jsme pouzivali pfi diikazu Fermatovy véty. Znamena to, ze mizete Fermatovu vétu zobecnit pro koneéné grupy?
Pokuste se o to! Viz cviceni 5.7.12.
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5.4 Vice operaci na jedné mnoziné

5.4.1 Definice Finitarni typ Q) je spocetna posloupnost navzajem disjunktnich mnozin Qg, Q1,.... Prvkim
mnoziny §2,, fikdme formdilni n-drni operace.

Formalni operace budou v jednotlivych algebrach interpretovina jako jista zobrazeni. Napiiklad forméalni
binéarni operace (tj. operace arity 2) bude interpretovana jako bindrni operace na mnoziné. Kazda bindrni operace
na mnoziné X je zobrazeni z X x X do X. Mohli bychom fici, Ze binarni operace je definovana na druhé mocniné
mnoziny X. Obecné pro n > 0 definujeme

X% = 1 kde 1 je pevné zvolens jednoprvkova mnozina
X o= X x X"

MnozZina X° m4 tedy jediny prvek, prvky mnoziny X", pro n > 0, jsou usporddané n-tice prvké mnoziny X.
Toto exponencialni znaceni nyni rozsifime i na znaceni pro zobrazeni: pro zobrazeni f : X — Y je

o X% —vy°
identické zobrazeni na mnoziné 1 a pro n > 0 je
fn XN L,y
zobrazeni, které usporadanou n-tici (x1,...,x,) € X™ posle na uspofadanou n-tici (f(a;l), ceey f(xn)) eyn.
5.4.2 Definice Af Q je finitarni typ. Algebra X typu € je mnozina X spolu s kolekci zobrazeni
wx: X" — X pro vSechna n > 0 a vSechna w € Q,,

Mnoziné X fikdme nosnd mnoZina algebry X a zobrazeni wx nazveme interpretace formdlni operace w v algebre
X.
Jsou-li X a Y algebry typu Q s nosnymi mnozinami X a Y, potom zobrazeni

f: X —Y
nazveme homomorfismus algeber typu 2, pokud nésledujici diagram

m

Xn > Y’I’L

X——Y
je komutativni pro vSechna n > 0 a vSechna w € Q,,.
V ptipadé n = 0 to znamena, Ze pro vSechna w € Qg plati rovnost
f(wx) =wy (f respektuje vSechny konstanty)
a v piipadé n > 0 to znamend, Ze pro vSechna w € ,, a vSechna x4, ..., z, plati rovnost
f(wx(xl, . ,a:n)) = wy (f(xl), cel f(xn)) (f respektuje vSechny n-arni operace)

Nyni zavedeme pojem isomorfismu pro obecné algebry. Zhruba feceno, dvé algebry jsou isomorfni, kdyz se
lis1 pouze jmény svych prvki. Definici napiSeme kategoriadlné, porovnejte ji s definici 5.3.19.

5.4.3 Definice At X a Y jsou algebry typu €. Rekneme, Ze homomorfismus f : X — Y je isomorfismus, kdyz
existuje homomorfismus g : Y — X takovy, Ze diagram

X I,
komutuje.

Algebry X, Y nazveme isomorfni, pokud existuje isomorfismus f : X — Y.

Y

N\

X?Y
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Jako dalsi priklad aplikace kategorialni techniky dokazeme nésledujici jednoduché tvrzeni:

5.4.4 Lemma SloZeni dvou isomorfismi je isomorfismus.

DOkAz. A f: X — Y ag:Y — Z jsou isomorfismy. Podivejte se na nasledujici komutativni diagram:

XHYHZ

ANAN

XHYHZ

5.4.5 Pfiklad (Grupoidy)
Grupoidy jsou algebry typu 2, ktery specifikuje pouze jednu formalni bindrni operaci x (ta bude v grupoidu
interpretovdna jako ,nésobeni“). Typ Q je tedy

Q={x} Q,=0pron+#2

Algebry typu Q jsou pfesné grupoidy a homomorfismy algeber typu Q jsou pfesné homomorfismy grupoidi.
Povsimnéme si, ze pologrupy jsou algebry stejného typu jako grupoidy. V pologrupé vSak navic vyzadujeme
platnost rovnosti pro asociativni zakon.

5.4.6 Priklad (Grupy)

Grupy jsou algebry typu Q, ktery specifikuje jednu formélni binarni operaci * (ta bude v grupé interpretovina
jako ,nasobeni“), jednu formdlni 0-arni operaci e (ta bude v grupé interpretoviana jako neutrélni prvek) a jednu
formalni unarni operaci (—)~! (ta bude v grupé interpretovana jako operace inverse). Typ © je tedy

Qo={e} U={)" Q={} Q=0pron>2

Algebra typu 2 vSak jesté nemusi byt grupa. Chceme, aby vSechny specifikované operace spliiovaly vSechny
rovnosti z definice grupy.

5.4.7 P¥iklad (Svazy)
Dalsim piikladem finitdrniho typu je posloupnost mnozin Qg, Q1,..., kde Q3 = {A,V} a Q, = () pro viechna
n # 2. Tento finitarni typ tedy specifikuje pouze dvé formélni bindrni operace: A (budeme ji fikat prisek) a v
(této operaci budeme Fikat spojent).

Algebra X typu  je tedy mnozina X vybavend dvojici binarnich operaci

AN : X XX —X a Vx: XxX—X

V dalsim budeme index X u Ax a Vx vynechédvat. Algebra typu Q je tedy trojice (X, A, V).
Algebie (X, A, V) typu 2 budeme fikat svaz, pokud tyto operace spliiuji pro vSechna x,y, 2 € X néasledujici
sadu rovnosti:
1.  Komutativita A\: x Ny =y N x.
2. Asociativita \: x AN (yAz)=(xAy) Az
3. Idempotence \: x ANz = x.
4. Absorpce \: xV (x ANy) = x.

Komutativita V: zVy =1y V x.
Asociativita V: zV (yVz) = (xVy)Vz
Idempotence V: x V x = .

Absorpce V: z A (x Vy) = .

X N oo

Vice si o svazech povime v odstavci 6.1.

5.4.8 Poznamka V dal$im odstavci budeme obecné studovat rovnice. Jiz nyni bychom vsak méli mit vyvinuty
cit pro definici homomorfismu: homomorfismus musi respektovat vSechny specifikované operace, respektovani
rovnosti pak bude automatické. (Srovnejte s vétou 5.3.21.)
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5.5 Volné algebry a rovnice

Jsme jiz nyni blizko k tomu, abychom byli schopni Fici, co je (jednosortova) algebraicka specifikace. Pojem
finitarniho typu zachycuje myslenku specifikace operaci. Nyni vysvétlime, jak popsat specifikaci rovnic. Zacneme
prikladem specifikace rovnice pro asociativni zdkon.

5.5.1 Pfiklad V tomto piikladu popiSeme alternativni zpisob vyjadieni rovnosti asociativity. Budeme po-
stupovat podobné jako pri definici typu. Typ je specifikaci nejriznéjsich formdlnich operaci, které jsou pak
interpretovdany jako konkrétni zobrazeni. Chceme-li specifikovat ,formalni rovnici“, mizeme nejprve specifiko-
vat formalni pravou a levou stranu rovnice, potom je interpretovat a vyzadovat rovnost.

Af Q je typ grupoidi. Tento typ obsahuje jedinou formélni bindrni operaci * — viz 5.4.5. Zvolme pevnou
algebru typu (2. Pro vétsi nazornost si predstavme, Ze volime napfiklad grupoid Zs, kde formalni operace * je
interpretovana jako s¢itani modulo 5.

Asociativni zakon pro s¢itdni modulo 5 znamend, ze pro vSechny prvky x,y, z € Zs plati rovnost

P+ (y+2) = (@ +y) +2

Prvky x, y a z tu hraji roli proménnych, které probihaji celou mnozinu Zs. Uspoiadané trojice prvka Zs ale
presné odpovidaji zobrazenim z pevné t¥iprvkové mnoziny V' do Zs. Oznacme prvky této pevné mnoziny V' jako
V1, V2, Vs.

1. Jestlize x, y a z jsou prvky v Zs, potom lze sestrojit toto zobrazeni

p:V — Zs
V1 = x
v =Y

vy =z

2. Obréacené, zobrazeni p : V. — Zs urcuje trojici prvki Zs: totiz p(v1), p(v2) a p(vs).

V dalsim budeme prvkim mnoziny V fikat formdini proménné a funkci p : V. — Zjg interpretace formdlnich
proménnych v Zs.

Formélni leva strana asociativniho zdkona — sice x 4+ (y + z) — potom je vy * (ve * v3). VSimnéme si, Ze
jsme zésadné pouzivali formalni proménné i formélni operace. Podobné, formalni prava strana rovnice — sice
(x4+y)+ 2z —je (v1 x v2) * v3.

Jak budeme interpretovat napfiklad formalni levou stranu? To zaridi interpretace formalnich proménnych.
Vezméme napiiklad tuto interpretaci:

p:V — Zs
V1 — 0
Vo = 2
v +— 3
Potom v * (v2 * v3) je interpretovano jako 0 + (2 + 3) a (v * v2) * vz je interpretovano jako (0 + 2) + 3.

Interpretovali jsme tedy jak formalni proménné, tak formalni operace. ProtoZe interpretace levé i pravé strany
jsou si rovny, ukazali jsme, Zze v Zs plati

0+(2+43)=(0+2)+3

Chceme-li nyni vyjadrit, ze podobna rovnost plati pro vSechny mozné trojice prvkia v Zs, staci pozadovat, aby
se leva strana rovnala pravé strané pii kaZde interpretaci formdlnich proménnych, viz definice 5.5.4.

Pojem rovnice ted definujeme obecné.

5.5.2 Definice Af V je pevnd mnozina a {2 je finitarni typ. Mnoziné V' budeme v tomto kontextu fikat mnozina
formdlnich proménnych.
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Je-li X algebra typu 2 s nosnou mnozinou X, potom interpretace formdlnich promeénngch v algebre X je
jakékoli zobrazeni

p:V—X
Mnozina To(V) termi typu 2 nad mnoZinou V je definovana induktivné” podle nasledujicich pravidel:

1. Je-liv € V, potom v € To(V).

Jinymi slovy: kazda forméalni proménna je term.

2. Je-li w € Qg, potom w € To(V).

Neboli: kazdéa formélni konstanta je term.

3. Je-lin>0,jeli we Qp ajsoulity,...,t, prvky To(V), potom w(ty,...,t,) je prvek mnoziny T (V).

To znamena: ,aplikaci“ formalni n-arni operace na n-tici termu vznika opét term.

Formdlni rovnice v proménnych V' je zéapis
YV. tl ~ tz

kde 1 a to jsou prvky Ta(V).

Af X je ngjaka algebra typu Q s nosnou mnozinou X. Uvédomme si, Ze induktivni zadédni mnoziny T (V)
dovoluje definovat rozsireni zobrazeni p : V — X na zobrazeni pf : To(V) — X. Pochopitelné, toto rozsifeni
bude definovano rekursivné.

Definujeme:

1. p*(v) = p(v), pro viechna v € V.
2. pf(w) = wy, pro viechna w € Q.

3. Je-llin>0,jeliweQ, ajsoulity, ..., t, prvky To(V), potom
pﬁ (W(tla s 7tn)) = WX(pﬁ(tl)a s 7pﬁ(tn))

Nyni jsme na stopé universalni vlastnosti, kterou splituje mnozina termi. Nejprve si v§imnéme, ze To(V) je
(velmi pfirozenym zptisobem) nosnd mnozina algebry T (V) typu Q. UkdZzeme, jak jsou formdlni operace typu
Q) interpretovany v mnoziné T (V):
1. Kazda formélni konstanta w € Q je interpretovana jako term w € T (V).
2. Kazd4 formalni operace w € €2,,, n > 0, je interpretovana jako zobrazeni
(JJTQ(V) : TQ(V)” — TQ(V)
které n-tici termt ¢1, ..., t, v Tq(V) zobrazi na term w(tq,...,t,).

Vyse zminéné rozsiteni p* : To(V) — X je pak homomorfismus algeber typu Q z Tq(V) do X. Opravdu:
zobrazeni p? respektuje:

1. Kazdou konstantu, protoze pro viechna w € Qq plati rovnost p*(w) = wx.

2. Kazdou operaci arity n > 0, protoze pro vSechny w € £2,, plati rovnost
P (@ra) (b 1)) = w (0 (1), (t))

Toto rozsifeni p* je navic jediné mozné — zobrazeni p : V' — X nelze na homomorfismus rozifit jinak nez
jako zobrazeni p* : To(V) — X.

TInduktivné zadané mnoziny jsou definovany obecné v odstavci 1.4.
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Nevidéli jsme to jiz nékde? Nakresleme komutativni diagram:

kde jsme jako (—) : V — T(V) oznadili zobrazeni, které kazdou proménnou chépe jako term.
Ano, to je pfesné to, co jsme vidéli p¥i tvahach o modelu ¥* specifikace LIST popsané v (5.1).

5.5.3 Definice Af ) je finitarni typ a at I je algebra typu Q s nosnou mnozinou F. Af V je jakédkoli mnozina
(,proménnych“). Rekneme, Ze zobrazeni (—)y : V — F predklddd F jako volnou algebru typu Q nad V, kdyz
plati:

Pro jakoukoli algebru X typu Q s nosnou mnoZinou X a pro jakékoli zobrazeni p : V' — X (, interpretace
proménnych“) existuje pravé jedno zobrazeni p? : F — X které je homomorfismus algeber typu § a pro
které diagram

X

komutuje.

Zobrazeni (—) : V. — T (V) tedy predkladé algebru termt Ty () jako volnou algebru typu Q nad V. Tuto
vlastnost nyni vyuZijeme k definici spliiovani rovnice.

5.5.4 Definice Rekneme, Ze algebra X typu € s nosnou mnozinou X spliuje formdini rovnici VV. 4, = to, kdyz
plati rovnost pf(t1) = p*(t2) pro viechna p: V — X.
Tento fakt zna¢ime X = VV. ¢ = to.

Vime, ze algebra termt Tq (V') je volna mezi vsems algebrami typu Q. Nyni naznac¢ime, jak sestrojit algebru
volnou mezi algebrami, které spliiuji jednu formdlni rovnici. Takovou algebru zkonstruujeme z algebry termu
tak, Ze si platnost oné formalni rovnice vynutime: v algebfe termu prosté ,slepime* dohromady pravou a levou
stranu dané formalni rovnice. Nicméné jak uvidime, slepeni pravé a levé strany miize mit za nasledek slepeni
celé fady dalsich véci. Chceme totiz, aby vyslednd mnozina byla opét algebra.

Zacnéme s formélni rovnici VV. ¢t =~ t5. Co znamena slepit termy ¢; a t27 Ur¢ité budeme pozadovat skutecnou
rovnost obou termil. Nicméné kdyz tyto sob& rovné termy dosadime jako argumenty néjaké (napiiklad) unérni
operace w, musi si vysledné termy w(t1) a w(t2) byt opét rovny. Podobné pro (napftiklad) bindrni operaci 7
bychom méli slepit napfiklad termy 7(t1,t1) a 7(t1,t2). A tak dale. Vysledkem takové rekursivni definice je
pak binarni relace na mnoziné termi To(V'), kterd je relace ekvivalence a ktera respektuje vSechny operace.
Takovym relacim (na obecnych algebrach) fikdme kongruence a nyni je definujeme obecné.

5.5.5 Definice Af X algebra typu 2. nad mnoZinou proménnych V. Kongruence R na X je relace ekvivalence
na nosné mnoziné X algebry X, kterad respektuje strukturu X, tj. pro kterou plati:

jestlize w € Q,, je formalni operace a jestlize 1, ..., x,, @}, ..., 2, jsou prvky X, pro které plati 1 R 7,
.oy &y Rl pak plati wx(z1,...,2,) Rwx(2],...,2)).

@ 5.5.6 Poznamka Kongruence je navodem, jak prvky algebry ,slepit* tak, aby vysledkem byla opét algebra.
Slepovani prvk mnoziny pomoci relace ekvivalence bylo popsano v poznamce 2.2.5. U algeber ovsem cekame,
ze ne kazdé slepovani je ,dobré“. Opét pomtze pohled pytla pisku, viz poznamku 5.3.13.
Pokud si pfedstavime nasi algebru jako pytel pisku, kde se zrnka slepila do hrudek tvaru krychle (stejné
velikosti), pak rozhodné naptiklad slepenim dvou hrudek do jedné nevznikne hrudka tvaru krychle. Aby vznikla
algebra, jsme donuceni slepovat hrudky do krychli po osmicich.

,Dobrost* kongruenci ukazuje nasledujici véta: nosnou mnozinu mizeme podle kongruence ,slepit“ a na
prislusné faktorové mnoziné pak pfirozenym zpusobem vznika struktura algebry.
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5.5.7 Vé&ta At R je kongruence na algebre X typu Q. Potom lze na mnoziné X/R vytvofit faktorovou algebru
X/R, kdyZ pro kazdou formalni operaci w € Q,, definujeme

wx/r([Z1]Rs - - -, [Tn]R) = [wx(21,. .., 20)]R

kde jsme, pro x € X, oznadili jako [z|r tfidu kongruence urdenou representantem x, tj. [z]gp = {2’ € X |
r Ra'}.8

DUKAz. Protoze plati X/R = {[z]r | = € X}, stacl ukdzat, Ze jsme skuteéné, pro kazdé w € €, definovali
zobrazeni

wx/r: (X/R)" — X/R
To ale plyne okamzité z definice kongruence: jestlize plati

[#1]r = [21]R, -, [2alr = [23]R
pak plati
[wx(xl, e ,xn)]R = [wx(xl, . ,xn)]R

Definice operaci na faktorové mnoziné tedy nezavisi na vybéru representantii, a to jsme potfebovali ukazat. B

Predchozi véta vypada velmi abstraktné. Faktorové algebry jsme vSak uz vidéli a umime s nimi pracovat:

5.5.8 Priklad Ptipomenme, ze (Z,+,-,0,1) je komutativni okruh s jednotkou (viz ptiklady 2.3.16) a relace
kongruence modulo m je kongruence na tomto okruhu ve smyslu definice 5.5.5 (to tvrdi tvrzeni 2.3.3). Podle
predchozi véty proto muZzeme utvorit faktorovou algebru. Tato algebra neni nic jiného nez komutativni okruh
s jednotkou znaceny Z,,.

Speciélng, pro kazdou kongruenci R na algebie Tq(V) termti nad V' méme k dispozici faktorovou algebru
To(V)/R. Navic plati: pokud je term ¢ kongruentni s termem t’, pak v algebfe Tq(V)/R plati [t]r = [t'|r- To
je presné to, co potfebujeme k vynucovani forméalnich rovnic.

Vezméme nyni forméalni rovnici VV. t; = t5 a nejprve vytvorme nejmensi kongruenci R, ktera obsahuje dvojici
(t1,t2) a potom vytvoime algebru Tq(V)/R spolu se zobrazenim [—]g : V — Tq(V)/R (které kazdé formalni
proméné v prifadi t¥idu ekvivalence [v]g). Potom zobrazeni [—]|g : V — Tq(V)/R predklada To(V)/R jako
volnou algebru mezi vSemi algebrami spliujicimi formalni rovnici VV. 1 ~ t5.

5.5.9 Poznamka Vznikd otazka, jestli mizeme vZdy najit nejmensi kongruenci, ktera slepuje termy t; a ts.
Odpovéd je kladnd a dokonce je snadné tuto kongruenci induktivné zadat (srovnejte s piikladem 2.3.6). Sada
pravidel?

tRt tRt t' Rt
s () (t)

LRt © TrRe ") YRt tRt"

induktivné zadéva nejmensi ekvivalenci (pravidla (r), (s), (¢) zarucuji po fadé reflexivitu, symetrii a transitivitu),
ktera slepuje ¢; a to (to zarucuje pravidlo (e)). Déle, pro kazdé w € ,,, pfiddme pravidlo
t1 Rtll,...,tn Rt%
W(t1, ..oy tn) Rw(ty,...,t)

(w)
které z R vytvari kongruenci.

Zacinadme-li s mnozinou formalnich rovnic E, postupujeme podobné jako v pfipadu rovnice jediné. Sestrojime
nejmensi kongruenci R, kterd obsahuje vSechny dvojice termtl, které si maji byt rovny. Algebra To(V)/R je
pak volnd nad mnozinou V mezi vSemi algebrami, které spliiuji vSechny forméalni rovnice z mnoZiny E (viz
cviceni 5.7.19).

8Tj. [z] r je mnozina bodt z’ ,slepenych® s bodem z. Srovnejte se znacenim t¥id modulo [c]., z definice 2.3.4 a s poznamkou 2.2.5.
9Namitnete, ze v odstavci 1.4 jsou induktivni definice zavedeny pouze pro mnoziny slov nad koneénou abecedou. Jednoduchou
modifikaci ivah z odstavce 1.4 vSsak muzeme notaci odvozovacich pravidel pouzit pro nas priklad. Pokuste se o to.
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5.5.10 Poznamka Prfistup k volnym algebram, ktery jsme zvolili, je pfistupem klasické universalni algebry.
Daleko obecnéjsi (a vice koncepéni) pfistup k volngm objektiim davé teorie kategorii. Jde o pojem adjungovangch
funktori.'® Odkazujeme na knihu

= M. Barr a C. Wells, Category Theory for Computing Science, Prentice Hall, 1990

5.6 Aplikace — inicialni sémantika algebraickych specifikaci

V odstavci 5.1 jsme uvedli pfiklady algebraickych specifikaci. Vidéli jsme, Ze pro danou specifikaci obecné
existuje cela fada modeld, nékteré z nich dost bizarni. Teorie vybudovana v této kapitole ndm nyni umozni
presné definovat (rovnicovou) algebraickou specifikaci a Fici, ktery jeji model je ten ,nejlepsi“. ProtoZe zatim
nemame k dispozici obecnou vicesortovou teorii, omezime se na jednosortovy pfipad. Vice sortami se budeme
zabyvat v odstavci 6.4.

V jednosortovém piipadé nemusime sorty specifikovat — studujeme jedinou sortu. Specifikace by se méla
sestavat z konecného seznamu operaci a koneéného seznamu rovnic. K tomu se pfesné hodi pojmy finitarniho
typu a formalnich rovnic, které jsme zavedli v pFedchozich odstavcich. Pojem finitdrniho typu (definice 5.4.1) je
vsak prili§ obecny: dovoluje nam specifikovat nekonecné mnoho finitarnich operaci. Proto zavedeme nasledujici
pojem:

5.6.1 Definice Rekneme, Ze finitarni typ Q je silné finitdrni, kdyz obsahuje pouze koneéné mnoho neprazdnych
kone¢nych mnozin €,,.

V silné finitarnim typu tedy specifikujeme pouze konecné mnoho finitarnich operaci. To nam dovoli obecné
Fici, co je rovnicova algebraicka specifikace:

5.6.2 Definice Jednosortova rovnicovd algebraickd specifikace je dvojice S = (2, E), kde Q je silné finitdrni
typ a E je konefna mnozina formalnich rovnic.

Pro specifikaci § = (Q, E) definujeme jeji zamgsleny model: jde o algebru typu €, kterd je volnd nad
prazdnou mnozinou mezi vSemi algebrami spliiujicimi vSechny formalni rovnice z mnoziny E. Této algebre
ikdme inicidlni sémantika'! algebraické specifikace S = (2, E). Inicialni sémantika vystihuje piesné doktrinu
no-junk-no-confusion:

1. No junk znamend, Ze nezavadime zadné zbytecné symboly. Proto si jako mnozinu proménnych volime
prazdnou mnozinu.

2. No confusion znamena, Ze slepujeme pouze ty véci, které slepit musime. ProtoZe slepovani se v algebrach
déje pomoci kongruenci, vyzadujeme po kongruenci, aby byla nejmensi z téch kongruenci, které vynucuji
platnost vSech formélnich rovnic z mnoziny E.

Podivejme se opét na specifikaci seznami:

1 spec LIST is

2 sorts: list

3 operations: nil: --> list;

4 _#_:list,list --> list

5 variables: x,y,z:list (5.10)
6 equations: x#nil=x;

7 nil#x=x;

8 x# (y#z) = (x#y) #z

9 endspec

Modely této specifikace jsou presné monoidy, viz definice 5.3.6.

Inicidlni sémantika této specifikace je volna algebra nad prazdnou mnozinou proménnych. Tato algebra
obsahuje tridy ekvivalence termi, které mizeme vytvorit: nil#nil, nil#(nil#nil), (nil#nil)#nil a tak
dale. Ovsem napiiklad termy nil#(nil#nil) a (nil#nil)#nil jsou diky asociativité ztotoznény. Stejné tak,

10 Anglicky adjoint functors.
11 Algebram, volnym nad prazdnou mnozinou proménnych, se ¥ka inicidini, odtud terminologie.
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diky rovnostem pro neutralitu, jsou ztotoznény termy nil#(nil#nil) a nil. Je snadné zjistit, ze zamysleny
model obsahuje pouze jeden prvek, sice tfidu ekvivalence prvku nil — préazdny seznam!

Znamené to, Ze specifikace LIST je nespravna? Ne. Kdyz si znovu precteme specifikaci LIST, zjistime, Ze
jsme pouze specifikovali, jak zfetézovat prazdny seznam. O néco lepsi specifikace by byla takova, kde fekneme,
Ze chceme zietézovat prazdny seznam a dva konkrétni (pevné zadané) seznamy. Ve specifikaci LIST_2 si jako
jména téchto seznami zvolime al a a2:

1 spec LIST_2 is

2 sorts: list

3 operations: nil: --> list;

4 al: —--> list;

5 a2: --> list;

6 _#_:1ist,list --> list (5.11)
7 variables: x,y,z:list

8 equations: x#nil=x;

9 nil#x=x;

10 x#t (y#z) = (x#ty) #z

11 endspec

Podstatny rozdil se odehrava na fadcich 4 a 5: specifikovali jsme dvé nové konstanty. Inicidlni sémantika
specifikace LIST_2 obsahuje nasledujici prvky (diky asociativité nezdvorkujeme): nil, al, a2, al#al, a2#a2,
al#a2, a2#al, al#al#al, al#al#a2, al#a2#al, al#a2#a2, a2#al#tal, a2#al#a2, a2#a2#al, a2#a2#a2, a tak
dale.

5.6.3 Poznamka Mezi inicialitou a volnosti je jesté jedna souvislost. Vidéli jsme, Ze zobrazeni (—) : ¥ — X*
predkladd X* jako volny monoid nad mnozinou X. Proto inicidlni monoid (tj. volny monoid nad prézdnou
mnozinou) obsahuje jediny prvek, sice ,prazdny seznam*. Vidéli jsme také, ze kdyZ prvky mnoziny ¥ zavedeme
jako nové konstanty, je pfislusnd inicidlni algebra isomorfni volnému monoidu nad X. To je specidlni piipad
obecného faktu:

At Q je finitdrni typ a at V je mnozina (formélnich proménnych), disjunktni s mnozinou formalnich
konstant. Definujte Qy jako finitarni typ

QUV, Q1,0 ...

(typ Qv tedy vznika z typu  priddnim kazdé formalni proménné do mnoziny novych formélnich konstant).
Pak volna algebra typu Q2 nad V' je isomorfni s inicialni algebrou typu €y .

5.6.4 Poznamka Jisté jste si vSimli, Zze tzkostlivé mluvime a rovnicovijch specifikacich. Rovnice vSak ¢asto
k vyjadfeni toho, co chceme Fici, nemusi stac¢it. Naptiklad v definici télesa (definice 2.3.17) tvrdime néco, co
bychom mohli nazvat implikact:

jestlize a # 0, pak existuje a~!.

Veskerou techniku k zavedeni pojmu formdlni implikace jsme jiz vybudovali. Pfesto se formalnim implikacim
nebudeme vénovat, protoZe by si to vyzadovalo zavedeni dalsich technickych pojmit. Odkazujeme na knihu

w W. Wechler, Universal Algebra for Computer Scientists, Springer-Verlag, Berlin, 1992

5.7 Cviceni

5.7.1 Cviceni Napiste (rovnicovou) algebraickou specifikaci okruhu. Modely této specifikace by mély byt presné
okruhy.

Pokuste se Fici, co jsou ,pfirozena“ zobrazeni mezi dvéma okruhy. Vidéli jste jiz pfiklady takovych zobrazeni?
(Prectéte si pfipadné pozndmku 4.3.5.)

5.7.2 Cviceni Modelum specifikace STACK fikejme zasobniky. Pokuste se Fici, co je ,,pfirozené“ zobrazeni mezi
dvéma zasobniky.
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5.7.3 Cviceni Specifikujte vektorové prostory nad pevnym (koneénym) t&lesem GF(p") (viz definice 4.4.9).
(Vysledna specifikace by méla byt vicesortova. Jaké sorty budete potiebovat?) Modely této specifikace by mély
byt presné vektorové prostory nad GF(p™). Co jsou ,piirozend“ zobrazeni mezi vektorovymi prostory nad
GF(p")?

5.7.4 Cviceni Ke specifikaci BINARY pfidejte rovnice, které odpovidaji vlastnostem bindrni operace z defi-
nice 5.3.3. Vysledné specifikace nazvéte ASSOCIATIVE, COMMUTATIVE, LEFT_NEUTRAL, RIGHT_NEUTRAL a NEUTRAL.

5.7.5 Cvic¢eni Jak pozname existenci neutralniho prvku z tabulky bindrni operace? Jak pozndme existenci
inverse? Jak pozname komutativitu?

Pozor! Asociativita se z tabulky poznava tézko. (Viz také cviceni 5.7.6.) Pokud to jde, dopliite nésledujici
tabulku tak, aby vysledna binarni operace byla asociativni.

I

N | oF
W N | =
N VRN
W w wi|w
N

5.7.6 Cviceni At (X, ) je grupoid. Pro kazdé a € X definujte dvé binarni operace:
zey=xx(axy) rzuy=(zx*a)xy
a a

Dokazte, ze * je asociativni operace prave tehdy, kdyz jsou operace e a » stejné pro vsechna a € X.
a a

Na zékladé vyse uvedeného navrhnéte algoritmus, ktery zjisti asociativitu operace x zadané tabulkou. (Navod:
promyslete, jak vypadd napiiklad tabulka operace o.) Dokazte totalni korektnost tohoto algoritmu.
a

5.7.7 Cviceni Na mnoziné realnych ¢isel R je definovana bindrni operace * nasledovné:
rxy=x+y+2’y
Ukazte, ze plati:
1. Operace x méa neutralni prvek e.

2. Pro kazdé = existuje pravé jedno y tak, ze z x y = e. Tomuto jednoznacné uréenému y fikdme pravd
inverse k x.

3. Existuje x tak, ze rovnost y x x = e neplati pro zadné y. To znamena, Ze levd inverse k x obecné neexistuje.

5.7.8 Cvideni '? At (X, ) je pologrupa. Pfedpoklddejte, Ze existuje pravy neutralni prvek e, a Ze pro kazdé
x existuje pravé jedna pravd inverse xz, (tj. plati © x z, = e,). Ukazte, Ze potom (X, *) musi byt grupa.
Postupujte nasledovné:

1. Ukazte, Zze pro vSechna z,y,a € X plati: jestlize z x a = y * a, potom z = y. (Tj. v (X,*) lze krdtit
zprava.)

2. Ukarte, Ze e, je levy neutrdlni prvek, tj. pro vSechna x € X plati e, x © = z. (Navod: ukazte, Ze pro kazdé
x € X plati (e, x ) * . = © x x,. K tomu budete potiebovat asociativitu.)

3. Ukazte, Zze z, je leva inverse k x, tj. plati z, x © = e,. (Névod: ukazte, Zze pro kazdé z € X plati
(zy * ) * T, = e, x x,. Zde opét vyuZijte asociativitu.)

Co lze tedy usoudit o grupoidu z piikladu 5.7.77

I2Porovnejte toto cvideni s vétou 5.3.8: toto cvideni ukazuje, ze na grupu se miizeme divat jako na pologrupu (tj. pouze ,rozumné“
nasobeni, kde pfedem neméme zarucenu existenci neutralniho prvku), kde existuje pravy neutrdini prvek e, a kde umime jedno-
znacné tesit pouze linedrni rovnice tvaru a * x = e,. Ze vSech axiomu pro grupu tak lze fici ,pulku“. Takova redukce pozadovanych
rovnic mé ¢asto dilezité praktické disledky — jisté nechceme, aby nase specifikace byla zbyte¢né dlouhé.
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150 Kapitola 5. Abstraktni vypocty

5.7.9 Cvieni Oznadte jako [M, M] mnozinu v8ech funkei z mnoziny M do mnoziny M.

1. Ukazte, ze [M, M] spolu s operaci skladani funkci o tvofi monoid.

2. Ukazte, ze mnozina M maé alesponi dva prvky pravé tehdy, kdyZz operace o na [M, M] neni komutativni.

3. Charakterisujte vSechny prvky f z [M, M] (tj. vSechny funkce f : M — M) takové, Ze plati rovnost
fog= f pro vSechny g z [M, M].
Takovym prvkiim f se v obecném monoidu fika levé nuly — chovaji se totiz pii ,ndsobeni® zleva jako
nula.

4. Ukazte, ze pokud obecnd grupa (X, *, e) obsahuje levou nulu, potom je mnozina X jednoprvkova. Navod:
oznacte levou nulu jako f a ukazte nejprve, ze e = f. Potom ukazte, ze pro vsechna z € X plati x = e.

Odvodte z toho, ze je-li M alespoii dvouprvkovd mnozina, potom ([M, M], o) neni grupa.

5.7.10 Cviéeni At (X, ) je pologrupa. Rekneme, Ze prvky a,b € X spolu komutuji, pokud plati rovnost
a x b =bx a. Ukazte, ze plati:

Jestlize a komutuje s x i y, potom a komutuje s z x y.

5.7.11 Cviceni V tomto cviceni zobecnite piiklad 5.3.10. Af (X, *,e) je monoid. Oznaéte jako X* mnoZinu
invertibilnich prvk X a ukazte, ze X* je grupa.

5.7.12 Cviceni Nésledujici vysledek je zobecnénim malé Fermatovy véty 3.4.7 a Eulerovy véty 3.4.13 ze Z,
na konecné grupy.

At (X, *,e) je koneénd grupa majici n prvki. Ozna¢me x" soucin n ¢initeld x. Pak plati ™ = e.

Dokazte tuto vétu. Navod: inspirujte se dikazem véty 3.4.13. Vysvétlete, jak z této véty plyne plyne Eulerova
véta.

5.7.13 Cvicéeni V tomto cviceni ukdzeme, ze grupy jsou modely specifikace prace se zlomky.

1. At (X, %, e, (—)71) je grupa. Definujte x/y jako x x y~*.

(a) Dokazte, ze (X, /) je grupoid.
(b) Dokazte, Ze pro vSechna z,y,z € X plati nésledujici ¢ty¥i rovnice:
i xz/xz=e,
ii. /e =z,
iii. e/(z/y) = y/z,
iv. (x/2)/(y/z) = x/y.

Dokazte, Ze jestlize * je komutativni, pak pro vSechna x,y € X plati rovnice (z x y)/z = y.

2. At (X, /) je grupoid, ve kterém existuje prvek e € X tak, Ze plati rovnosti i.—iv. Definujte = * y jako
x/(e/y). Dokazte, ze (X, *) je grupa. Postupujte pfitom podle nésledujicich kroki:
(a) Ukazte, Ze x je opravdu binarni operace na mnoziné X.
(b) Dokazte, Ze e je neutralni prvek operace .
(c) Definujte 2! jako e/x a dokazte, ze x~! je inverse = vzhledem k «.
(d) K dikazu asociativity x dokazte nejdiive, Ze pro vSechna x,y, 2 € X plati nasledujicich pét podmi-
nek:
v. (zx2)/(y*2)=a/y,
vi. (x/z) x (2/y) = z/y,
vii. jestlize z/y = e, pak z =y,
viii. jestlize x/z = y/z, pak z =y,
ix. (z*xy)/y=uw.
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Nyni dokazte rovnost
(@ x (y*2)/(yxz)=((xxy)x2))/(y*2)

a z ni odvodte rovnici asociativity z x (y x z) = (z x y) * 2.

Dokazte, ze pokud pro vSechna z,y € X plati rovnost (x * y)/xz = y, pak je operace * komutativni.
(Navod: dokazte, Ze z rovnosti (z x y)/x = y plyne (z * y)/(y x ©) = e. Pak pouZijte vii.)

Napiste specifikaci zlomkt FRACTIONS.

5.7.14 Cviceni Na mnoziné P = {1,2,3,4,5} je zaddna binarni operace * nésledujici tabulkou:

W N W N

T W N |
NGO CRNNGIIC | O
ORI NGNJU NCRIN N | ¢
W N W N
B N R wf| ot

Dokazte, ze grupoid (P, *) neni grupa. Dokazte, Ze existuje mnoZina A C P tak, Ze A je uzaviend na operaci x
a (A, *) je grupa.

5.7.15 Cviceni Dejte ptiklad grupoidi (X, xx), (Y, *y) a zobrazeni f : X — Y, které neni homomorfismem
grupoid.

5.7.16 Cviceni Dokazte, ze (R, +) (realna ¢isla s operaci séitéani) a ((0, +00),-) (kladnd realnd ¢isla s operaci
nasobeni) jsou grupy. Dokazte, Ze zobrazeni

In:(0,+00) — R

(pFirozeny logaritmus) je homomorfismus grup. PopiSte pfesné, které véty z matematické analyzy pouzivate.
Jde o isomorfismus grup?

5.7.17 CviCeni Pfipomeiite si, Ze R je téleso, a proto (R \ {0}, ) (nenulova realna ¢isla s operaci nasobeni) je
grupa.
Dokazte, ze zobrazeni
det : RegMat,,,,(R) — R\ {0}

(determinant) je homomorfismus grup (viz piiklad 5.3.10). Zmitite vSechny véty z klasické linearni algebry, které
k dtkazu potfebujete.

5.7.18 Cvic¢eni Budou tvrzeni ze cviceni 5.7.17 platit, kdyz nahradite téleso R obecnym télesem K?

5.7.19 Cviceni At E je mnozina formélnich rovnic a at R je nejmensi kongruence na Tq(V'), ktera ztotoziuje
v8echny dvojice termt z mnoziny E. Dokazte, ze To(V)/R je volnd algebra nad V mezi véemi algebrami
spliiujicimi F. Pfesnéji, dokazte:

Kanonické zobrazeni [—|g : V — Tq(V), které zobrazuje formalni proménnou v € V na t¥idu ekvivalence
[v]r, spliiuje universélni vlastnost:

Af X je jakakoli algebra spliiujici vSechny rovnice z mnoziny F a at p: V — X je libovolné zobrazeni
(kde X je nosna mnozina algebry X). Pak existuje jediny homomorfismus pf : Tq(V)/R — X algeber
tak, Ze diagram

o

TQ(V)/R—> X
”RT /
%

komutuje.
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5.7.20 Cviéeni Popiste volné pologrupy.

5.7.21 Cvic¢eni Popiste inicidlni sémantiku specifikace

1
2
3
4
5

spec NAT is

sorts: nat
operations: zero: --> nat;
succ(_) :nat --> nat

endspec

5.7.22 Cviceni Popiste inicidlni sémantiku specifikace

© 00 NO O d WN -

-
o

11

spec NAT_2 is

sorts: nat
operations: zero: —--> nat;
one: --> nat;
_+_: nat,nat --> nat
variables: x,y,z: nat
equations: x+(y+z)=(x+y)+z;
X+Zero=x;
Zero+x=x;
X+y=y+x

endspec

(5.12)

(5.13)

@ 5.7.23 Cviceni Pouze pro statecné: vyberte si sviij oblibeny imperativni jazyk a zadejte jeho syntaxi jako
(vicesortovou) algebraickou specifikaci. Co jsou modely a homomorfismy této specifikace? (Navod: pfemgslejte
o implementaci programovaciho jazyka.)

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:

v/ Prii rovnicovém popisu abstraktniho datového typu je tfeba rozlisit tii véci: sorty, operace a rovnice. Tyto
tri véci fikaji kde, s ¢im a jak.

v’ Specifikace sort fika, s jakymi typy dat chceme pracovat.

v Pii specifikaci operaci fikame, jaké arity maji mit nase operace. Specifikujeme tedy typ a pocet

argumentt a typ vysledku operace.

v Pii specifikaci rovnic popisujeme zdkonitosti, které maji specifikované objekty spliiovat.

v Modely specifikaci jsou algebry, pfirozena zobrazeni mezi algebrami jsou homomorfismy.

v/ Homomorfismus musi respektovat vSechny specifikované operace, respektovani rovnosti se déje automaticky.

v/ Inicialni algebry jsou no-junk-no-confusion sémantikou rovnicovych specifikaci.

Pro pfipravu na zkousku zkuste zodpovédét néasledujici otazky:

v Vyberte si néjakou syntaktickou konstrukei svého oblibeného imperativniho programovaciho jazyka. Do-
vedete ji popsat rovnicovou specifikaci?

v Dejte priklad junk modelu néjaké specifikace.

v Dejte priklad confusion modelu néjaké specifikace.
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Doplnujici literatura

Kromé vynikajici knihy o universalni algebte
ww 'W. Wechler, Universal Algebra for Computer Scientists, Springer-Verlag, Berlin, 1992

kterou jsme v této kapitole nékolikrat doporucovali, se 1ze o algebraickych specifikacich doc¢ist napfiklad v knize
w J. A. Bergstra, J. Heering a P. Klint, Algebraic Specification, Addison-Wesley, New York, 1989

ve které je ovSem pro zapis specifikaci pouzit jiny jazyk, nez nas zapis v pseudo-OBJ3. Jazyk OBJ3 je naopak
pouzit ve skriptu

= K. Richta a J. Velebil, Sémantika programovacich jazyki, Karolinum, Praha 1997
a dobrym uvodem do OBJ3 je kniha

iz J. A. Goguen, D. Coleman a R. Gallimore (eds.), Applications of Algebraic Specification Using OBJ,
Cambridge University Press, 1992

Teorie grup mé, kromé aplikaci v jinych oblastech (napfiklad v moderni fyzice), v§znamné misto pii studiu
kryptosystémi. Napfiklad v kapitole VI knihy

ww N. Koblitz, A Course in Number Theory and Cryptography, Springer, New York, 1994

je popséana teorie eliptickych kiivek nad (koneénym) télesem a kryptosystémi na nich zalozenych.
V soucasnosti proziva velky rozmach teorie koalgeber, umoziiujici popisovat i nekoneéné chovani datovych
typ1, viz napriklad

w J. J. M. M. Rutten, Elements of Stream Calculus (An Extensive Ezxercise in Coinduction), Technical
Report SEN-R0120, CWI, Amsterdam, 2001, http://homepages.cwi.nl/~janr/papers/

w P. Aczel, J. Adadmek, S. Milius a J. Velebil: Infinite Trees and Completely Iterative Theories — A Coal-
gebraic View (A Fundamental Study), Theoret. Comput. Sci., 300 (2003), 1-45
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Kapitola 6

Abstraktni vypocéty — cast 2

Vsechny soucastky by do sebe mély zapadat bez po-
uziti sily. Pamatujte, Ze soucastky, které skladate,
jste rozlozili Vy. Pokud je tedy slozit nemutzete, musi
k tomu byt duvod. V zaddném piipadé nepouzivejte
kladivo.

manuél IBM

V této kapitole se nejdiive zaméfime na svazy (struktura zavedend v piikladu 5.4.7). UkdZeme, Ze svazy
jsou pfirozenym zacatkem specifikace pravdivostnich hodnot. Piesnéji, svazy jsou modely rovnicové specifikace
zékladniho chovani logickych spojek and a or. Na svazy vSak muZzeme také pohlizet jako na specidlni posety
(viz definice 6.1.1), ve kterych lze pocitat infima a suprema vSech dvojic prvki. Tento dvoji pohled je velmi
uziteny — casto je jednodussi zjistit, zda existuji infima a suprema vsech dvojic, nez ovéfovat osm axiomii pro
svaz.

Chceme-li ovSem specifikovat klasické pravdivostni hodnoty, chceme vic nez jen spojky and a or: pozadujeme
pravdivostni hodnoty true a false, pozadujeme unarni operaci negation(_) a vyslednd bohata struktura by
navic méla spliiovat dalsi rovnice. To nas v definici 6.3.3 pfivede k pojmu Booleova algebra.

Nakonec se budeme v plné obecnosti vénovat (rovnicovym) algebraickym specifikacim. Zavedeme vicesortové
algebry a v odstavci 6.4 podame inicidlni sémantiku algebraickych specifikaci.

6.1 Znovu svazy

Predpokladejme, Ze chceme specifikovat zédkladni chovani logickych spojek and a or. Mohli bychom tak napsat
napiiklad nasledujici specifikaci:

1 spec BASIC_TRUTH_VALUES is

2 sorts: values

3 operations: _and_:values,values --> values;

4 _or_:values,values —--> values

5 variables: x,y,z:values

6 equations: x and y = y and Xx;

7 (x and y) and z = x and (y and z);
8
9

x and x = X; (6'1)
x or (x and y) = x;

10 X Oor y =y or Xx;

11 (x or y) or z = x or (y or z);

12 X Or X = X;

13 x and (x or y) = x

14 endspec

Jisté jste poznali, ze Ffadky 6-13 popisuji pfesné onéch osm rovnic z pfikladu 5.4.7, takze modely této
specifikace jsou presné svazy.
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Nyni ukazeme jinou techniku, kterd nam dovoli poznat, zda dana struktura je svaz nebo neni. Tato technika
je zaloZena na tom, Ze svazy jsou mnoziny vybavené jistym usporadanim. Pfipomente si poznamku 2.2.4.

6.1.1 Definice Poset (také: uspoiddand mnozina) je dvojice (X, C), kde X je mnozina a C je relace usporadani
na X.

6.1.2 Definice At (X,C) je poset, M C X. Rekneme, Ze prvek x € X je:
1. Horni odhad mnoziny M, pokud plati m C = pro vSechna m € M.
2. Dolni odhad mnoZiny M, pokud plati x C m pro vSechna m € M.

3. Nejmenst horni odhad mnoZiny M (také: supremum mnoZiny M, znaceni sup M), pokud je x nejmensi ze
c

vsech hornich odhadi, tj. pokud jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(a) Prvek z je horni odhad mnoziny M.

(b) Je-li 2’ horni odhad mnoziny M, potom plati z C z’.

4. Nejvétsi dolni odhad mnoziny M (také: infimum mnoZiny M, znaceni iréf M), pokud je x nejvétsi ze vsech

hornich odhadi, tj. pokud jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(a) Prvek z je dolni odhad mnoziny M.
(b) Je-li 2’ dolni odhad mnoZiny M, potom plati 2’ C x.

6.1.3 Priklad V tomto ptikladé vysvétlime, ze nejrozumnéjsi pfedstava o supremu mnoziny M je tato: supre-
mum M je prvek zeshora ,naplicnuty® na mnoZinu M. Podobnou (dudlni) pfedstavu lze mit o infimu mnoziny
M.

Redlna ¢isla R spolu s klasickou relaci < tvofi jisté€ poset: < je reflexivni, transitivni a antisymetricka binarni
relace na mnoziné R.

Zvolme jako M mnozinu {m € R | m < 3} a ukazme, ze jeji supremum v posetu (R, <) je ¢islo 3:

1. Cislo 3 je horni odhad mnoziny M, protoze pro kazdé ¢islo m z mnoziny M plati nerovnost m < 3 (plati
dokonce ostra nerovnost).

2. Zvolme jakykoli horni odhad ' mnoziny M. Chceme ukézat, ze plati 3 < x’.
Kdyby platila nerovnost ' < 3, pak ¢éislo m = x’ + BEI, je jisté v mnoziné M, ale nerovnost m < '
neplati. To je spor s tim, Ze z’ je horni odhad. Musi tedy platit 3 < 2.

PovSimnéme si, ze 3 ¢ M. Supremum mnoziny tedy nemusi byt nejvétsi prvek mnoziny (naSe mnozina M
nejvétsi prvek vibec nema).

Ukéazeme, ze kazdy poset, ve kterém pro kazdou dvojici prvka existuje infimum a supremum, lze chapat jako

mnozinu vybavenou dvéma binarnimi operacemi. Nejprve uvedeme priklad.

6.1.4 P¥iklad Ozna¢me jako X mnozinu v8ech podmnozin t¥iprvkové mnoziny {a,b,c}. Mnozina X ma tedy
osm rtznych prvki:

0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}
Prvky mnoziny X usporadame relaci inkluse, tj. pro z,y € X je z ,mensi nebo rovno“ y pravé tehdy, kdyz

x C y. Protoze inkluse je reflexivni, transitivni a antisymetrickd binarni relace, jde skuteéné o usporadani.
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Uspofadanou mnozinu (X, C) miizeme zakreslit pomoci Hasseho diagramu (viz pozndmku 6.1.6) takto:

{a,b,c}

b {b, ¢}
o {c}

0

Tento orientovany graf (kazda hrana je orientovana smérem odzdola nahoru) znazoriiuje pouze nezbytné nutnou
informaci k zadani usporadané mnoziny. Celd relace usporadani je reflexivnim a transitivnim obalem relace
z obrazku.

Zvolme né&jakou dvojici prvki této usporddané mnoziny, napiiklad dvojici {a}, {c}.

1. Horni odhady dvojice {a}, {c} jsou: {a,c}, {a,b,c}. Jsou to ty prvky mnoziny X, které jsou vétsi nebo
rovny obéma prvkim {a}, {c} soucasné (tj. shora odhaduji {a} a {c}).

2. Nejmensi (ve smyslu uspofadéni inklusi) horni odhad dvojice {a}, {c} je: {a,c}. Nejmensimu hornimu
odhadu se fiké supremum.

3. Jedinym dolnim odhadem dvojice {a}, {c} je: 0. Je to ten prvek mnoziny X, které je mensi nebo roven
obéma prvkim {a}, {c} soucasné (tj. zdola odhaduje {a} a {c}).

4. Nejvétsi (ve smyslu usporddani inklusi) dolni odhad dvojice {a}, {c} je: 0. Nejvétsimu dolnimu odhadu se
fika infimum.
Podobnymi avahami bychom zjistili, Ze supremum a infimum existuje pro kazdou dvojici prvka v X. Navic,
infimum prvkua z,y € X lze ,spocitat® pfimo — je to mnozina x N y. Podobné, jejich supremum je mnozina
T Uuy.
Suprema a infima dvojic tedy nejenom existuji, ale jsou dany hodnotami dvou binarnich operaci na mnoziné
X, sice sjednocenim a prinikem mnozin.

Dale uvedeme priklad uspoirddané mnoziny, kde nékterd suprema dvojic existuji, neexistuji vSak pro vsechny
dvojice.
6.1.5 P¥iklad Oznatme X = {a,b,c} a nakresleme Hasseho diagram

b c

a

Supremum dvojice b a ¢ neexistuje, protoZze nelze najit zidny (tim paddem ani nejmensi) horni odhad. Uvédomme
si ale, Ze zde existuji infima vSech dvojic. Obecné tedy z existenci infim vSech dvojic neplyne existence suprem
vSech dvojic.

@ 6.1.6 Poznamka Obrazkim posett z predchozich p¥ikladi ¥ikdme Hasseho' diagramy. V takovych obrazcich
kreslime jen nezbytné nutnou informaci o daném uspotradani: kreslime jen takzvané sousedy v relaci C. Obecné,
dva prvky z, y posetu (X, C) jsou sousedé, pokud ze vztahu = C z C y plyne x = z nebo y = z.

IPojmenovano podle némeckého matematika Helmuta Hasseho (1898-1979).
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6.1.7 Tvrzeni V uspofddané mnoziné (X, C) m4 kazda dvojice prvki nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno
infimum.

DUKAzZ. DokdZeme pouze tvrzeni o supremech, tvrzeni o infimech dokéZeme analogicky.
Predpoklddejme, Ze s; a sy jsou suprema dvojice prvki z, y. Potom musi platit s; = so (protoze s je

supremum a sy je horni odhad) a soucasné sy C s (protoZe sg je supremum a s; je horni odhad). Protoze C je
antisymetricka relace, plati s; = ss. |

Piiklad 6.1.4 je typicky: uspofddand mnozina (X, R), ve které existuji suprema a infima vsech dvojic, davéa
vzniknout dvéma binarnim operacim
(@.y) — sup{z,y}
(z,y) — inf{z,y}

na mnoziné X. Ukézeme, ze mnozina X spolu s takto vzniklymi operacemi je svaz.
Ptipomenime, Ze svaz je mnozina X vybavend dvojici binarnich operaci

A XxX—X a V:XxX—X

a tyto operace spliuji pro vSechna x,y, 2z € X nasledujici sadu rovnosti:

1.  Komutativita \: x Ny =y A x. 5. Komutativita V: xVy =y V .

2. Asociativita \: x AN (yAz) = (xAy) Az 6. Asociativita V: zV (yVz)=(zVy)Vz.
3. Idempotence \: x Az = x. 7. Idempotence V: x V x = x.

4. Absorpce A\: xV (x ANy) = x. 8. Absorpce V: x A (xVy) =x.

Zobecnénim situace z prikladu 6.1.4 je nasledujici véta.

6.1.8 Véta At (X,C) je uspofddand mnozina, ve které existuji suprema a infima vsech dvojic prvki mnoziny
X. Definujte binarni operace A a V takto:

zVy sup{z, y}
=

Ay = mf{r,y}

Potom je (X, A,V) svaz.

DUKAZ. Protoze predpoklddame, Ze supremum existuje pro kazdou dvojici prvki a protoze supremum je uréeno
jednoznaéné (viz tvrzeni 6.1.7), definuje rovnost

xVy =sup{z,y}
=

skute¢né binarni operaci V na mnoziné X . Podobné je binarni operaci i A. Zbyva tedy pro V a A ovéfit platnost
osmi rovnosti z definice svazu. Ovéfime rovnosti 1. az 4.:

1. Komutativita A: rovnost x Ay = y A x plati, protoze ir&f{x, y} = ir&f{y, x}.

2. Asociativita A: chceme ukazat rovnost = A (y A z) = (z Ay) A z. Staéi ukazat

(a) cA(yA2)C(xAy) Az
(b) (xAyY)AzCzA(yAz)

a pouzit antisymetrii relace usporadani C. Ukazeme platnost prvniho vztahu, druhy vztah se ovéfi analo-
gicky. Protoze zA(yAz) = ir&f{x, irtlf{y, ztYa(xAy)Az = iIéf{iIElf{x, y}, 2}, stadi ukazat, ze ir&f{x, irtlf{y, z}}

je dolni odhad pro dvojici i_rtlf{x, y} az.
Vztah iréf{x, iléf{% = ir&f{x, y} plati, protoZe leva strana je dolni odhad dvojice z a y.

Vztah iréf{z, irtlf{y, z}} C z plati, protoze plati igf{y, z} C 2.
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3. Idempotence A: rovnost x A x = x plati, protoze ir‘zlf{;v,x} = ir&f{x} =z.

4. Absorpce A: pro dikaz rovnosti z V (z A y) = x stadi ukdzat, Ze = je supremem dvojice x a x A y.

(a) z je horni odhad, protoze plati x C x a 2 Ay C x. Prvni vztah plati diky reflexivité C a druhy plyne
z toho, ze z Ny = iréf{:z:, y} a z toho, Ze infimum je dolni odhad.

(b) Abychom ukézali, Ze = je nejmensi horni odhad, vezméme libovolné z takové, Ze x C z a soucasné
x Ay C z. Chceme ukazat, ze plati x C z. To je ale trividlné splnéno.

Zbytek, tj. rovnice 5.-8., se dokaze analogicky. |

Plati vSak i obraceni predchozi véty: jakmile zaddme svaz, vznikd tak usporddand mnozina, ve které ma
kazda dvojice prvka supremum a infimum.

6.1.9 Véta At (X, A,V) je svaz. Pro libovolné z,y € X plati:
x ANy =ux pravé tehdy, kdyz xVy=y
Definujeme-li na X binarni relaci C predpisem
x Cy pravé tehdy, kdyz ANy ==

potom je relace C reflexivni, transitivni a antisymetrickd. Dvojice (X, C) je tedy uspofddand mnozina.
Navic v (X, C) existuji suprema a infima vSech dvouprvkovych mnozin a plati

sup{z,y} = xVy
C

TAY

Héf{lu y}

DUKAz. Plati-li z Ay = x, potom plati  Vy = (x A y) V y a pouZijeme-li nyni komutativitu V a A a absorpci
A, dostaneme rovnost = Vy = y.

Obrécend implikace (jestlize  V y = y, potom x Ay = x) se dokdze analogicky.

Ukéazeme nyni, ze nami definovana binarni relace C je reflexivni, transitivni a antisymetricka.

1. Reflexivita: pro vSechna z € X plati z C z, protoZe x A x = x.

2. Transitivita: zvolme z,y,z € X tak, ze plati x C y a soucasné€ y C z. Chceme ukézat, ze plati z C z,
neboli, Ze x A z = .
Plati x A z = (x Ay) A z, protoZe = = x A y. ProtoZe A je asociativni, dostavame (z Ay) Az =z A (y A z).
Protoze y A z =y, plati x A (y A 2) = x Ay = x. To jsme chtéli ukizat.

3. Antisymetrie: zvolme z,y € X tak, Ze plati  C y a soucasné y C z. Chceme ukézat, Ze plati = y.
ProtoZe t ANy =z ay Az =y, je x =y, nebot A je komutativni.

Ukazali jsme, ze relace C je usporadani. Zbyva ukazat, ze existuji suprema a infima vSech dvojic. Ukdzeme, ze
x V y je supremum dvojice x, y.
1. Abychom ukéazali, Ze x Vy je horni odhad dvojice x a y, musime ukazat, ze xt C zVy a y C xVy. UkdZeme
platnost prvniho vztahu, platnost druhého se ukaze analogicky.
Vztah z C 2 V y plati pravé tehdy, kdyz plati rovnost « A (z V y) = 2. Posledni rovnost plyne z absorpce

operace V.

2. Ukazeme, ze = V y je nejmensi horni odhad dvojice = a y. Zvolime tedy libovolné z tak, ze plati x C z a
soucasné y C z a chceme ukazat, ze plati z V y C 2. Budeme vyuzivat toho, ze a C b plati pravé tehdy,
kdyz a vV b = b (viz prvni ¢ast dikazu).

Plati (x Vy)Vz=2a V (yV z), protoZe V je asociativni. Protoze y C z, je z V (y V z) = x V 2z a protoZe
x Tz, plati z V z = z. Celkové (z Vy)Vz =z, ¢éliplati  Vy C z.
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Nyni bychom méli dokéazat, ze x A y je infimum = a y. To se dokaze analogicky. |

Véty 6.1.8 a 6.1.9 tak ukazuji, Ze osm rovnic pro operace ve svazu (a tudiZ osm rovnic pro zdkladni chovani
logickych spojek and a or) popisuje piesné chovani suprem a infim dvojic prvki.
V nésledujicich dvou pfikladech predvedeme typicky zptisob ,abstraktnich vypocti“ ve svazu.

@ 6.1.10 Pfiklad Uspoiadani C ve svazu (X, A, V) si miizeme piedstavit, jako relaci dokazatelnosti z logiky.
1. Prvky mnoziny X si pfedstavujeme jako formule a vztah  C y jako fakt, Zze z platnosti formule = lze
dokdzat platnost formule y.

2. Fakta o supremech a infimech se pak stavaji zndmymi fakty z teorie dikazi matematické logiky:

(a) Platnost nerovnosti z C y A z je ekvivalentni platnosti dvou nerovnosti soucasné: x Cy a z C z.
To je znamy fakt z logiky: dukaz toho, Ze z pfedpokladu x plyne konjunkce y Az je podan praveé tehdy,
kdyz umime sestavit dva dikazy soucasné, sice dikaz y z pfedpokladu x a dikaz z z predpokladu z.
Je tento preklad do jazyka logiky spravny? Ano, je. Vime totiz, Zze A je infimum v usporadani C, a
proto plati:

rECyAz pravée kdyz x C y a soucasné x C z

(b) Platnost nerovnosti x V y C z je ekvivalentni platnosti dvou nerovnosti soucasné:  C z a y C z.

To je znamy fakt z logiky: dukaz toho, Ze z pfedpokladu x Vy plyne konjunkce z je podan praveé tehdy,
kdyZz umime sestavit dva dukazy soucasné, sice dikaz z z predpokladu z a dikaz z z predpokladu y.
Formalnim zduvodnénim je fakt, Ze V je supremum v uspotfadani C:

rVyLCz pravée kdyz x C z a soucasné y C z

@ 6.1.11 Priklad V tomto pfikladu za¢neme dikaz toho, Ze kazdy svaz je ,,téméf distributivni“. Ukazeme totiz,
ze v kazdém svazu (X, A, V) plati pro vSechna x, y, z distributivni nerovnost

eV (yAz)C(zVy AxVz2),
kde C je usporaddani z véty 6.1.9. Vyuzijeme pohledu na vypocty ve svazu z ptikladu 6.1.10.
1. Stac¢i ukdzat © C (x Vy) A (x V z) a soucasné y Az C (x Vy) A (zV z).
2. Pro nerovnost z C (z V y) A (z V 2) staél ukdzat, ze x C (z V y) a soufasné z C (z V 2).
Obé tyto nerovnosti jsou vsak trivialni, protoze = V y je hornim odhadem z a = V z také.
3. Pro nerovnost y A z C (x Vy) A (z V 2) stadi ukdzat, Ze y Az C zVyasoutasné yAzLC xV z.

4. Ukézeme nerovnost y Az C xVy. Pozor! Uz nelze dél ,rozkladat®, protoze logické spojky stoji na Spatnych
stranéch nerovnosti. Vyuzijeme ale transitivitu relace C: plati totiz zjevné y A z C y a soucasné y C x V y.
Proto (transitivita C) plati y A 2 C z V y.

5. Ukazeme nerovnost y A z C = V z. I zde jsou logické spojky na Spatnych strandch nerovnosti a i zde
vyuzijeme transitivitu C: plati totiz zjevné y A z C z a soucasné z C = V z. Proto (transitivita C) plati
yANzEzVz.

6. Dikaz distributivni nerovnosti je hotov.

Mate-li radi notaci deduktivnich pravidel, mizeme predchozi ivahy znéazornit tak, jak se to vétsinou v logice
deéla:

yANzCy yCaVy yAzLECz zCzxzVz
zCzVy zLCzVz yANzCzxVy yNzCxVz
(VY A(zVz) yANzC (zVy A(zVz)
xV(yAz)C(xVy) A(xVz)

Viz také cviceni 6.5.8.
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6.2 Distributivni svazy

Specifikace (6.1) BASIC_TRUTH_VALUES popisuje skute¢né jen zakladni vlastnosti spojek and a or. ,,Rozumny*
model spojek and a or by navic mél spliiovat distributivni zdkony, tj. pro vSechny prvky z, y a z v nasem svazu
by mély platit rovnice

zA(yVvz) =
xV(yA2)

y) v

)

—~

T Az)

(zV2)

(x A
zV

>

Specifikaci (6.1) tedy vylepsime néasledujicim zptisobem:

1 spec DISTRIBUTIVE_TRUTH_VALUES is

2 sorts: values

3 operations: _and_:values,values --> values;

4 _or_:values,values --> values

5 variables: x,y,z:values

6 equations: x and y = y and Xx;

7 (x and y) and z = x and (y and 2);
8 x and X = X;

9

x or (x and y) = x; (6.3)
10 X Or y =y or Xx;
11 (x or y) or z = x or (y or z);
12 X Or X = X;
13 x and (x or y) = x;
14 x and (y or z) = (x and y) or (x and z);
15 x or (y and z) = (x or y) and (x or z)

16 endspec

Vse, co jsme udélali, je specifikace dvou novych rovnic (fadky 14 a 15). Je tato zména podstatna? Neplynou
fadky 14 a 15 z rovnic na fadcich 6-13?

V dalsim piikladu ukazeme, ze pfidani distributivnich zdkont je podstatnou zménou. Pfedvedeme svaz (t;.
model specifikace BASIC_TRUTH_VALUES), ktery neni modelem specifikace DISTRIBUTIVE_TRUTH_VALUES.

6.2.1 Priklad At X = {a,b,c,d, e} a at uspofddani na X je definovano nésledovné:

e

a

Protoze pro vSechny dvojice existuji suprema a inifima, je tento poset svaz. Neplati vSak ani jeden z distribu-
tivnich zakont.

1. en(bVd) # (cAb)V (cAd). Leva strana je rovna ¢ a prava strana je rovna b.
2. bV (eAnd)#(bVe)A(bVd). Leva strana je rovna b a prava strana je rovna c.

V obecném svazu tedy zadny z distributivnich zakonti nemusi platit. Ukdzeme, Ze pokud plati jeden z nich,
pak druhy z nich plati automaticky. Proto je jeden z fadku 14, 15 ve specifikaci DISTRIBUTIVE_TRUTH_VALUES
prebytecny.

6.2.2 Tvrzeni Ve svazu (X,V, A) jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
1. Pro vSechna z,y,z € X platiz A (yV z) = (x Ay) V (z A 2).

2. Pro vSechna z,y,z € X platizV (yAz) = (xVy)A(zV 2).
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DUKAz. Ukadzeme, Ze z 1. plyne 2., obracend implikace se dokaze analogicky.
Protoze predpokladédme platnost 1., plati rovnost

(x\/y)A(x\/z)z((Jc\/y)/\x)\/((sc\/y)/\z)

Ve vyrazu napravo je levd zavorka rovna x (absorpce V) a na pravou zavorku pouZijeme opét distributivni
zékon 1.:

((m\/y)/\m)\/((m\/y)/\z)z(x)\/((x/\z)\/(y/\z))

Pouzijeme-li nyni asociativitu a poté absorpci A, dostaneme
() V(zAz)V(yAz)=(zV(@zAz)V(yAz)=aV(yAz)

Ukazali jsme, zZe z 1. plyne 2. |

Predchozi tvrzeni dovoluje specifikaci DISTRIBUTIVE_TRUTH_VALUES vylepsit — fadek 15 lze vynechat a
modely se tim nezméni!

1 spec DISTRIBUTIVE_TRUTH_VALUES(BETTER) is

2 sorts: values

3 operations: _and_:values,values --> values;

4 _or_:values,values —--> values

5 variables: x,y,z:values

6 equations: x and y = y and X;

7 (x and y) and z = x and (y and z);
8
9

x and X = Xx; (6.4)
x or (x and y) = x;

10 X Or y =y or Xx;

11 (x or y) or z = x or (y or z);

12 X Or X = X;

13 x and (x or y) = x;

14 x and (y or z) = (x and y) or (x and z)

15 endspec
Modely specifikace DISTRIBUTIVE_TRUTH_VALUES (BETTER) si zasluhuji nazev: fikame jim distributivni svazy.

6.2.3 Definice Svaz je distributivni, pokud splituje rovnost z A (y V z) = (z Ay) V (z A 2).

6.2.4 Priklad Svaz z piikladu 6.1.4 je distributivni, protoZe pro libovolné z,y,z € X plati a N (y U z) =
(xNy)U(xNz) (to je zndm4 vlastnost priniku a sjednoceni mnozin).

Existuje technika, kterad nam dovoli zjistit, zda dany svaz je ¢ neni distributivni? Odpovéd je ano: podivame
se na Hasseho diagram daného svazu a hleddme ,zakézané podsvazy“. To je smysl nasledujici véty. Uvadime ji
bez dtikazu.

6.2.5 Véta Svaz je distributivni pravé tehdy, kdyz neobsahuje

ani svaz ani svaz

jako podsvazy:.

6.2.6 Poznamka Svazu na levé strané ve vété 6.2.5 fikdme pentagon a svazu napravo fikdme 3-diamant.
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@ 6.2.7 Poznamka Zatim jsme nefekli, co je podsvaz. Z piikladu 5.3.9 pfipomenime pojem podmnoziny uzaviené
na bindrni operaci. Pro grupoid (X, ) pak kazdd podmnozina A C X, ktera je na operaci x uzaviend, dava
vzniknout grupoidu na mnoziné A, sice grupoidu (A,x). Tomuto grupoidu pak fikdme podgrupoid grupoidu
(X, ). Ekvivalentné lze pojem podgrupoidu popsat pomoci homomorfismt grupoidii: chceme, aby inkluse byla
homomorfismem grupoidi.

U svazii bude situace analogickd: budeme vyzadovat, aby danid podmnozina byla uzaviend na operace pri-
seku a spojeni.

6.2.8 Priklad Uvazujme o svazu z piikladu 6.1.4. V Hasseho diagramu (6.2) vSak pfejmenujeme vrcholy,
abychom si zjednodusili znaceni.

Z tohoto obrazku nyni ,vyjmeme* vrcholy 0, 1, 4, 6 a 7. Dostaneme tak novy Hasseho diagram (pfedstavme si,
Ze jsme vytvorili kopie vrcholt 0, 1, 4, 6 a 7 a oznadili je 0/, 1’, 4, 6" a 7’).

Pozor! Objevila se zde zdanlivé nova hrana, sice hrana spojujici 0’ a 6’. Hrana spojujici 0 a 6 sice v ptivodnim
Hasseho diagramu nebyla, ovSem Hasseho diagram je komprimovana informace o usporadani — v reflexivnim
a transitivnim obalu hrana spojujici vrcholy 0 a 6 je.

Dostévame tedy svaz (o kterém vime, Ze neni distributivni). Tento svaz je podsvazem piivodniho svazu pravé
tehdy, kdyz zobrazeni ,umazavajici ¢arku“ je homomorfismem svazu.

Protoze od homomorfismii svazti chceme pouze respektovani priiseku a spojeni, snadno nahlédneme, ze
pétitthelnik neni podsvazem piivodniho svazu. Plati totiz:

4N =0
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ale
4N6=2

Zobrazeni ,umazavajici ¢arku“ tedy nerespektuje pruseky, tj. neni homomorfismem svazu a dany pétithelnik
neni podsvaz.

@ 6.2.9 Poznamka Vime, Ze distributivni svazy jsou modely pravdivostnich hodnot. Jako takové se pouzivaji
ve fuzzy logice. Vice se lze dovédét napiiklad v knihach

ww V. Novak, Fuzzy mnoziny a jejich aplikace, SNTL, Praha, 1986
1= M. Navara a P. Olsék, Zdklady fuzzy mnozin, FEL CVUT, 2002

nebo v prikladu 6.3.6.

6.3 Booleovy algebry

Distributivni svazy jsou ,Jlepsim“ modelem pravdivostnich hodnot, nez obecné svazy, protoze v nich plati dis-
tributivni zdkony. Chceme-li popsat (klasické) pravdivostni hodnoty v plné sile, musime specifikovat:

1. Dvé konstanty: T (¢téte: top — to modeluje pravdivostni hodnotu true) a L (¢téte: bottom — to modeluje
pravdivostni hodnotu false).

2. Unérni operaci (—)" (¢téte: komplement — to modeluje undrni operaci negation(_)).

Ocekavame, ze tato nova data budou muset spliiovat dalsi rovnosti.
Rovnosti pro T a L jsou nasledujici:

sANT=2 a zANL=1
Tyto rovnice nam fikaji, ze T je nejvétsi prvek a | je nejmensi prvek v usporadani daném vétou 6.1.9. To je ve

shodé s na$i intuici, ze true je ,nejvice pravdiva“ a false je ,nejméné pravdiva“ pravdivostni hodnota.
Dtive nez zminime rovnosti pro (—)’, dokdzeme nésledujici tvrzeni:

6.3.1 Tvrzeni V distributivnim svazu s nejvétsim a nejmensim prvkem plati, Ze pro kazdé x existuje nejvyse
jedno y takové, ze plati x ANy = 1 a souCasné xVy=T.

DUKAZ. Piredpokladejme, Ze pro dané x existuji y; a yo s vlastnostmi:

zAy1=L1L xzVy1 =T
TAYys =1 xVys=T

Opakovanym pouzitim téchto rovnosti a distributivniho zdkona dostaneme:

AT =y A@Vy) =@ Az)V Ay =@ Az) V(Y2 Ayr) =
= PpA@EVYy) =y AT =y

Y1

a to jsme chtéli ukazat. [ ]

Predchozi tvrzeni fiké, ze v distributivnim svazu s nejmensim a nejvétsim prvkem muze pro prvek x existovat
nejvyse jeden komplementdrni prvek y, tj. takovy, ze prisek x A y dava ,nic“ a spojeni x V y dava ,vSechno“.
Jsou vsak i distributivni svazy, kde takovy komplementarni prvek neexistuje, jak ukazuje nasledujici priklad:
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6.3.2 Priklad Svaz dany Hasseho diagramem

1

je jist& distributivni svaz s nejvétsim a nejmensim prvkem (pouzijte t¥eba vétu 6.2.5).
Je ziejmé, ze pro prvek a neexistuje y tak, ze plati a Ay = L a souasné aVy=T.

Rovnosti pro operaci (—)" jsou
zAr’'=1 a avae' =T

Tyto rovnosti vystihuji, Ze chceme popisovat klasickou logiku. Nejprve si uvédomme, ze okamzité z definice plyne
rovnost " = x (pouzijte tvrzeni 6.3.1). Déle jde z danych axiomt dokdzat naptiklad platnost de Morganova
zékona

(xAy) =2" vy

Staci totiz ukazat, ze plati
@VYIAN(@Ay)=L a (@'Vy)V(eAy)=T

a pak pouZzit tvrzeni 6.3.1. Obé rovnosti plynou z nékolikerého pouziti distributivnich zédkond na levé strany
rovnosti — viz cviceni 6.5.11.

Nyni jsme pfipraveni napsat specifikaci klasickych pravdivostnich hodnot. PovSimnéte si, Ze rozsifujeme
specifikaci (6.4) DISTRIBUTIVE_TRUTH_VALUES (BETTER) specifikovdnim dvou novych konstant true a false a
jedné nové unarni operace negation. Tyto nové operace musi splitovat dodatetné rovnice (fadky 18-21).

1 spec CLASSICAL_TRUTH_VALUES is

2 sorts: values

3 operations: _and_:values,values --> values;

4 _or_:values,values --> values;

5 true: --> values;

6 false: --> values;

7 negation(_): values --> values;

8 variables: x,y,z:values

9 equations: x and y = y and Xx;

10 (x and y) and z = x and (y and z);
11 x and X = X;

12 x or (x and y) = x; (6.5)
13 X or y =y or Xx;

14 (x or y) or z = x or (y or z);

15 X Or X = X;

16 x and (x or y) = x;

17 x and (y or z) = (x and y) or (x and z);
18 x and true = x;

19 x and false = false;
20 x and negation(x) = false;
21 x or negation(x) = true

22 endspec

6.3.3 Definice Modeltim specifikace CLASSICAL_TRUTH_VALUES Fikame Booleovy? algebry.

Booleova algebra je tedy Sestice (X, A, V, T, L, (=), kde

2Nazvano na pocest anglického matematika George Boolea (1815-1864), ktery ve své knize An Investigation into the Laws of
Thought, on which are founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities z roku 1854 poprvé studoval logiku jako
algebraickou strukturu. Boole zemfel na zapal plic v 49 letech. Promokl, pfednasel v mokrych Satech a jeho manzelka jej doma
ulozila do postele a polévala studenou vodou, protoze (jak véfila) nasledek musi byt vylécen pfic¢inou.
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1. (X, A,V) je distributivni svaz (fadky 9-17 specifikace (6.5)).
2. T je nejvétsi a L je nejmensi prvek svazu (X, A, V), tj. pro v8echna x € X plati rovnosti
xrANT=2z a zAL=1
(fadky 18 a 19 specifikace (6.5)).
3. (=) : X — X je unarni operace (nazvand komplement), kterd pro vSechna x € X splituje rovnosti
zAz’'=1 a avae' =T
(fadky 20 a 21 specifikace (6.5)).

6.3.4 Priklad Hasseho diagram

{a,b,c}

o {b,c}

o {c}

0
je piikladem Booleovy algebry: | =0, T ={a,b,c} a pro z C {a,b,c} je 2’ = {a,b,c} \ z.

Nasledujici dilezity vysledek nebudeme dokazovat. Rika, ze konecnd Booleova algebra méa pevné danou
strukturu, viz také cviceni 6.5.14.

@ 6.3.5 Véta Pro libovolnou mnozinu M oznacme jako X mnozinu vSech podmnozin mnoziny M:
X={A|AC M}

Potom
(X,N,U, M, 0, M\ =)

je Booleova algebra. Kazda konecnd Booleova algebra je isomorfni vySe uvedené Booleové algebfe pro néjakou
kone¢nou mnozinu M a ma tudiz 2" prvki pro néjaké ptirozené ¢islo n.

@ 6.3.6 Priiklad V tomto pfikladé naznacime, jak pouziva svazy a Booleovy algebry fuzzy logika. Presnéji,
naznacime, jak vybudovat teorii fuzzy mnozin. Budeme si predstavovat, ze chceme studovat podmnoziny jistého
(pro jednoduchost kone¢ného) universa

U= {ul,...,un}

Vybrat klasickou podmnozinu A mnoziny U samoziejmé znamena zvolit ty prvky z U, které do mnoziny A
patfi. V teorii fuzzy mnozin ovsem chceme vybirat prvky U, které do fuzzy podmnoziny patii pouze s néjakou
pravdivostni hodnotou, ktera ovSem nemusi nutné byt pouze true nebo false. K tomu se vyborné hodi teorie
svazl a Booleovych algeber.
At (X, AV, T, 1) je svaz (ne nutné distributivni), ktery mé top a bottom. Tomuto svazu budeme fikat svaz
atributi. Budeme pracovat se zapisy
u.x
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kde u je prvek universa U a x je prvek svazu X. Tento zapis si chceme piedstavit jako prvek u, jehoz ,existence”
ma pravdivostni hodnotu x. PTesnéji, budeme studovat mnoziny

A={uy.x1,...,up.zy}

a tento zapis bude znamenat, Ze
[ur € Al = z1, ..., [Jun € A] = 2,

kde dvojitymi hranatymi zavorkami znac¢ime pravdivostni hodnotu vyrazu uvnitf.

S dvouprvkovym svazem atributtt T a L jsme zvykli pracovat v klasické teorii mnozin: zapis [u € A] = L
samozfejmé znamend, %e u v A nelezi a zépis [u € A] = T znamend, ze v v A lezi.

Je zfejmé, Ze universum U si (pro libovolny svaz atributd) nyni mizeme pfedstavit takto:

U={u.T,...,u,. T}

tj. v universu U maji véechny prvky atribut T (pravdivostni hodnota toho, Zze u lez{ v universu, je true).
Naopak mnozina, kterd nemé zadné prvky (tj. prazdnd mnozina), je mnozina

0= {up.L,...,up.L}

tj. v prazdné mnozing () maji vSechny prvky atribut L (pravdivostni hodnota toho, Ze u lezi v prazdné mnozing,
je false).
Predstavme si nyni, Ze jsme zvolili dvé fuzzy podmnoziny

A=A{ui.z1,...,up.z,} and B={ui1.y1,...,Un.Yn}

Co by méla znamenat napfiklad inkluse A C B? Ziejmé to, ze atribut « prvku u v A je nanejvys roven atributu
y stejného prvku u v B, neboli plati

[ur € A] C [uy € B],..., [u, € 4] E Ju, € B]

To presné znamena, ze pro prvek u je ,pravdivéjsi® fici, ze lezi v mnoziné B. Neboli: z toho, Ze u lezi v A plyne,
ze u lezi v B.
Jak modelovat prinik a sjednoceni podmnozin? K tomu vyuzijeme operace A a V ze svazu atributi:

ANB={u1.21 Ay1,. . UnTp AYyn} AUB={u1.x1Vy1,...,Un.TpV Yn}

Interpretace napiiklad priniku je ziejmé: J[u € AN B] = [u € A] AJu € B] (pfipomeiime, %e A modeluje spojku
and).

Plati nékteré zdkonitosti, na které jsme zvykli? Plati naptiklad distributivni zékon AN (BUC) = (AN B)U
(AN C)? Obecné nikoli, k tomu zfejmé potiebujeme distributivni svaz atributi (zkuste to dokazat).

Dale je jasné, Ze pro definici rozdilu mnozin A \ B, ktery se méa chovat tak, jak jsme zvykli, potfebujeme,
aby svaz atributd byla Booleova algebra s operaci komplementu (—)":

[ue A\ B] = [u€ A] A [u € B]

Pokuste se dokazat, ze pak plati vSechny zdkony pro podmnoziny, na které jste zvykli. Které rovnosti musite
oveFit?

Predchozi ivahy se opét daji elegantnéji popsat v teorii kategorii, klicovym slovem je konecny soucin svazi
a Booleovijch algeber.® Odkazujeme na knihu

w M. Barr a C. Wells, Category Theory for Computing Science, Prentice Hall, 1990

6.3.7 Poznamka Uvahy predchoziho piikladu, kdy svazem atributii je Booleova algebra, vedou k dtlezité
partii matematiky, ktera studuje nezdvislost né€kterych tvrzeni na axiomech teorie mnozin. Nez budeme moci
naznacit, o co jde, zminime dobfe znamy piiklad z klasické geometrie.

Recky geometr Eukleides ve své knize X7ovyewn (Zdklady) zformuloval pét axiomi, které jsou nyni znamy
jako axiomy eukleidovské geometrie. Jde o nasledujicich pét axiomii:

3 Anglicky: finite products.
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(E1) Dva rtzné body lze spojit pravé jednou tseckou.

(E2) Kazdou tusecku lze libovolné spojité prodlouzit.

(E3) Pro dva rtizné body P, P; existuje pravé jedna kruznice se stfedem v P; prochézejici bodem Ps.
(E4) Kazdé dva pravé uhly maji stejnou velikost.

(E5) Kazdym bodem P, ktery nelezi na pfimce [, 1ze prolozit pravé jednu rovnobézku s piimkou .

V historii matematiky bylo u¢inéno mnoho pokusi dokazat paty axiom z predchozich ¢tyt. Tato obsese je snad
nejlépe zhmotnéna italem Giorolamem Saccherim (1667-1733), ktery diikazu pétého axiomu z prvnich étyf
zasvétil cely svij zivot. V roce 1733 zvefejnil dilo Euclides ab Omni Naevo Vindicatus (Eukleides vsi poskvrny
zbaveny), ve kterém dokazuje paty axiom z prvnich ¢tyf. Saccheriho diikaz je vSak Spatné.

Eukleidovy axiomy pro geometrii a zpiisob vyvozovani dusledkd, ktery Eukleides v dile Zdklady pouziva,
mély obrovsky vliv na stfedovékou filosofii a teologii. Filosofové byli geometrickou metodou fascinovani a fada
klasickych praci z filosofie je napsana stylem definice, véta, diukaz, napiiklad dilo

= B. Spinoza, Etika, Svoboda, Praha, 1977

Benedicta Spinozy (1632-1677) mé plny titul Etika vyloZend zpisobem uZivanym v geometrii a geometrickou
metodou v péti oddilech pojednéva o Bohu, teorii poznéani, psychologii a o svobodné vili.

Teprve v letech 1826-1829 byl v pracech madara Janose Bolyaie (1802-1860) a rusa Nikolaje Ivanoviée Loba-
¢evského (1793-1856) svétu predstaven prvni model neeukleidovské, hyperbolické geometrie.* V neeukleidovské
hyperbolické geometrii paty Eukleidiv axiom neplati. Pfesnéji: bodem mimo pfimku lze vést dokonce nekonecné
mnoho rovnobézZek. Pfimky v hyperbolické geometrii jsou totiz modelovany hyperbolami. Tak naptiklad typicky
trojuhelnik v hyperbolické geometrii vypada takto:

A

Tudiz soucet vnitinich thla kaZdého trojuhelnika je v hyperbolické geometrii mensi nez 7. Jisté znate i sférickou
geometrii (tj. geometrii na sféfe), kde je soucet vnifnich uhlt kaZdého trojihelnika vétsi nez 7 (a bodem mimo
primku nelze vést Zddnou rovnobézku). P¥imky ve sférické geometrii jsou totiz modelovany hlavnimi kruZnicems
na sfére.”

Hyperbolicka i sférickd geometrie (pfesnéji: kombinace obou) maji velky vyznam v moderni fyzice, viz na-
priklad

ww R. Penrose, The Road to Reality — A Complete Guide to the Laws of the Universe, Jonathan Cape,
Londyn, 2004

a pro vynikajici knihu o neeukleidovskych geometriich odkazujeme na knihu
= R. v.B. Rucker, Geometry, Relativity and the Fourth Dimension, Dover Publications, New York, 1977

ktera je psana velmi piistupnym jazykem.

Paty axiom o rovnobézkéch je pravdépodobné nejznaméjsi instanci tvrzeni nezdvislého na axiomech. Podobné
v teorii mnozin existuje celd fada tvrzeni, kterd jsou nezavisla na zékladnich axiomech teorie mnozin. Clovék se
tak mize rozhodnout, zda pracovat v teorii mnozin, kde takové tvrzeni plati (analogie eukleidovské geometrie);
nebo v teorii mnozin, kde toto tvrzeni neplati (analogie neeukleidovské geometrie). Piikladem takového tvrzeni
je aziom vibéru. Nejjednodussi zapis axiomu vybéru je tvrzeni®

(AC) Kartézsky soucin libovolného systému neprazdnych mnoZin je neprazdny.

4Také se ji fikd Lobacevského geometrie.

5P#isné vzato, tento model nespliuje pruni Eukleidiv aziom (pfesvédéete se o tom). To se d4 snadno napravit: pracujte na
,severni hemisfére*, kde ztotoznite protilehlé body rovniku.

6 Anglicky Aziom of Choice, odtud znageni (AC).
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Povsimnéte si, ze toto tvrzeni trivialné plati, pokud mame konecny systém neprazdnych mnozin. Pokud vsak
chceme mluvit o libovolngch systémech neprazdnych mnozin, stavéd se toto tvrzeni nezdvislym na axiomech a
my se miizeme rozhodnout bud pro jeho pravdivost nebo jeho nepravdivost.” Ac¢koli se tvrzeni axiomu vybéru
zda intuitivné zfejmé, plynou z néj i tvrzeni, ktera bychom v teorii mnozin ,nejradéji nevidéli“. Pomoci axiomu
vybéru tak lze napiiklad roziezat jednotkovou kouli v R? na kone¢né mnoho kust a tyto kusy lze pak poskladat
ve dvé jednotkové koule v R? (tomu se ¥ikd Banachiiv-Tarského parador).

Technika, kterou se nezavislost mnozinovych tvrzeni dokazuje, je technika, kterou jsme zacali budovat v pfi-
kladu 6.3.6.

6.4 Vicesortovy pripad

Vicesortovy pistup se velmi ptirozené objevuje v aplikacich (viz cviceni 5.7.23). Pii specifikaci zasobniki v od-
stavci 5.1 jsme vidéli, Ze je prirozené vyuzit dvou sort. Pfipomenme tu specifikaci:

1 spec STACK is

2 sorts: alphabet, stack

3 operations: al: --> alphabet;

4 a2: —--> alphabet;

5 a3: --> alphabet;

6 a4: --> alphabet;

7 nil: --> stack (6.6)
8 pop(_): stack --> stack

9 push(_,_): alphabet,stack --> stack
10 variables: x:alphabet, s:stack

11 equations: pop(nil)=nil;

12 pop(push(x,s))=s

13 endspec

V tomto odstavci podédme jen zdkladni definice, takze ziskdme zdkladni pfedstavu, jak se v kontextu vice
sort pracuje. Pro detaily odkazujeme na knihu

ww W. Wechler, Universal Algebra for Computer Scientists, Springer-Verlag, Berlin, 1992.

6.4.1 Definice Af S je neprazdné mmnozina, budeme ji fikat mnozina sort. Kolekci navzdjem disjunktnich
mnozin X, s € S budeme fikat S-sortovd mnoZina a budeme ji znacit (X; | s € S). A S-sortové zobrazeni
7z (X, | s€S)do (Ys|se€S) je kolekce zobrazeni fs : X, — Vs, s € S.

6.4.2 Priklad At S = {alphabet, stack}.

S-sortova mnozina je jakakoli dvojice disjunktnich mnozin Xaipnavet & Xstack-

Pro dvé S-sortové mnoziny (Xaiphabet; Xstack) {Yalphavet, Ystack) j& S-sortové zobrazeni dvojice zobrazeni,
které ,respektuji sorty“, tj. dvojice zobrazeni

falphabet : Xalphabet ? Yalphabet fstack : Xstack ? }/;tack
Rekneme nyni, co je arita ve vicesortovém pfipadé. Naptiklad operace push ma aritu
alphabet,stack --> stack

Arita ve vicesortovém piipadé se tedy sestava ze dvou véci: domainu (v naSem piikladu alphabet,stack,
obecné jde o kone¢né slovo nad mnozinou sort) a kodomainu (v nasem piikladu stack, obecné jde o jednu
sortu). Rekneme tedy, 7e arita je usporadana dvojice (w,s), kde w je slovo nad S a s je prvek S. Piesn&ji
(pFipomerime, Ze S* zna¢l mnoZinu vSech slov nad 5):

"Podobnou véc jsme vidéli u principu dobrého uspotadani 1.1.15 — tvrzeni, ze koneénd neprazdna mnozina piirozenych &isel ma
nejmensi prvek, je triviadlné pravdivé. Pokud se chceme bavit o nejmensich prvcich libovolnych neprazdnych podmnozin pfirozenych
Cisel, stava se principem nezavislym na zakladnich axiomech. Pro model pfirozenych cisel, ktery neni dobfe usporadan, odkazujeme
na poznamku 1.1.20.
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6.4.3 Definice Arita (nad S) je dvojice (w, s) € S* x S. Finitdrni typ Q (nad S) je kolekce navzajem disjunkt-
nich mnozin

Q(w,s)

které obsahuji formdini operace arity (w, s).

Pfipomenme, ze v odstavci 5.4 jsme zavedli exponencidlni znaceni. Symbolem X™ n > 1, jsme oznacili
mnozinu viech usporadanjch n-tic prvki prvkd mnoziny X a symbolem X° jsme ozna¢ili pevnou jednoprvkovou
mnozinu. Analogicky jsme pro zobrazeni f : X — Y oznadili symbolem f™ : X™ — Y™ v pfipadé n = 0
identitu na jednoprvkové mnoziné a v pfipadé n > 1 jsme tak oznadili zobrazeni, posilajici n-tici (z1,...,2,)

na n-tici (f(x1),..., f(xn)).
Exponencialni znaceni rozsifime na S-sortové mnoziny X = (X, | s € S). Jako exponenty dovolime slova
nad abecedou S:

1. X¥¢ je pevna jednoprvkova mnozina.
2. Pro s € S definujeme X*® jako s-tou komponentu S-sortové mnoziny X, tj. X°® = X.
3. Pro slovo w = $153...5, € §* definujeme X = X, x Xg, X ... x X, .
Pro S-sortové zobrazeni f: X — Y kde X = (X, |s€ S) aY = (Y, | s € S), definujeme:
1. f¢:X¢ — Y°© je identita.
2. Pro s € S definujeme f°: X® — Y° jako s-tou komponentu f, tj. fs : Xs — X;.
3. Pro slovo w = s153...5, € §* definujeme f* : X — Y™ jako zobrazeni, které posila n-tici
(1,2, ..., xn) € Xgy X Xgp X ... X X,

na n-tici

(fs;(@1)y fso(ma)y ooy [, (xn)) € Yoy x Y, X ..o x Yy .

6.4.4 Definice Algebra X finitdrniho typu Q (nad 5) je zadéna
1. Nosnou S-sortovou mnozinou X = (Xs|s € S).
2. Kolekei zobrazeni wx : X — X, kterym iikame interpretace formalni operace w, pro kazdé w € 2, -

Af X a Y jsou dvé algebry finitdrniho typu Q s nosnymi S-sortovymi mnozinami X = (X, |s€ Sy a Y =
(Y | s € S). S-sortovému zobrazeni f : X — Y budeme fikat homomorfismus algeber typu €2, pokud nésledujici
diagram

o

X’LU > YU}

komutuje pro vSechna w € €, g)-
Tento fakt znacime f: X — Y.

@ 6.4.5 Poznamka Srovnejte dikaz nasledujici véty s druhou variantou dukazu véty 5.3.16. Vidite silu teorie
kategorii?

6.4.6 Tvrzeni At f : X — Y and g : Y — Z jsou homomorfismy algeber finitdrniho typu Q. Pak slozeni
g o f je homomorfismus z X do Z. Navic S-sortové identické zobrazeni idx na X je vzdy homomorfismus.
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DUKAZ. Prvni tvrzeni je jednoduché, protoze diagram

w w
XUJ > Y'u) 9 > ZU}

Xs——Y, ——Z;

fs gs
komutuje pro vSechna w € €y s)-

Abychom dokézali druhé tvrzeni, vS§imnéte si, ze id” je vidy identické zobrazeni a proto diagram

id"
Xw > Xw

komutuje pro vSechna w € Q(y, s)- |

6.4.7 Poznamka Tvrzeni 6.4.6 ¥ikd, Ze algebry typu Q a jejich homomorfismy tvorfi kategorii, porovnejte to
s poznamkou 5.3.17.

Nez budeme moci ve vicesortovém pripadé definovat rovnice, musime definovat termy.

6.4.8 Definice At V je pevna S-sortovd mnozina a at Q je finitdrni typ nad S. V tomto kontextu budeme
mnoziné V fikat S-sortovad mnozina formdlnich proménnych.
Af X je algebra typu Q s nosnou S-sortovou mnozinou X. Interpretace formdlnich proménnijch v X je
jakékoli S-sortové zobrazeni
p:V—X

S-sortovd mnozina To(V) termi typu Q nad V je definovina induktivné nasledujicimi pravidly:
1. Jestlize v € V, pak v je prvek T (V) sorty s.

Jinymi slovy: kazda formalni proménna je term a sorty jsou pfi tom respektovany.
2. Jestlize w € Q. ,) je konstanta sorty s, pak w je prvek To(V) sorty s.

3. Jestlize w = s152...5, jeslovonad S, n > 1, a jestlize w € Q(,, ) je formalni operace arity (w, s) a jestlize
t1, ..., tp jsou prvky mnoZiny Tq(V) sort s1, Sa, ..., Sn, pak f(t1,...,t,) je prvkek To(V) sorty s.

To znamend: ,aplikaci* formélni (w, s)-arni operace na n-tici termt ,spravnych“ sort dostdvime term
sorty s.

Formadlni rovnice sorty s v proménnych z mnoziny V je zapis
YV. tl ~ tg
kde 1 a to jsou prvky mnoziny T (V) sorty s.

Stejné jako v jednosortovém piipadé lze dokdzat, Ze S-sortovd mnozina To(V) termit nad V je nosnou
mnozinou algebry Tq(V) typu Q. S-sortové zobrazeni (—) : V. — Tq(V) navic pfedkladd Tq(V) jako volnou
algebru nad V:

Pro libovolnou algebru X s nosnou S-sortovou mnozinou X a pro libovolné S-sortové zobrazenip : V — X
existuje jediné S-sortové zobrazeni p* : To (V) — X, pro které nasledujici diagram

To(V) & X
<>T /
Vv

komutuje. Zobrazeni pf je navic homomorfismus algeber.
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6.4.9 Definice Rekneme, Zze algebra X typu € s nosnou S-sortovou mnozinou X spliuje formdini rovnici
VV.t; = to, kdyZ pro viechna p : V — X plati rovnost pf(t1) = pf(t2).
Tento fakt znacime X = VV. ¢ = to.

Podobné jako v jednosortovém piipadé mizeme sestrojit volnou algebru spliujici S-sortovou mnozinu rovnic.
To je zaklad inicidlni sémantiky rovnicovych algebraickych specifikaci.

6.4.10 Definice Finitarni typ (2 nad konecnou mnozinou sort S je silné finitarni, kdyz obsahuje pouze konecné
mnoho neprazdnych koneénych mnozin {2, ).

6.4.11 Definice Rovnicovd algebraickd specifikace nad S je dvojice S = (Q, E), kde Q je silné finitarni typ
nad S a E je S-sortovd mnozina forméalnich rovnic takova, ze E obsahuje pouze koneéné mnoho neprazdnych
kone¢nych mnozin.

Zamyslenyg model specifikace S = (Q, E) je volné algebra nad prazdnou S-sortovou mnoZinou proménnych,
ktera spliiuje vSechny rovnice z S-sortové mnoziny E. Pro podrobnosti odkazujeme na knihu

w W. Wechler, Universal Algebra for Computer Scientists, Springer-Verlag, Berlin, 1992

6.4.12 Poznamka Urcité jste si v8imli podobnosti mezi jednosortovym a vicesortovym piipadem. Jednotici
pohled dava opét teorie kategorii:

1. V jednosortovém piipadé pracujeme nad kategorii Set vS8ech mnozin a zobrazeni. To znamend, Ze nosné
objekty nasich algeber jsou mnoziny a ze homomorfismy jsou neseny zobrazenimi.

2. V obecném S-sortovém pripadé pracujeme nad kategorii Set® viech S-sortovych mnozin a S-sortovych
zobrazeni. To znamend, Ze nosné objekty nasich algeber jsou S-sortové mnoziny a ze homomorfismy jsou
neseny S-sortovymi zobrazenimi.

V jinych oblastech computer science (napiiklad v sémantice programovacich jazyki) potfebujeme, aby algebry
byly neseny (napfiklad) uréitymi posety nebo metrickymi prostory. To si vyzaduje zménu kategorie, nad kterou
pracujeme, viz napiiklad knihy

= M. Barr a C. Wells, Category Theory for Computing Science, Prentice Hall, 1990

w R. D. Tennent, Semantics of Programming Languages, C.A.R. Hoare Series, Prentice Hall, London 1991

6.5 Cviceni

6.5.1 Cviceni Vysvétlete, pro¢ nejvétsi spolecény délitel pfirozenych ¢isel a, b 1ze chapat jako infimum v uspo-
Ffadani podle délitelnosti. Navod: porovnejte definice 2.1.7 a 6.1.2.

6.5.2 Cviceni Existuje usporddand mnozina, kde kazda dvojice rizngch prvki mé infimum, ale zddna dvojice
ruzngych prvkl nemé supremum?

6.5.3 Cvic¢eni At (X,C) je poset. Dokazte, ze (X, C°P) je opét poset, kde

x E°?y  pravé tehdy, kdyz yC x
Jaky je vztah Hasseho diagramu posett (X, C) a (X, C°P)? Jak se pocitaji infima a suprema v posetu (X, C°P)?
6.5.4 Cviceni At (X, A, V) je svaz. Definujte binarni operace M a U nasledujicim zptisobem:

zMNy = xVy
rUy = xAy

Dokazte, ze (X, M, ) je opét svaz. Jaky je vztah Hasseho diagramt svazi (X, A, V) a (X, M, )7

6.5.5 Cviceni Definujte pfesné pojmy: homomorfismus svazi a podsvaz.
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6.5.6 Cviceni Oznaéte jako X mnozinu vSech kladnych déliteli ¢isla 40. Na mnoziné X definujte binarni relaci
C takto:
r Cy prave tehdy, kdyz ¢islo y je délitelné cislem x

Ukazte, ze (X,C) je svaz (ve smyslu véty 6.1.8). Jak lze popsat operace priseku a spojeni v tomto svazu? Jde
o distributivni svaz? Jde o Booleovu algebru?

6.5.7 Cviceni Ukazte, Ze v libovolném svazu (X, A, V) jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
1. Kazd4 podmnozina mnoZiny X je podsvaz svazu (X, A, V).

2. Uspotadani C na mnoziné X (viz véta 6.1.9) je linedrnd, tj. pro libovolné prvky z,y € X plati  C y nebo
y L.

6.5.8 Cvic¢eni Dokazte, Ze ve svazu (X, A, V) pro v8echna x, y, z plati distributivni nerovnost
(xAyY)V(eAz)TaxA(yV =)

kde C je uspoiadani z véty 6.1.9.
Tim je dokonc¢en dukaz faktu, ze kazdy svaz je ,téméf distributivni“, viz piiklad 6.1.11.

6.5.9 Cviceni Doka’te, ze 3-diamant (viz vétu 6.2.5) neni distributivni svaz.

6.5.10 Cvic¢eni V Hasseho diagramu z ptikladu 6.2.8 naleznéte vSechny , podobrazky* tvaru

a dokazte, ze nejde o podsvazy.

6.5.11 Cviceni Ukazte, ze v kazdé Booleové algebie plati de Morganovy zdkony (x Ay)' =2’ Vy a (xVy) =
' Ny

6.5.12 Cviceni V libovolné Booleové algebie (X, A,V, T, L, (=)'} definujte binérni operaci = nésledovné:
(z=y)=(a"Vy)
Dokazte, ze v kazdé Booleové algebre plati véta o dedukci: pro libovolné prvky x, y, z
zC (x=y) pravé tehdy, kdyz (zAz)Cy
Proc¢ se tomuto tvrzeni rika véta o dedukci?

6.5.13 Cviceni Ukazte, Ze neexistuje Booleova algebra, kterd by méla piesné t¥i prvky. Navod: pouzijte pii-
klad 6.3.2.

6.5.14 Cviceni Pro libovolnou mnoZinu M ozna¢me jako X mnozinu v8ech podmnozin mnoziny M:
X={A|AC M}

Potom (X,N,U, M, 0, M \ —) je Booleova algebra. Ndvod: zobecnéte tivahy z ptikladu 6.1.4.

Promyslete, jak vypadaji Hasseho diagramy téchto Booleovych algeber pro koneé¢né mnoziny M. Pro mnoziny
M=0,M={a}, M ={a,b} a M = {a,b, c} tyto Hasseho diagramy nakreslete. Vidite n&jakou souvislost? Jak
byste nazvali Hasseho diagram pro mnozinu M = {a, b, c,d}?
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6.5.15 Cviceni Na Booleové algebie (X, A,V, T, L, (=)'} definujte bindrni operaci & takto:
r@y=(xAy)V (2 Ay)

Ukazte, ze rovnost © @ y = L plati praveé tehdy, kdyz plati z = y.
Co znamena operace & v Booleovych algebrach ze cviceni 6.5.147

6.5.16 Cviceni Oznacte jako F' mnozinu vSech formuli vyrokové logiky nad mnozinou At atomickych formuli.
Z prednésky z logiky si pfipometite, ze relace H sémantické ekvivalence je relace ekvivalence.

Ukazte, Ze na faktorové mnoziné L = F/H vznikd Booleova algebra. Této Booleové algebie se ikd Lin-
denbaumova algebra.

6.5.17 Cviéeni Vypiste explicitné, co znamena pojem homomorfismus Booleovych algeber.

6.5.18 Cviceni Dejte inicidlni sémantiku specifikace (6.1) BASIC_TRUTH_VALUES. (Né&vod: lze definovat na
prazdné mnoziné strukturu svazu?)

6.5.19 Cviceni Uvazujte o jednosortovém pfipadu, tj. S = {s}. Reknéte, co jsou S-sortové mnoziny a S-
sortova zobrazeni. Co je arita nad S7 Je exponencidlni znaceni pro slova nad S v rozporu s exponencialnim
znacenim z odstavce 5.47

6.5.20 Cviceni Dejte inicidlni sémantiku specifikace (6.6) STACK.

Revize kapitoly

Dozveédéli jsme se:

v/ Svazy jsou modely zakladniho chovani spojek and a or. Tyto modely si mazeme predstavit jako posety,
kde existuji infima vSech dvojic (ta modeluji and) a suprema vSech dvojic (ta modeluji or).

v Pozadujeme-li pro and a or navic platnost distributivnich zakont, musime pracovat v distributivnim svazu.
Hasseho diagram distributivniho svazu nesmi obsahovat zakizané podsvazy 3-diamant a pentagon.

v/ Chceme-li modelovat klasickou logiku, musime pracovat v Booleové algebie. Konecna Booleova algebra
musi mit 2" prvki (pravdivostnich hodnot).

v Pouzijeme-li kategoridlni techniku, pak se pojmy vicesortové teorie nelisi od jednosortovych.
Pro pfipravu na zkousku zkuste zodpovédét nasledujici otazky:
v/ Jakou logiku popisuje tfiprvkovy svaz?

v Konstrukci if _ then _ else _ fi programovaciho jazyka povazujte za operaci. Popiste jeji (vicesorto-

vou) aritu a dejte piiklad jedné rovnice, kterou by tato operace méla spliiovat. U této rovnice popiste jeji
sortu.

v/ U v8ech rovnic specifikace STACK popiste jejich sortu a dejte inicidlni sémantiku této specifikace.

v Navrhnéte rovnicovou specifikaci datového typu QUEUE (fronta, tj. paradigma first-in-first-out). Da¥i se
rovnicemi zachytit vSe, co byste si prali?
Doplnujici literatura
Seznam literatury je stejny jako v kapitole 5. Lze jej doplnit o knihu

w B. A. Davey a H. A. Priestley, Introduction to Lattices and Order, Cambridge University Press, 1990

kde je kromé svazti a Booelovych algeber vylozena i aplikace svazil v teorii konceptil.
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Priloha A

Aplikace retézovych zlomkt

Matematik mutze pripominat odévniho navrhare,
ktery se vibec nestard o bytosti, jimz maji jeho
odévy padnout. Jeho uméni sice vzniklo na za-
kladé potfeby tyto bytosti oblékat, ale to uz bylo
davno. Dnes se prilezitostné vyskytne nékdo, komu
Sat padne, jako by byl pro néj usit. Prekvapeni a
radost pak nebere konce.

Tobias Danzig

Retézové zlomky tvoii klasické téma teorie &isel. V této kapitole ukdzeme jednu jejich standardni aplikaci:
vypocet periody zatmeéni Slunce a Mésice. V odstavci A.3 ukdZeme ale také aplikaci zcela moderni: vyuziti
fetézovych zlomku pro tutok na protokol RSA.

A.1 Retézové zlomky

V tomto odstavci ukazeme, jak pouzit Eukleidiv algoritmus k vypoctu fetézového zlomku racionélniho ¢isla.
Porovnejte nasledujici tvrzeni s definici 1.2.2.

A.1.1 Tvrzeni Kazdy zlomek %, kde a, b jsou kladna piirozena cisla, Ize zapsat ve tvaru
a 1
- = Al
p -0t L1 (A1)
q2 1
qQ+...—
qn
kde q1, ..., g, jsou prirozena cisla, g, # 0.

Pienechdme (jednoduchy) dikaz jako cvifeni a ukdzeme na piikladu, jak pozadovany zipis ziskat pomoci
Eukleidova algoritmu.

A.1.2 Piiklad Vyjadiime v pozadované formé zlomek VTR Spustime (obycejny) Eukleidiiv algoritmus:

221 = 5-42+11
42 = 3-1149
11 = 1-9+4+3

9 = 3-3+0

Ji¥i Velebil: YO1DMA 174 1. Cervence 2007
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Tvrdime, Ze posloupnost kvocientu 5, 3, 1, 3 je hledana posloupnost ¢, ..., g,. Budeme totiz zlomek postupné
prepisovat pomoci jednotlivych rovnic z Eukleidova algoritmu:

221 11
— = 54— (prvni rovnice v Eukleidové algoritmu)
42 42
R (druh4 rovnice v Eukleidové algoritmu)
= — ruhd rovnice v Eukleidové algoritmu
3-11+9 ey Ve e
1 e 7 w7
= 5+ 9 (krdceni ¢islem 11)
34 =
* 11
1 - . o .
= b5+ —5 (t¥eti rovnice v Eukleidové algoritmu)
342
* 1-943
1 o
= 5+ — (kréceni ¢islem 9)
34—
1+ 2
+ 9
1 , . Sy .
= 5+ — (posledni rovnice v Eukleidové algoritmu)
3+ —
14 =
+ 3

4
Prevedeme na pozadovany tvar zlomek 235" V tomto pripadé si uvédomme, Ze musi nutné platit ¢; = 0 a dalsi

hodnoty go, ..., ¢, nalezneme jako kvocienty v Eukleidové algoritmu pro zlomek o
235 = b58-443
4 = 1-3+1
3 = 3-140

a proto plati

142

a
A.1.3 Definice Zlomku na pravé strané rovnosti (A.1) fikdme fetézovy zlomek cisla 3 a budeme jej znacit

41502, - -+ qn)-

Obracené, je-li zadan Fetézovy zlomek na pravé strané rovnosti (A.1), je snadné najit piislusnd piirozena
¢isla a, b: spustime Eukleidiv algoritmus ,,pozpatku”.

A.1.4 Pfiklad Pro fetézovy zlomek [6;8, 7, 5] naleznéte piislusna a a b.

Zapis [6;8,7,5] je zkratkou za zlomek
1
6+ . 1
7T+ L
5

a tento zlomek zjednodusime zpétnym chodem Eukleidova algoritmu. Staci totiz pozpatku dopliiovat do rovnic
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Eukleidova algoritmu, kde posloupnost 6, 8, 7, 5 musi tvofit kvocienty (vypliiujeme odspodu):

1794 =6-293 + 36
A

/\_//\j

293=8-36 + 5

—~

36 =7-5 +1

—
5 =51 +0

1794
Proto méa dany retézovy zlomek hodnotu 293 ° Povsimnéme si, Ze tento zpiisob nalezeni ¢isel a, b vede nutné ke

dvojici nesoudélnych ¢isel a, b, protoze jsme posledni rovnici v Eukleidové algoritmu volili ve tvaru 5 =5-1+0.
Kdybychom zacali (naptiklad) rovnici 10 = 5 - 2 + 0, skon¢ili bychom s dvojici ¢éisel a, b, pro které plati
ged(a, b) = 2.

@ A.1.5 Poznamka I kdyz jsme Fetézové zlomky definovali pouze pro racionélni ¢isla, nic zfejmé nebréani tomu,
definovat fetézovy zlomek pro libovolné kladné rediné ¢&islo. Lze dokdzat, ze takovy zlomek (obecné nekoneény)
vzdy existuje. Toto je napiiklad Fetézovy zlomek cisla e = 2,718 281828459 04523536 ... (zdklad pfirozenych
logaritmi):

1
e=2+

1+
2+
1+

1
1+...

nebo (budeme-li psét pouze posloupnost g1, gz, --..)
e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,.. ]

Neni to fascinujici? Cislo e je transcendentni (viz cviéeni 4.7.18), piesto m4 jeho fetézovy zlomek velmi ptehled-
nou strukturu! Zkuste najit fetézovy zlomek pro &slo v/2.
Retézovy zlomek realného ¢isla oviem obecné piehlednou strukturu mit nemusi, nap¥iklad

T =1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,.. ]
Zajimavé se o strukturach nejriznéjsich nekonecnych posloupnosti pise v knize

ww D. R. Hofstadter, Fluid Concepts and Creative Analogies: Computer Models of the Fundamental Mecha-
nisms of Thought, Penguin Books, 1998

a vice se o fetézovych zlomcich Ize docist napiiklad v knize

w H. Davenport, The Higher Arithmetic, Cambridge University Press, 1999

A.2 Zatméni Slunce a Mésice
Nasledujici priklad je v knize
= O. Hlad a J. Pavlousek, Prehled astronomie, SNTL, Praha, 1984

pouze naznacen, my jej spoc¢teme podrobnéji.

@ A.2.1 Priklad Dostanou-li se Zemé, Mésic a Slunce do jedné pfimky, nastavi zatméni Slunce nebo zatméni
Mésice. Aby nastalo zatméni, musi nastat soucasné tyto dvé podminky:
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1. Mésic musi byt v novu (zatméni Slunce) nebo v uplitku (zatméni Mésice).

Dobé mezi dvéma stejnymi fazemi Mésice se fika synodicky meésic a trva s = 29,530 588 18 dne.

2. Mésic musi byt v uzlu své drahy (tj. v priseciku své dréhy s rovinou ekliptiky).

Dobé obéhu Mésice od uzlu k témuz uzlu se tiké drakonicky mésic a trva d = 27,21221997 dne.
Spocitame nyni periodi¢nost obou déja, tj. hleddme prirozena ¢isla a, b tak, aby platilo

s 29,53058818 . a

d~ 27,21221997 b

v . v L3 z 7 w7 7z . v v Y7 S YNV vz
Samoziejmé, je snadné najit ¢isla a, b tak, aby posledni rovnost platila presné — staci zlomek p roz§itit ¢islem

108:
s 2953058818
d 2721221997
neboli
2721221997 - s = 2953058818 - d

To znamend, Ze po 80359286 140 dnech, tj. po 22001 173 letech a 175 dnech se zatméni budou opakovat (pokud
se za tu dobu nezméni hodnoty synodického a drakonického mésice).

S a
My se budeme snazit zlomek p aprozimovat zlomkem tvaru 7 @ vyuzijeme k tomu Fetézové zlomky:

2953058818 = 1-2721221997 4 231836821
2721221997 = 11-231836821 + 171016 966
231836821 = 1-171016966 + 60819855
171016966 = 2-60819855+ 49377256
608198556 = 1-49377256 + 11442599
49377256 = 4-11442599 + 3606 860
11442599 = 3-3606860 4+ 622019
3606860 = 5-622019 4 496765
622019 = 1-496765+ 125254
496765 = 3-125254+ 121003
125254 = 1.121003 44251

121003 = 28-425141975
4251 = 2-1975+4 301
1975 = 6-301+ 169
301 = 1-169+ 132
169 = 1-132+37
132 = 3-37+21
37 = 1-21+16
21 = 1-16+5
16 = 3-5+1
5 5-1+0

Ziskali jsme tedy Tetézovy zlomek
S

5=[111,1,2,1,4,3,5,1,3,1,28,2,6,1,1,3,1, 1,35

S
Budeme nyni podil p aprorimovat zlomky, které z onoho retézového zlomku dostavame. Naptiklad s pouzitim

prvnich dvou ¢leni plati pfiblizna rovnost
1 12

S
Sl =14 — ==
d [1:11] +11 11
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s chybou 1,7102 dne. To znamenad, ze zhruba po 11 synodickych meésicich, tj. po cca 324, 8 dnech bude Mésic
opét v uzlu a v novu nebo upliiku (s pomérné velikou chybou).

Chceme-li chybu zmensit, musime k aproximaci pouzit delsi fetézovy zlomek. Nahradime-li fetézovym zlom-
kem o Sesti clenech, dostaneme z Eukleidova algoritmu

242 = 1-233+19
223 = 11-19+414

19 = 1-1445

14 = 2-5+44

5 = 1-4+1

= 4-140
aproximaci
242

S
-=11;11,1,2,1,4] = —
d [7 7aa7] 233

s chybou 0, 0361 dne, tj. po 18 letech a 10% dnech se zatméni opakuji (tfetina dne posune zatméni o 120 stupiiti
zemépisné délky). Tato perioda zatmeéni byla zndma chaldejskym astronomtim jiz fadu stoleti pfed nasim leto-
poc¢tem pod nazvem Saros. Viz také cviceni A.4.3.

A.3 Wieneruv utok na RSA

Myslenku aproximace zlomku fetézovymi zlomky mistrné vyuziva titok M. Wienera, popsany v ¢lanku
ww M. J. Wiener, Cryptanalysis of Short RSA Exponents, IEEE Trans. Inform. Theory 36 (1990), 553-558

Ukazuje se, ze soukromy exponent d c¢astnika RSA by nemél byt prilis maly v porovnani s modulem RSA.

A.3.1 Definice At o = [¢1;¢2,G3, - -] je (obecné nekoneény) fetézovy zlomek kladného redlného éisla a. Po-
sloupnost raciondlnich ¢isel o; = [q1;42,3,---,q], © > 1, nazveme posloupnosti konvergent ¢isla o a ¢islo o
nazveme i-tou konvergentou ¢isla o.

A.3.2 Piiklad V pozndmce A.1.5 jsme uvedli nekoneény fetézovy zlomek
7 =[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,.. ]
Spocteme prvni tii konvergenty ¢isla m
T = [3] m = [3;7] w3 = [3;7,15]
metodou piikladu A.1.4. Dostavame'

=3 71'—% 71'—@
te 2T 57 106

Z nazvu je patrné, ze konvergenty kladného realného ¢isla o by mély byt aproximacemi ¢isla a. Presny
vysledek davéa nésledujici véta (kterd mé elementéarni, ale velmi dlouhy dtikaz).

A.3.3 Véta Posloupnost konvergent nekone¢ného retézového zlomku ma vzdy limitu. Jde-li o fetézovy zlomek
kladného realného cisla «, pak limita posloupnosti konvergent je toto ¢islo a.

IKonvergenta m1 = 3 je zminéna jako aproximace &isla 7 v Bibli (Prvni Kralovska, 7, vers 23): Odlil také mote o priméru
deseti loket, okrouhlé, pét loket vysoké; dalo se obepnout mérict $nurou dlouhou tricet loket. Samoziejmé: konvergenta 71 je velmi
nepresna aproximace ¢isla 7. Druhd konvergenta my = % byla jako priblizeni ¢isla m znama starofeckym matematikim. Vice se
o historii ¢isla m mizZete dozvédét v zajimavé knize P. Beckmann, A History of Pi, St. Martin’s Press, New York, 1976. Bizarni je
text pisné 7 z alba Aerial (2005) anglické zpévacky Kate Bush, ve kterém je prvnich 78 cifer decimalniho rozvoje ¢éisla 7 spravné,

pak je 22 cifer Spatné, a nakonec opét 37 cifer spravné.
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A.3. Wieneruv Gtok na RSA 179

Konvergenty fetézového zlomku jsou tedy dobrymi aproximacemi daného kladného redlného éisla. Plati i
obracend véta, jejiz dtikaz opét neuvedeme:

A.3.4 Véta At «a je kladné realné ¢islo. Jestlize pro nesoudélné piirozena ¢isla a a b plati nerovnost
o-3l< 3
o — — el
bl = 2b2
. a ..., <
pak je zlomek 3 néjaka konvergenta Cisla «.

Nez budeme moci popsat Wieneriv utok na RSA, musime provést jemnou analyzu modulu n protokolu
RSA. Budeme jako vzdy prepokladat, Ze plati n = p- ¢, kde p < q. Pak zfejmé existuje nejmensi prirozené ¢islo
c takové, Ze plati nerovnosti

p<g<cp

Tato analyza dovoli zformulovat technické tvrzeni, které je zakladem Wienerova ttoku:

A.3.5 Tvrzeni OznaCme jako c¢ nejmensi piirozené cislo takové, Ze pro dvé prvocisla p, q plati nerovnost
p<qg<cq.

At (n,e) a (n,d) jsou vefejny a soukromy kli¢ jednoho tcastnika protokolu RSA s modulem n = pq. Oznac¢me
jako k pfirozené d¢islo, které splituje rovnost ed — kp(n) = 1 (toto pfirozené ¢islo k existuje diky definici ¢isel e
ad).

Pak plati nasledujici dvé tvrzeni:

1. Plati k < d a ged(d, k) = 1.

2. Jestlize plati nerovnost

plati i nerovnost

DuUkAz. Nejprve ukazeme, ze plati ged(d, k) = 1. Z definice ¢isla k totiz plyne rovnost
ed—ko(n) =1

a proto musi byt ¢islo 1 délitelné ¢islem ged(d, k). To neni mozné jinak, nez ze plati ged(d, k) = 1.

Kdyby nerovnost k < d neplatila, musi platit nerovnost d < k, protoze piipad k = d vztah ged(d, k) = 1
vylucuje (pfedpokladdme samoziejmé, ze d, jakozto soukromy exponent, neni rovno 1). ProtoZe plati e < p(n),
mame nerovnost

1=ed—kp(n) < en)k—kp(n)=20
coz je spor: musi platit k£ < d.

Dtikaz druhého tvrzeni: Nejprve dokazeme nerovnost
n—p(n) < (c+1)vn (A.2)
kterou dostaneme z toho, Ze plati nerovnosti p < \/n a q < cp:
n—pn)=p-q-p-1)-(¢-1)=p+tg-1<pt+g<ptep<vntec/n=(c+1)vn

Jako dalsi nerovnost dokazeme

k‘ < MexDvn Z;)ﬁ (A.3)
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180 Priloha A. Aplikace fetézovych zlomku

Upravujeme levou éast nerovnosti (A.3) a vyuzijme pfi tom rovnost ed — kp(n) = 1 a nerovnost (A.2):

_k
d

‘ ed — kn
nd
ed — kp(n) — kn + ko(n)
nd
[ttt
nd
k(n —¢(n)) — 1
nd
k(n —¢(n))
nd
k(c+ 1)v/n
nd

e
n

¢im7 je nerovnost (A.3) dokézana.
Pokud ukazeme platnost nerovnosti
k(c+ 1)v/n 1
— IV < A4
nd — 2d? (A4)
bude dikaz hotov: spojime dohromady nerovnosti (A.3) a (A.4).
Podle predpokladu plati nerovnost

1
< —— .
A< —=Vn (A.5)

a protoZe plati k < d (viz prvni ¢ast dtikazu), plati i nerovnosti

Vet 1y

k(c+1)\/ﬁ<d(c+1)\/ﬁ<c+1 1 <i
nd nd - nd dyn ~ 2d?
kde jsme pro posledni nerovnost vyuzili faktu
4 4
d< \/ﬁ < \/ﬁ
c+1 2
protoze plati ¢ > 2.
Ukézali jsme, ze nerovnost (A.4) plati, a tim je diikaz ukoncen. |

Tvrzeni A.3.5 ndm 1ika, Ze pokud zvolime soukromy exponent d tak, Ze je splnéna nerovnost
i<—1 vn
T c+1
k.o e . . ) .

pak zlomek e néjaka konvergenta zlomku —. Volba malého soukromého exponentu tak neni odolnd na
n

nasledujici tok:

. Iy € € L
A.3.6 Wieneruv utok na RSA Eve spocitd konvergenty (7) zlomku —. Jmenovatele i-té konvergenty
n/i n
oznadi jako d; a kazdého z nich testuje na rovnost

(29 =2 vZ,

pro ndhodné z. Pokud rovnost pro d; plati, je d; soukromy exponent d.

A.3.7 Poznamka Namisto testovani ndhodné zpravy se muze Eve pti Wienerové ttoku pokusit pomoci hodnot
d; a e faktorizovat modul n efektivnim algoritmem z dikazu lemmatu 3.6.2.
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Wieneriiv itok ukdzeme na skolnim ptikladu.

A.3.8 Priklad Predpoklddejme, ze zname vefejny kli¢ (n,e) = (574 339,52 075) tcastnika protokolu RSA.

Sooitime fetézort glomek & — 52075
OCltame retezo omekKk — = .
P zovy £ n 574339

€ ~10;10,1,52074]
n

a jeho jednotlivé (netrividlni) konvergenty:

010 = = [0,10,1] = =
TR0 T

Mame dva kandidaty na soukromy exponent: d; = 10 a d = 11. Zvolme ndhodnou zpravu z, napriklad z = 3.
Potom
(29)% = (3%297)10 = 77547 v Zsras30

takze d; nemtze byt soukromy exponent. Vyzkousime ds:
(Ze)dz _ (352075)11 -1 v Z574339

takze hledany soukromy exponent je do = 11.

A.4 Cvideni

A.4.1 Cviéeni Naleznéte fetézové zlomky nésledujicich racionélnich ¢isel:
18318187
13 17 29 136
A.4.2 Cviceni Pro fetézové zlomky
[2;12] [0;5,7] [3;13,5,7]
naleznéte ptislugné zlomky (s nesoudélnym ¢itatelem a jmenovatelem).

A.4.3 Cviceni Trojnasobek periody zatméni Slunce a Mésice Saros (viz piiklad A.2.1) nese nézev Ezeligmos,
najdéte jej pomoci aproximaci z fetézového zlomku

% 1;11,1,2,1,4,3,5,1,3,1,28,2,6,1,1,3,1,1,3, 5]

SH

pro synodicky a drakonicky mésic.

A.4.4 Cviceni Naleznéte raciondalni ¢isla odpovidajici fetézovym zlomkim
zo = [1;1] zg = [1;1,1] zg = [1;1,1,1]

Definujte posloupnost fetézovych zlomku z,, n > 2, zfejmym zpusobem. Dovedete sestavit rekurentni rovnici
pro tuto posloupnost racionalnich ¢isel? Dovedete odhadnout limitu této posloupnosti? Sviij odhad dokazte.

A.4.5 Cviceni Spocitejte ¢tvrtou a patou konvergentu cisla .
A.4.6 Cviéeni Naleznéte prvnich pét konvergent ¢isla e.
A.4.7 Cvi€eni Navrhnéte algoritmus pro tvorbu konvergent kladnych realnych ¢&isel.

A.4.8 Cviéeni Provedte Wieneriv utok na uzivatele RSA s vefejnym klicem
1. (n,e) = (2856 109,1037 347).
2. (n,e) = (14452 147,4248 393).
3. (n,e) = (9449868410449, 6 792 605 526 025).
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182 Priloha A. Aplikace fetézovych zlomku

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:
v Konvergenty fetézovych zlomk jsou vybornou aproximaci kladnych realnych cisel.

v/ Soukromy exponent d pfi provozovani protokolu RSA s modulem n = pq bychom méli volit tak, aby platila
nerovnost

1 4
— <d
c+1 vn
kde c je nejmensi pfirozené ¢islo spliujici nerovnosti p < g < cg, jinak se vystavujeme nebezpeci Wienerova
utoku. (Ptvodni Wienertv ttok je popsan pro piipad ¢ = 2, my jsme jej v textu trochu zobecnili.)
Doplnujici literatura
Vynikajicim zdrojem informaci o fetézovych zlomcich je kniha
= K. Rosen, Elementary Number Theory and Its Applications, Addison-Wesley, New York, 2005

kde je popsan i faktoriza¢ni algoritmus vyuzivajici fetézové zlomky.
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Priloha B

Néco o prvocislech

Jmenuji se Christopher Francis Boone. Znam
vSechny zemé na svété i jejich hlavni mésta a vSechna
prvodisla do 7507.

Mark Haddon, Podivny pripad se psem

V této kapitole ukazeme néktera hlubsi tvrzeni o prvocislech. Zejména nas budou zajimat odhady poctu
prvocisel v daném intervalu, ,hustota® rozlozeni prvocisel v mnoziné vsech prirozenych ¢isel. V poslednim
odstavci téz uvedeme nékteré testy prvociselnosti daného ptirozeného disla.

B.1 RozloZeni prvocisel mezi prirozenymi ¢isly
Nekone¢nou (viz lemma 2.1.3) mnozinu vSech prvocisel budeme znacit P. Protoze plati P C N, je mnozina P

spocetnd, a tudiz lze vSechna prvocisla seradit do rostouci nekone¢né posloupnosti pg, p1,. ..

B.1.1 Poznamka V souvislosti s diikazem lemmatu 2.1.3 si mtZeme polozit tuto otazku:

z vz

Je kazdé ¢islo tvaru pg - p1 - ... py + 1 prvocislo?

Odpovéd je zaporna. Pro prvocislo p ozna¢me soucin vsech prvoéisel g < p jako p#. Pro podobnost s faktoridlem
se tomuto soucinu tika primoridl prvocisla p. V ¢lanku

= J. P. Buhler, R. E. Crandall a M. A. Penk, Primes of the Form n!+1 and 2-3-...-p£1, Math. Comp. 38
(1982), 639-643

bylo naptiklad dokéazano, ze

prvocislo pro p = 2,3,5,7,11,31,379,1019,1 021, 2657
p# +1je
slozené pro vsechna dalsi prvodisla p, p < 11213.

NevyfeSenym problémem zlistava, zda existuje nekoneéné mnoho prvocisel p, pro kterd je p# + 1 slozené ¢islo
a zda existuje nekone¢né mnoho prvocisel g, pro kterd je g# + 1 opét prvocislo.

Nyni ukdzeme, Ze v mnoziné vSech prirozenych ¢isel jsou libovolné dlouhé tiseky, neobsahujici zadné prvocislo.

B.1.2 Tvrzeni At n > 1 je pfirozené ¢&islo. Potom existuje n po sobé jdoucich slozenych prirozenych cisel.

DUKAzZ. Definujme a1 = (n+1)14+2, a2 = (n+1)!+3,..., ap, = (n+ 1)+ (n+1). Je zfejmé, Ze ¢isla aq, ag, .. .,
a,, tvori posloupnost délky n po sobé jdoucich prirozenych ¢isel. Déle je zfejmé, Ze Cislo a; je délitelné ¢islem 2,
¢islo as je délitelné ¢islem 3, ..., &slo a,, je délitelné éislem n + 1. Zadné z ¢isel ay, .. ., a, tedy neni prvoéislo.

|
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184 Ptiloha B. Néco o prvocislech

B.1.3 Poznamka Piedchozi tvrzeni samoziejmé neiika, ze pro kazdé n existuje piesné n po sobé jdoucich
slozenych cisel. Lze snadno dokéazat nasledujici tvrzeni:

Je-li r > 1, pak neexistuje presné 2r po sobé jdoucich sloZenych cisel.

Pri dikazu lze postupovat sporem: pirepokladejme, ze po prvocislu pi nasleduje presné 2r po sobé jdoucich
slozenych cisel. Protoze py = 2 a p; = 3, musi byt prvodislo p; liché. To znamend, ze dalsi prvocislo v fadé,
¢islo pr+1, spliiuje rovnost pri1 = pr + (2r + 1). To ale znamend, ze piy1 je sudé &islo. To je spor, jediné sudé
prvocislo je pg = 2.

Nasledujici jednoduché tvrzeni ndm dava (velmi hruby) horni odhad velikosti n-tého prvocisla.

B.1.4 Tvrzeni At pg, p1,...je rostouci posloupnost vsech prvocisel. Potom pro kazdé n > 0 plati nerovnost
pn <27

DUKAzZ. Budeme postupovat silnym principem matematické indukce podle n.
Zakladni krok: n = 0. Protoze py = 2, je tvrzeni trividlni.

Indukéni predpoklad: predpokladejme, Ze plati pp < 22" pro vSechna 0 < k < n.

Uvazujme (n + 1)-ni prvoéislo p,1. Musi platit nerovnost

DPnt1 <Po-Pr-... Pn+1,
protoze prirozené ¢islo nalevo neni délitelné ani jednim z prvocisel pg, p1,..., pn. Podle indukéniho pred-
pokladu ale plati
Po-p1L-pmtl < 2022 22" 41
220+21++2n + 1 _ 22n,+1_1 + 1
_ % 92" <92
n 1 n
(Posledni nerovnost plyne z toho, ze 2 < 22 " tudiz 1 < 3 22 H.)
Ukazali jsme tedy, ze pp4+1 < 22",
Podle principu matematické indukce je tvrzeni dokazéano. |

Povsimnéme si, ze diikaz predchoziho tvrzeni vyuzival triku podobného jako dikaz lemmatu 2.1.3.
Hlavnim vysledkem o rozloZeni prvoéisel mezi vSemi pfirozenymi ¢isly je takzvana CebySevova' nerovnost
(véta B.1.6), ktery tvrdi, Ze prvoéisel mensich nez dané pfirozené ¢islo n je ,,p¥iblizné tolik“ jako hodnota zlomku

m, kde In(n) je piirozeny logaritmus ¢isla n. I kdyZ Ize ditkaz CebySevovy nerovnosti provést elementarnimi

prostfedky, je technicky pomérné naroény. Proto jej neuvadime a zdjemce odkazujeme napiiklad na kapitolu 35
knihy
= A. A. Buchstab, Teorija ¢isel, Uépedgiz, Moskva, 1960.

V tomto textu se zaméiime spiSe na nékteré bezprostfedni diisledky CebySevovy nerovnosti.
B.1.5 Definice Pro pfirozené ¢éislo n definujeme 7(n) jako pocet v8ech prvoéisel v mnoziné {0,...,n}.

B.1.6 Véta (CebysSevova nerovnost) FExistuji kladna realnd cisla A, B takovd, 76 0 < A <1aB >1a
plati nerovnost

pro vSechna n > 2.

IPafnutij Lvovi¢ Cebysev (1821-1894) byl velmi vyznamnym ruskym matematikem, ktery (kromé fady vysledkii z teorie &isel)
pracoval v teorii pravdépodobnosti a matematické analyzy.
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B.1.7 Poznamka Cebysev ve svém ditkazu z roku 1848 ukézal, Ze je mozné volit A = 0,921 a B = 1,106.
V pozdéjsich pracech bylo ukazano, Ze konstanty A a B lze volit jesté blize ¢islu 1.

Disledkem Cebysevovy nerovnosti je napiiklad pfesnéjsi odhad velikosti k-tého prvoéisla py,. I kdy# lze diikaz
nasledujiciho tvrzeni provést elementarnimi prostiedky, neuvadime jej.

B.1.8 Véta Existuji dvé kladné realné konstanty C, D takové, ze plati nerovnost
C-k-In(k) <py, <D-k-In(k)
pro vsechna k > 2.

Jednoduchym dtisledkem CebySevovy nerovnosti je fakt, Ze v kazdém ,dlouhém intervalu® pfirozenych ¢isel
lezi alespon jedno prvocdislo.

B.1.9 Véta Existuje kladna konstanta K takova, ze mezi ¢isly n, n > 2 a Kn vzdy lezi alespon jedno prvocislo.

B.1.10 Poznamka Silngjsi formulaci piedchozi véty je Bertrandova® véta (dokdzana v roce 1852 Cebysevem):
Jestlize n > 1, pak mezi n a 2n lezi vzdy alespon jedno prvodislo.

Nésledujici tvrzeni lze povazovat za asymptoticky tvar CebySevovy nerovnosti. Diikaz tohoto tvrzeni viak
pouziva metody komplexni analyzy a vybudovani tohoto aparatu by vyzadovalo delsi ¢as. Zajemce odkazujeme
napfiklad na kapitolu 19 knihy

= J. Bak a D. J. Newman, Complex Analysis, Springer-Verlag, New York, 1991.

B.1.11 Véta (O asymptotickém rozloZeni prvocisel) Plati

lim m(n) - In(n) _

n—s00 n

B.1.12 Poznamka Pfeformulovani véty pomoci definice limity déva: pro kazdé redlné e > 0 existuje ng takové,

Ze plati
w(n) - In(n
1—5<7() ()<1+6
pro vSechna n > ng.
n
Pro velka n lze tedy m(n) pfiblizné nahradit vyrazem m Pfesnéjsi nahrazeni dava véta, kterou dokazali
n(n

v roce 1896 Jacques Hadamard (1865-1963) a Charles Jean Gustave Nicholas de la Valleé-Poussin (1866-1962):

"odt
Pro velkd n lze w(n) priblizné nahradit hodnotou integrdlu | ——.
2 In(t)
Dalsi metodou pro porovnani rozlozeni néjaké mnoziny A kladnych pfirozenych ¢isel mezi vSemi pfirozenymi
o0
Cisly je porovnani nekonec¢né fady g — s divergentni harmonickou fadou E —. Lze fici, ze mnozina A je
a n
acA n=1

1
,velka“, pokud fada Z — také diverguje. V tomto smyslu je naptiklad mnozina A = {n? | n > 1} mal4, protoze
acA

o0
fada g — Jje konvergentni. UkdZeme, Ze mnozina vSech prvocisel P je velka.
n

n=1

B.1.13 Véta Rada )
pGIF’p

je divergentni.

2Joseph Louis Frangois Bertrand (1822-1900) pracoval v teorii &isel, diferencidlni geometrii a teorii pravdépodobnosti (znamy
je Bertrandiv paradoz).
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o0
DUKAZ. Podle integralniho kritéria konvergence fad je nekone¢né fada Zm divergentni.
Lo 1 "
Podle véty B.1.8 existuje konstanta D takova, ze — > — - —————— pro k > 2. Tudiz podle srovnavaciho
Pk D k- ln(k)
1
kritéria pro konvergenci fad je fada Zf divergentni. |

peP

B.2 Prvodisla specialniho tvaru
Jednoduché modifikace dikazu lemmatu 2.1.3 dava nasledujici tvrzeni:
B.2.1 Lemma Existuje nekonec¢né mnoho prvocisel tvaru 4n + 3.

DUKAZ. Nejprve si uvédomme ndsledujici jednoduché tvrzeni:

(*) Kazdé prvocislo vétsi nez 2 je tvaru 4t + 1 nebo 4¢ + 3.

Pfedpokladejme, Ze vSech prvodisel tvaru 4n + 3 je pouze koneéné mnoho a at pi, ..., pr je jejich uplny
vycet. Oznac¢me x =py - ... - pk.

Cislo 4z — 1 je vét3i nez 1 a musi mit ve svém prvociselném rozkladu alespoii jedno prvoéislo p tvaru 4t + 3.
(Uvazujte v Z4.) Tudiz prvodislo p je jednim z &isel py, ..., pg, specidlné p > 3.

Cislo p tedy déli ¢islo x a soucasné déli éislo 4 — 1. Existuji tedy piirozena éisla a a b takové, ze t = p-a a
4x — 1 = p - b. Odeétenim ¢tyfnasobku prvni rovnosti od druhé dostdvame —1 = p - (b — 4a). To je spor s tim,
ze p > 3. [ |

B.2.2 Poznamka Piedchozi lemma samoziejmé nefrikd, Ze vSechna Cisla tvaru 4n + 3 jsou prvocisla. Zvolte
napfiklad n = 3, potom 4n + 3 = 15, coz je slozené ¢islo.

Lemma je specidlnim piipadem Dirichletovy® véty z teorie ¢isel: jsou-li a, b nesoudélnd piirozena ¢isla, pak
existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru a - n + b. Obecny dikaz Dirichletovy véty je technicky velmi narocny,
a proto jej neuvadime.

Podobnym zpusobem jako v lemmatu B.2.1 Ize vSak ukazat dalsi specidlni pfipad Dirichletovy véty: ezistuje
nekonecné mnoho prvoéisel tvaru 6n + 5. (Navod: Definujte ¢islo z podobné jako v dikazu lemmatu B.2.1.
Ukazte, Ze existuje prvocislo tvaru 6n + 5 takové, ze p déli ¢isla © a 6x — 1.)

Nasledujici lemma ukazuje, ze napfiklad zadné ¢islo tvaru 100™ — 1 neni prvocislo.
B.2.3 Lemma At a, n jsou pfirozena ¢isla, n > 2. Je-li ¢islo tvaru a™ — 1 prvodislo, pak a = 2 a n je prvodislo.
DUKAZ. Protoze n > 2, mizeme psat n = k+ 1, k > 1. Déle plati (Ize snadno dokdzat indukei)
a"—1=ad"t 1" =(a—1)- (" + "+ Fal 1),

Protoze predpokladédme, ze a™ — 1 je prvocislo, musi byt a — 1 = 1, neboli a = 2.
Predpokladejme, ze n neni prvocislo, tj. existuji pfirozend ¢isla u, v takova, Ze n = v-v a l < u < n,
1 < v < n. Potom plati

on 1 = QU _ (wv — (2u)v o (1u)v _ (2u o 1u) 3 ((Qu)vfl + (2u)v72 4+ Qu + 1)

Protoze predpoklddame, ze 2™ — 1 je prvocislo, musi byt 2* — 1* = 1, neboli v = 1. To je spor s nasi volbou
cisla u. n

30 Gustavu Lejeune Dirichletovi (1805-1859) se fika, ze byl prvni, kdo dokonale porozumél knize Disquisitiones Arithmeticae
od Karla Friedricha Gausse. Kromé teorie ¢isel pracoval Dirichlet v analyze a po ném pojmenovany Dirichletuv princip se pouziva
v kombinatorice.
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B.2.4 Poznamka Cisla tvaru 2” — 1, kde p je prvocislo, se nazyvaji Mersennova® ¢isla. I kdyz fada Mersen-
novych ¢isel jsou opravdu prvocisla, neni tomu tak pro kazdé Mersennovo ¢islo. Napriklad pro p = 2,3, 5,7 jsou
piislusna Mersennova ¢&isla prvoéisla. Cislo 211 — 1 je vsak &islo slozené.

Nejvétsi dosud® zndmé Mersennovo prvoéislo je éislo

232 582657 _ 1

Toto Mersennovo prvoéislo ma 9 808 358 cifer a jde dokonce o nejvétsi dosud zndmé prvocislo (ke dni 16. 6. 2007).

Cislim tvaru 2" 4 1 se ¥ikd Fermatova ¢isla. Pro nékteré hodnoty n méa 2" + 1 prvoéiselnou hodnotu.
O takovych prvocislech lze dokazat nasledujici tvrzeni.

B.2.5 Lemma Aft ¢islo 2" + 1 je prvocislo. Potom je bud n = 0 nebo n = 2 pro néjaké k > 0.

DUKAz. Pfedpokladejme, Ze n > 2. Stadi ukazat, ze kazdy délitel éisla n je sudy.
Predpokladejme, ze ¢islo n ma lichého délitele d > 1. Potom plati

2" 4 1= (2% +1). (280D _9i(=2) 4 _ 9% ;1)

Protoze n > 3 (pfedpokladdme existenci lichého délitele) a protoze d > 1, je ¢éislo 2™ + 1 slozené. [ |

Pierre de Fermat zformuloval hypotézu, Ze kazdé ¢islo tvaru 22" 41 je prvocislo. Tuto hypotézu ovSem
vyvratil v roce 1739 Leonard Euler: ukazal, Ze ¢islo 22" 41 je slozené. Déle ukazal, ze kazdy délitel cisla 2" + 1
musi byt tvaru 25Dt 1+ 1 pro néjaké ¢.

Fermatova prvocisla souvisi s llohou konstrukce pravidelnych mnohothelnikt s pouzitim kruzitka a pravitka.
Karl Friedrich Gauss dokazal, Ze pravidelny n-thelnik lze sestrojit pomoci pravitka a kruzitka praveé tehdy, kdyz
n je tvaru

2% p1-..opy

kde pi, ..., p, jsou navzdjem ruzna Fermatova prvocisla. Nelze tedy, napfiklad, pomoci kruzitka a pravitka
sestrojit pravidelny sedmithelnik. Mezi prvnimi tisici pfirozenymi ¢isly existuje pouze 54 ¢isel n, pro ktera lze
kruzitkem a pravitkem sestrojit pravidelny n-thelnik.

Problémy okolo Mersennovych a Fermatovych prvocisel nastoluji otazku, zda existuji funkce, jejichz hodnoty
jsou vzdy prvocisla. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze zadny polynom takovou funkci byt nemtze.

B.2.6 Tvrzeni Predpoklddejme, Ze polynom P(x) mé celoéiselné koeficienty. Potom existuje celé ¢islo a takove,
Ze P(a) je slozené ¢islo.

DUKAZ. Oznaéme P(z) = a,2™ + ap_ 12" L+ ...+ ap+, kde &isla ay, ..., ag jsou celd, a,, # 0. Pokud je kazd4
hodnota polynomu P(z) sloZené ¢islo, neni co dokazovat. Pfedpoklddejme tedy, Ze pro néjaké celé ¢islo k je
hodnota P(k) prvodislo.

Potom existuje prirozené ¢islo ¢ > 1 takové, ze k + tp > 1 a plati P(k + tp) # p. To vyplyva z toho, Ze
polynom stupné n miize mit hodnotu p nanejvys v n riznych bodech. Rozvitime nyni P(k + ¢p) do Taylorovy
rady

P(k +tp) = P(k) + citp + c2(tp)® + ... + co(tp)™

Potom p déli P(k + tp) a tudiz ¢islo a = k + tp je sloZené. |

Existuji funkce, jejichZ hodnoty jsou pouze prvodisla, predchozi véta jen naznacuje, ze jde o slozité funkce.
Napftiklad v ¢lanku

ww W. H. Mills, A Prime-representing function, Bulletin AMS 53 (1947), 604

4Marin Mersenne (1588-1648), ¢len fadu Minimai, je autorem fady knih o matematice, fyzice, hudbé a akustice. Mersenne cile
korespondoval s fadou evropskych védcu své doby a je zndm i pro svou obhajobu René Descarta a Galileo Galilea pfed nabozenskymi
kritiky.

50bjeveno 4. zaii 2006 Stevenem R. Boonem a Curtisem Cooperem.
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je ukazana existence realného Cisla A takového, Ze ¢islo
[4%"]

je prvocislo pro vSechna pfirozena ¢isla n > 1. W. H. Mills ukézal pouze existenci, nikoli hodnotu, ¢isla A.
Navic, konstanta A neni jednozna¢né uréena: pokud vyhovuje hodnota A, potom i hodnoty A3, A%, ... vyhovuji
Millsovu vysledku. V soucasnosti panuje domnénka, Zze nejmensi hodnotou ¢isla A je ¢islo

1,306 377883863080...,

ktera je oznacovana jako Millsovo ¢islo. Paradoxem je, Ze pro urceni hodnoty Millsova ¢isla je zapotiebi znat
dostatecné mnozstvi prvocisel, takze pro praktické ucely je Millsiv vysledek nepouzitelny.
bezpecénych Sifrovacich kli¢t je nutné znat velkd prvocisla a pfi kryptoanalyze pak je pak dulezité umét zjistit
prvociselny rozklad velkého ¢isla.

Testam prvociselnosti a faktorizaénim algoritmim jsou vénovany dalsi dva odstavce.

B.3 Elementarni testy prvodiselnosti

Zaméfime se na otazku zjisténi prvociselnosti. Prvni test je jednoduchy a dobfe znamy, jde o test prvociselnosti
hrubou silou (viz napiiklad piiklad 3.6.1).

B.3.1 Véta Jestlize pfirozené ¢islon > 1 neni délitelné ani jednim prvocislem mensim nebo rovnym /n, potom
n je prvocislo.

DUKAzZ. Predpokladejme, Ze n je sloZené ¢islo. Existuji tedy pfirozend ¢isla a a b takové, zen = a-bal < a < n,
1<b<n.

Cisla a, b nemohou byt obé soucasné vétsi nez /n, protoze pak by jejich soucin byl vétsi nez n. Predpokla-
dejme tedy, Ze plati napiiklad a < y/n.

Protoze a > 1, existuje prvocislo p takové, ze a je délitelné ¢islem p. Potom i ¢islo n je délitelné ¢islem p.
Protoze ziejmé p < a < \/n, dostdvame spor s predpokladem véty. |

Modifikace piedchozi véty je zndma jako Eratosthenovo® sito; jde o algoritmus, ktery pro pevné piirozené
¢islo n > 2 nalezne postupné vSechna prvocisla mezi ¢isly 2 a n.

B.3.2 Véta (Eratosthenovo sito) Oznacme jako p1, ps, ...rostouci posloupnost vSech prvocisel. At n > 2
je prirozené c¢islo. Potom plati:

1. At'r > 1 je piirozené ¢islo. Jestlize v mnoziné {2,3, ..., n} zasSkrtneme vSechny nasobky prvnich r prvodisel
P1,- -+, Pr, potom nejmensi nezaskrtnuté cislo je prvocislo.
2. At r > 1 je pFirozené ¢islo takové, ze plati p,. < \/n < p,y1. Jestlize v mnoziné {2,3,...,n} zaskrtneme

vSechny nasobky prvnich r prvocisel p1,...p,, potom vSechna nezaskrtnuta c¢isla tvoii pfesné mnozinu
vSech prvocisel p takovych, Ze \/n < p < n.

DUKAzZ. Ziejmé plati nasledujici dvé podminky:

1. Kazdé slozené ¢islo a v mnoziné {2, 3,...,n} je délitelné nékterym prvoéislem mensim nez a. Jestlize ¢islo
a neni délitelné zadnym prvocislem mensim nez a, pak a je prvocislo.

2. Kazdé slozené ¢islo a takové, ze /n < a < n je podle véty B.3.1 délitelné alespoii jednim prvodcislem p,

pro které je p < y/a. Toto prvoéislo p je vak jednim z prvoéisel py, ..., p,. Cislo a tedy bude vyskrtnuto.
Prvodisla p takova, ze p > /n nejsou délitelnd ani jednim z prvocisel pi, ..., p, — tudiZz nebudou
vyskrtnuta.

6Eratosthenes (276-194) byl ucitelem syna Ptolemaia II. v Alexandrii a pozdéji se stal hlavnim knihovnikem ve zndmé alexan-
drijské knihovné. Je znam i svym meéfenim velikosti obvodu zemé. Podle Eratosthena ma zemé obvod dlouhy 250 000 stadiont, coz
je priblizné 40 000 km (to je vynikajici aproximace skute¢né hodnoty). Eratostentiv zptisob méfeni je vSak zatizen mnoha chybami,
snad nejzajimavéjsim faktem je to, Ze méfeni se opird i o odhadovanou primeérnou rychlost karavany velbloudi. O tspésich staro-
veké astronomie piSe velmi zajimavé Thomas S. Kuhn (1923-1996) v knize The Copernican Revolution — Planetary Astronomy
in the Development of Western Thought, Harvard University Press, 1977.
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Proto je postup Eratosthenova sita korektnim algoritmem. |

Elementarni testy prvociselnosti, které v dalsim zminime, jsou zaloZeny na malé Fermatové vété (véta 3.4.7).
Pro pohodli pfipomenme jeji znéni:

B.3.3 Véta (mala Fermatova véta) At p je prvocislo. Potom pro libovolné celé ¢islo a nesoudélné s p plati
a?t=1 v Zy,

Eulerovo zobecnéni malé Fermatovy véty iké, Ze pro viechna &sla a nesoudélné s n plati rovnost a?(™ =1
v Z,. Exponent ¢(n) ale nemusi byt nejmensi ¢islo s, pro ktery rovnost a® = 1 v Z,, plati.

Nejmensimu takovému exponentu fikdme 7dd a v Z,, a zna¢ime jej ord(a,n). Je ziejmé, ze ord(a,n)|p(n).

Nésledujici tvrzeni dok4zal Frangois Edouard Anatole Lucas (1842-1891)" v roce 1876. Lze jej pouzit jako
test prvociselnosti.

B.3.4 Tvrzeni At n > 1. Pfedpoklddejme, Ze existuje piirozené ¢islo 1 < a < n — 1 takové, Ze plati
1.a" ' =1vZ,.
2. a®* #1 v Z, pro vSechna s € {1,2,...,n — 2}.
Potom n je prvocislo.
DUKAzZ. Stadi ukéazat, Zze ¢(n) = n — 1. K tomu sta¢i ukdzat, ze v Z,, existuje ¢islo a, 0 # a # 1, fddu n — 1.

Existenci takového ¢isla ale predpokladame. |

V roce 1891 Lucas pfedchozi test vylepsil. Néasledujici tvrzeni mé stejny dtkaz, jako tvrzeni B.3.4.

B.3.5 Tvrzeni At n > 1. Pfedpoklddejme, Ze existuje prirozené ¢islo 1 < a < n — 1 takové, ze plati

1.a"'=1v2Z,.

s vz

2. a®* #1 v Z, pro vSechna s € {1,2,...,n — 2}, kterd déli ¢islon — 1.
Potom n je prvocislo.

Nasledujici algoritmus je jednim z nejlepsich zptsobi, kterym lze rozhodnout, zda velké liché ¢islo n je
slozené.
Protoze n je liché mizeme psat
n—1=2°%-¢

kde t > 1 je liché ptirozené ¢islo. Zvolme nyni ndhodné ¢islo a takové, ze plati 1 < a < n— 1. Nejprve spocitame
mocninu z = a® v Z,, (algoritmem opakovanych ¢tvercii — viz piiklad 3.4.16). Potom opakovand mocnime z na
druhou, dokud nedostaneme 22" = a" 1 v Z,:

z, 2%, 2%, ..., 2% =a (B.1)
Pripomenme, ze pokud n skuteéné je prvocislo, pak plati:

1. 22 =a" ' =1v Z,. To je tvrzeni malé Fermatovy véty. (Protoze plati 1 < a < n —1, jsou jisté n a a
navzdjem nesoudélna ¢isla.)

2. Pokud vSechny mocniny v (B.1) nejsou v Z,, rovny 1, pak prvni hodnota 1 v (B.1) je pfedchazena hodnotou
n — 1. To plyne okamzité z néasledujiciho tvrzeni:

B.3.6 Tvrzeni At p je liché prvocislo. Pak rovnice x? = 1 m4 v Z, pouze dva (r1izné!l) kofeny: z1 =1 a
Tg=—-1=p—1.

TKromé vysledki z teorie &isel (v roce 1876 napiiklad dokazal, ze 2127 — 1 je prvocislo) je Lucas znam i svymi ptispévky k teorii
algoritmu, snad nejznaméjsim je jeho analyza problému Hanojskych vézi, viz cvieni 1.6.21. Lucas zemrel na infekci zptisobenou
bizarnim incidentem: na banketu francouzské asociace pro pokrok ve védach byl pofezan upusténym talitem.
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DUKAZ. Predpoklddejme, Ze pro b v Z, plati b2 = 1. Potom 0 =% — 1 = (b—1) - (b+ 1), tudiz plati bud
b=1mnebo b= —1=p— 1, protoze Z, je téleso. |

Pokud ¢islo n spliiuje obé vyse uvedené podminky, fekneme, ze n splniuje silny Fermatuv test pri zdkladu a.

B.3.7 Véta Pokud cislo n nespliuje silny Fermatiiv test pri zakladu a, jde urcité o slozené ¢islo. Pokud cislo
n tento test spliiuje, pak jde o prvodislo s pravdépodobnosti vétsi nez 75%.

Podle této véty tedy plati:
B.3.8 Milleruv-Rabinuv test prvociselnosti Pokud ¢islo n spliiuje silny Fermattv test pro & nadhodné

zvolenych ¢isel a, potom je pravdépodobnost toho, Ze n je prvocislo, vétsi nez 1 — Vi

1
Napriklad pro k£ = 20 je 1 — * (tedy ocekévany pocet slozenych ¢isel, kterd algoritmus jako slozend ¢isla

nerozpoznd) jedno ¢islo z 1012

B.4 Elementarni faktorizac¢ni algoritmy

V tomto odstavci zminime tii ,pravéké* faktorizacni algoritmy: postupné déleni, rozdil étverci a Pollardovu
p — 1 metodu. Moderni pouZivané faktoriza¢ni algoritmy pouzivaji matematicky aparat, ktery je zna¢né mimo
rozsah téchto poznamek, odkazujeme na seznam doplniujici literatury na konci kapitoly.

Nejjednodussim (a nejpomalej$im) faktorizacnim algoritmem je postupné déleni. Je zaloZzen na vété B.3.1.

B.4.1 Postupné déleni Chceme-li faktorizovat ¢islo n, délme jej postupné pfirozenymi ¢isly p spliujicimi

2 < p < +/n a spoctéme zbytek pii déleni.

Prestoze ma algoritmus postupného déleni exponencialni slozitost, ukazuje se byt pomérné rozumnou volbou
pro ¢&isla mensi nez 1012,
Dalsim, velmi starym faktoriza¢nim trikem je nalezeni dvou ¢isel a a b spliujicich rovnost

=0 v7,

protoze potom plati rovnost
a> v =(a—-0b)-(a+b)=0 v7Z,

a my mizeme (pro modul protokolu RSA) postupovat nésledovné:

B.4.2 Faktorizace rozdilem ¢tvercui  Budeme pfedpoklddat, Zze n je souéin dvou nezndmych rdznych
prvocisel p a ¢ a Ze jsme nalezli ¢isla a a b splitujici rovnost a?> = b? v Z,. Pak spoc¢tenim d = ged(a — b, n)
nalezneme jedno z prvocisel p, q, s pravdépodobnosti %

Vsimnéme si, ze faktorizace rozdilem ¢tverci je pravdépodobnostni algoritmus. Divodem je to, Ze s pravdé-
podobnosti i nastane pravé jedna ze ¢ty moznosti:

1. pdélia—b a q déli a+b.
2. pdélia+bagqdélia—b.
3. pigdéli a—b, ale ani p ani ¢ nedéli a + b.
4. piq déli a+ b, ale ani p ani ¢ nedéli a — b.
Spocitame-li d = ged(a — b, n), potom vyse uvedené piipady pfejdou na pi¥ipady
1. d=p.
2. d=gq.
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3. d=n.
4. d=1.

a tudiz s pravdépodobnosti % nachézime jedno z prvocisel p, q.

Problémem je samoziejmé najit ¢isla a a b, které faktorizace rozdilem ¢tverct vyzaduje (srovnejte s dikazem
lemmatu 3.6.2). Viz také cviceni B.5.6.

Pollardova p — 1 metoda je vylepSenim metody postupného déleni. Funguje vSak pouze pro ¢isla urcitého
typu a my ji zformulujeme opét pouze pro moduly protokolu RSA, tedy pro ¢isla, kterad jsou sou¢inem dvou
riznych prvocisel.

Nejprve zavedeme nasledujici technicky pojem:

B.4.3 Definice Af b je piirozené ¢islo. Rekneme, Ze piirozené ¢islo n je
1. b-hladké,® kdyz kazdé prvocislo z prvoéiselného rozkladu n je mensi nez b.
2. b-superhladké,” kdyz kazd4 mocnina prvoéisla, ktera déli n, je mensi nez b.

Ziejmé je kazdé b-superhladké ¢islo také b-hladké. Uvedme ptiklad:

B.4.4 Piiklad Cislo
n = 3361494409216 = 213 . 177

je 18-hladké, protoze kazdé prvoéislo z jeho prvociselného rozkladu je mensi nez 18. Cislo n je 410338 674-
superhladké, protoZze plati 213 = 8192 a 177 = 410338673, takZe viechny mocniny 2 a vSechny mocniny 17,
které déli n, jsou mensi nez 410338 674.

Jednoduchym pozorovanim, které plyne z definice, je néasledujici:

B.4.5 Lemma Cislo n je b-superhladké pravé tehdy kdy# ¢islo n déli faktorial &isla b.

DUkAzZ. At n = pi* - ... - pI' je prvociselny rozklad ¢isla n. Pak plati pi'* < (b+ 1) pro viechna i =1,...,r
pravé tehdy, kdyz n déli soucin vSech ¢isel od 1 do b. |

B.4.6 Pollardova p— 1 metoda Chceme faktorizovat ¢islo n, které je souc¢inem neznamych riznych prvocisel
p a q. Pfredpokladejme, ze vime, Ze p — 1 je b-superhladké ¢islo a ze ¢ — 1 neni b-superhladké ¢islo pro néjaké
(ndm znédmé) éislo b.

Spoéteme a = 2" v Z,, a d = ged(a — 1,n). Pokud neplati ani d = 1 ani d = n, je d = p.
DUKAz. Podle lemmatu B.4.5 existuje k tak, ze bl = (p— 1) - k. Z malé Fermatovy véty tedy dostdvame rovnost
a=2"=@2r Y =1v7,

Déle plati a # 1 v Z4: to ale plyne okamzité z toho, Ze ¢ — 1 neni b-superhladké.

Ukazali jsme tedy, Zze p déli a — 1 a soucasné ¢ nedéli a — 1. Proto pro d = ged(a — 1, n) plati bud d = 1 nebo
d =n nebo d = p. |

Pollardovu p — 1 metodu ukazeme na Skolnim prikladu.

B.4.7 Priklad Faktorizujme modul RSA n = 812423 a piedpokladejme, Ze ¢islo b je 26.
Spoéitame a = 226' = 84081 v Zgi2403 a d = ged(a — 1,n) = ged(84 080, 812423) = 1051.
To ndm davéa hledanou faktorizaci
812423 =1051-773

Nevyhodou Pollardovy p — 1 metody je nutnost odhadnout ¢islo b tak, aby byly splnény piedpoklady této
metody. V aplikacich se ¢asto voli b ~ (logn)* pro n&jaké k.

8V angli¢tiné b-smooth.
9V angli¢tiné b-power smooth.
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B.4.8 Poznamka Diky Pollardové p — 1 metodé se ¢asto doporucuje, aby prvodisla p, ¢, pouzitd pfi tvorbé
klice ucastnika RSA, spliiovala rovnosti

p—1=2p; a qg—1=2q

kde p; i g1 jsou prvocisla.

Soucdin takovych prvocisel p, ¢ je totiz odolny proti Pollardové p—1 metodé: spliiuji-li (bez jmy na obecnosti)
prvocisla p; a ps nerovnost p; < ¢1, pak je nutné volit b alespon tak velké, jako p; + 1 a pro velkd prvodisla p,
q se tak Pollardova p — 1 metoda stava velmi zdlouhavou.

B.5 Cviceni

B.5.1 Cviceni Spoctéte 13# + 1 (pro definici primoridlu p# viz stranu 183) a vyslednou hodnotu oznadte m.
Ukazte, ze m je slozené ¢islo.

a hodnotu a porovnejte vysledky

100
100
B.5.2 Cviceni Spoc¢téte (numerickou metodou) integrél /2 (D) In(100)

s hodnotou 7(100) = 24.

B.5.3 Cviceni Ukazte, Ze Mersennovo ¢islo 2! — 1 je slozené.

B.5.4 Cviceni Ukazte, ze Fermatovo ¢islo 22" 41 je slozené.

B.5.5 Cviceni Ukazte, ze ¢islo 2047 spliiuje Fermattv test pii zakladu 2. Je 2047 prvocislo?

B.5.6 Cviceni Ukazte, Ze liché ¢islo n 1ze faktorizovat rozdilem ¢tverctt nasledujicim zpisobem: prohledejte
(kone¢nou!) posloupnost ¢isel

2
1
2 —n, (t+1)%-n, (t+2?%*-n, (t+3)?—n, 7(n—21— ) -n

kde t je nejmensi prirozené ¢islo vétsi nez /n a hledejte v této posloupnosti &islo tvaru b?. Pokud plati rovnost
(t+1)% — n = b?, miizete faktorizovat n rozdilem &tverctl.
Tento algoritmus vzdy skonci, protoze plati rovnost

(5) =)

ze které obdrzite trividlni faktorizaci n =1 - n.

B.5.7 Cviéeni Ukazte, Ze v Zgo77 plati rovnost 812 = 222 a vyuzijte ji k faktorizaci ¢isla 6 077.

B.5.8 Cviceni Predpokladejte, Zze n = p-q, kde p a ¢ jsou rtizné prvocisla. Definujte v Z,, rekurentné posloup-
nost ap = 2, ap+1 = as + 1.

1. Ukazte, ze pokud pro rtzna k, ! plati rovnost ax = a; v Z,, pak lze n (s vysokou pravdépodobnosti)
faktorizovat spoéitanim ged(ag — ag,n).

2. Ukazte, ze riiznd k, I, pro kterd plati rovnost ar = a; v Z,, musi existovat.

Na zakladé téchto fakt navrhnéte faktorizaéni algoritmus. (Rika se mu Pollardova p metoda.)

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:

v Prvodisla jsou mezi pFirozenymi ¢isly rozlozena pomérné husté (Bertrandova véta). Dovedeme také (asympto-
ticky) uré¢it pocet prvocisel mensich nez dané piirozené ¢islo (Cebysevova nerovnost).

v Testy prvociselnosti a faktoriza¢ni algoritmy, které jsme zatim schopni vysvétlit, jsou pomérné tézkopadné.
Pro moderni algoritmy je tfeba znat vice teorie!
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Doplnujici literatura

Studiem vlastnosti prvoéisel (a problémy tykajici se pfirozenych ¢isel) se zabyva matematicka disciplina nazvand
teorie cisel. Existuje fada knih o teorii ¢isel, ve kterych lze predchozi vysledky nalézt. Elementarnim zptsobem
o zakladech teorie ¢isel pojednava napriklad kniha

w K. Rosen, Elementary Number Theory and Its Applications, Addison-Wesley, New York, 2005
Vlastnostem prvocisel, velkym prvocislim a jejich nékterym aplikacim je vénovana napiiklad stranka
= http://www.utm.edu/research/primes

ze které jsme Cerpali informace o nejvétsich dosud znamych prvocislech.
Obsahlym a vynikajicim tiSténym zdrojem informaci o prvocislech je kniha

= P. Ribenboim, The New Book of Prime Number Records, Springer-Verlag, New York, 1996

V soucasnosti je atraktivni aplikaci vlastnosti prvocisel tvorba sifrovacich protokold. O mozné doplnujici litera-
tufe k Sifrovani se informujte v kapitole 3.

O modernich a rychlych testech prvoéiselnosti a faktorizac¢nich algoritmech (naptiklad Number Field Sieve)
se lze docist napiiklad v knihach

= N. Smart, Cryptography: An Introduction, McGraw-Hill, 2003
w K. Rosen, Elementary Number Theory and Its Applications, Addison-Wesley, New York, 2005
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