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Uvod

Existuje teorie, kterd tvrdi, Zze kdyby jednou nékdo
ptisel na to, k ¢emu vesmir je a proc¢ tu je,vesmir by
okamzité zmizel a jeho misto by zaujalo néco jesté
mnohem bizarnéjsiho a nepravdépodobnéjsiho.

Existuje jina teorie, ktera tvrdi, Ze uz se to stalo.

Douglas Adams, Stopativ privodce po Galazii

Text, ktery zacinate ¢ist, by mél poslouzit jako doplnék pro predméty Matematickd logika pro prvni ro¢nik a
Diskrétni matematika a logika pro druhy roc¢nik. Cilem predmétu je podat zédklady matematické logiky, potfebné
ke studiu computer science. Samoziejmé, ze nebylo mozné postihnout vSechny aspekty moderni matematické
logiky, bylo nutné se fidit sylabem ptednésky. V této tvodni kapitole je tudiz struc¢né popsano, co lze v textu
nalézt a co vSechno v ném chybi. Toto je prvni varianta textu. Proto pfivitam jakékoli reakce.

Text je zverejnén jako ,klikaci PDF“, tj. jako soubor s hypertextovymi odkazy. Piesto nejde o ,klikaci knihu“,
takovy text bych psal a fadil Gplné jinak. Hypertextové odkazy jsou vytvofeny jen pro zpiijemnéni prohlizeni
elektronické podoby dokumentu.

Podé&kovani. Rad bych podékoval studentkdm a studentim Diskrétni matematika a logika zimniho semestru
2006 za pripominky k nékterym castem textu. Za pripadné chyby, které v textu presto zlstaly, nesu ovSem
plnou odpovédnost ja sdm. K napsani byl pouzit systém IXTEX Lesliecho Lamporta, hypertextové odkazy byly
vytvoreny balikem hyperref Sebastiana Rahtze a Heiko Oberdiek, obrazky byly nakresleny pomoci maker Xy-pic
Kristoffera H. Rose a Rosse Moorea.

Pfeji Vam prijemnou c¢etbu.

Jif{ Velebil
V Praze, v ¢ervenci 2007

Co v textu je

I kdyz je text psany systémem definice, véta, dikaz, je v textu fada ptikladu, které teoretické pojmy ilustruji
na praktickych problémech. Na konci kazdé kapitoly potom je fada cviceni. Pokud pfi ¢teni narazite na znacku

4

zvolnéte: tak je oznaceno néco, co si vyzaduje Vasi pozornost. V kazdé kapitole na konci je také seznam mozné
doplnujici ¢etby. V Zddném pripadé nejde o literaturu povinnou. VSechny definice, tvrzeni apod. jsou pribézné
¢islovany a znackou B je oznacen konec diikazu. Na konci textu je rejstiik.

V textu jsou casto i historické odbocky a poznamky, které bezprostfedné s probiranou latkou nesouvisi.
Ucelem bylo ukazat, ze matematika je jedna velka stavba, kterou stavi lidé z masa a kosti, neni to jen sbirka
poucek z prednések.

V kapitole 1 se seznamime velmi neformalné s pojmy jako definice, véta a dikaz. Tyto pojmy jsou zaklad-
nimi prvky kazdého matematického textu. Vysvétlime jak definice psat a co je véta a jeji dikaz.

Jiri Velebil: Logika 3 30. cervence 2007



4 Uvod

Text z matematické logiky zacina v kapitole 2 zavedenim syntaze a sémantiky vyrokové logiky. Vyrokova
logika je zavedena jako forma&lni jazyk. Budeme studovat syntaktickou analyzu formuli a otdzky sémanticke
ekvivalence a sémantického disledku.

V kapitole 3 zavedeme dalsi formalni jazyk: jazyk predikdtové logiky. Predikatova logika ma veétsi vy-
jadfovaci schopnost nez vyrokova logika. Toho je dosaZeno predevsSim praci s proménngmi a kvantifikdtory.
Sémantika predikatové logiky je pak podana zptisobem, ktery velmi pfipomina standardni denotaéni sémantiku
imperativniho programovaciho jazyka.

Kapitola 4 je vénovana resolucnim algoritmum ve vyrokové a predikatové logice. Resoluéni princip je
algoritmus, ktery syntakticky zpracovava sémantické disledky. Vysvétlime myslenky zéakladnich resoluénich
algoritmi, rafinovanéjsi resolu¢ni algoritmy v textu zminény nejsou.

Konec¢né v kapitole 5 se zminime o pomérné sloZitém problému formalizace ¢eskiyjch vét v jazycich vyrokové a
predikatové logiky. Formalizace totiz vyzaduje dokonale rozumét prirozenému jazyku. Nékteré jednoduché ceské
véty vsak umime formalizovat snadno a to se v textu nauc¢ime. Tato dovednost je uzitecna tehdy, kdyz hodlame
komunikovat s formalnimi systémy (v programovéani a umélé inteligenci).

V textu o logice je nutné zminit i nékteré pojmy naivni teorie mnozin. To je udélano v dodatcich A a B.
Zminime se o naivnim pojmu mnoziny a zakladech teorie mohutnosti mnozZin.

Co v textu neni

V textu nejsou zninény pojmy syntaktického dusledku ve vyrokové a predikatové logice. Syntakticky disledek
formalizuje pojem dukazu v logice. Syntakticky dusledek vysvétleny pomoci pravidel pFirozené dedukce je
podan ve skriptu

1 M. Demlova a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997
V knize
= A. Nerode a R. A. Shore, Logic for Applications, Springer, New York, 1997

je sémanticky disledek realizovan systémem tspé&sSnych tabel.
Se syntaktickym dusledkem jsou tzce spjaty pojmy aplnosti a netiplnosti logik. O téch se je mozno dodist
ve vynikajicich knihach

ww D. R. Hofstadter, Gddel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid, Basic Books, New York, 1979
w R. Smullyan, Gddels’s Incompleteness Theorem, Oxford University Press, 1992

O Zivoté brilantniho logika Kurta Gédela (a samoziejmé o jeho nejzndméjsim vysledku, vété& o netiplnosti)’
pojednava kniha

ww R. Goldsteinové, Neuplnost — Dikaz a paradox Kurta Gdédela, Argo + Dokofén, Praha, 2006

Logika souvis{ s formalnim myslenim. Otdzku, zda mohou poéitaée myslet (a co by to vitbec mélo zname-
nat), probiraji naptiklad knihy

= R. Penrose, Emperor’s New Mind: Concerning Computers, Minds and The Laws of Physics, Oxford
University Press, 1989

= R. Penrose, Shadows of the Mind: A Search for the Missing Science of Consciousness, Vintage Books,
1995

V téchto dvou knihéach je diiraz kladen na analjzu Churchovy-Turingovy teze’ a Gédelovy véty o net-
plnosti. Pokud mate radéji knihy vice filosofické, pak kniha

1Véta brnénského roddka Kurta Godela (1906-1978), dokadzand v roce 1931, patii k nejzajimavéjsim vysledkiim v matematice
20. stoleti. Zhruba fedeno Fika, ze kazdy slozity systém (slozity=umoziujici aritmetiku p¥irozenych ¢isel) obsahuje véty, které jsou
pravdivé, ale nedokazatelné. Zajimavé je, Ze pro ditkaz své véty Godel vlastné diuvtipné formalizoval analogii Epimenidova paradozu
popisovaného naptiklad v Bibli (List Titovi, 1, verSe 12-13): Jeden z nich, jejich vlastni prorok, tekl: ,Krétané jsou sami lhdvi, zld
zvitata, lenivd bricha.“ A je to pravdivé svédectvi. Godeluv diukaz umoznuje sestavit analogické tvrzeni: Jsem nedokazatelnd véta.

2Tato teze zhruba tvrdi, Ze vSechny modely pojmu algoritmus jsou navzajem ekvivalentni. Pojmenované je podle matematikii
Alonza Churche (1903-1995) a Alana Mathisona Turinga (1912-1954). Oba pany je pravem mozno povazovat za jedny z otci
moderni computer science. Alonzo Church vymyslel \-kalkulus, ktery je teoretickym zakladem funkciondlnich programovacich
jazykid, jakym je napriklad Lisp, MIRANDA nebo HASKELL. Alan Turing v konceptu Turingova stroje popsal abstraktné, co je to
programovatelny poditac. Obé prace vysly v roce 1936.

30. cCervence 2007 Jiri Velebil: Logika



Uvod 5

= D. C. Dennet, Consciousness Explained, Penguin Books, 1993

je pro Vés tim pravym.

Poznamka ke zkouskam

Pro YO1MLO: Tento text nejde do vSech podrobnosti, které budou na prednaskach odpfedneseny. Informujte
se o tématech a hloubce probrani téchto témat u pfednésejici/ho. Standardni uéebnici pro pfedmét YOIMLO
je skriptum

1w M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997
Jak zkouska z X01DML, tak zkouska z YOIMLO nebude jen z pocetni techniky. Méli byste na jisté trovni
byt schopni popsat i teoretické duvody, které zarucuji spravnost Vaseho feseni. Proto si zvyknéte ke kazdému

piikladu, ktery fesite, pfidat i drobny vysvétlujici komentar.
U zkousky budete definovat pojmy a vyslovovat a dokazovat tvrzeni. Prectéte si kapitolu 1.

Jiri Velebil: Logika 30. cervence 2007



Kapitola 1

Neformalni pojmy matematiky

Mozna to nebylo dilezité. Urcité to nebylo dilezité.
Nicméné to presto predstavovalo zdroj Hollyho
zmatkd.

Je to zdroj zmatku, pomyslel si. Potom premyslel,
jestli takovy obrat jako ,zdroj zmatka“ viibec exis-
tuje, nebo jestli si ho pravé vymyslel. Ani tohle ne-
védél. Ach ano, bylo to beznadéjné.

Rob Grant a Doug Naylor, Cerveny trpaslik

V této kapitole se neformalné sezndmime s pojmy, které budeme v dalsim textu pouzivat; totiz s pojmy
definice, véta a dikaz. Znovu podotykame, Ze tyto pojmy neformalizujeme. Nésledujici odstavce se tedy netykaji
jen matematické logiky, tykaji se jakékoli oblasti lidského zkoumani, ve které:

e hodlame pracovat s jasné zavedenymi pojmy,
e hodlame o téchto pojmech pronaset néjaka tvrzeni,

e hodlame o pravdivosti téchto tvrzeni korektnim zptisobem presvédcit své oponenty.

1.1 Definice

Definice je vymezeni pojmu, se kterym hodlame v budoucnu pracovat. Jakozto kazdé vymezeni pojmu, by kazda
definice méla obsahovat dvé ¢asti:

1. Ndzev zavadéného pojmu.
2. Charakteristickou vlastnost zavadéného pojmu.

V tomto odstavci vybudujeme pojem sudosti pfirozeného cisla. Zamérné budeme postupovat metodou po-
kust a omyla. Pokusime se tak ukazat, jakych chyb se lze pfi definovani pojmu dopustit. UkdZeme také, jaké
Spatné otazky si miuzeme pri definovani klast.

1.1.1 Definice Rekneme, Ze ¢islo je sudé, kdyz je délitelné dvéma.
Definice 1.1.1 mé témér vSechny naleZitosti, jedingym nedostatkem je, Ze jsme nefekli, jakd ¢isla mame
na mysli. Znamend to, Ze chceme zkoumat sudost napiiklad ¢isla 77 K zodpovézeni této otazky je nutné si

uvédomit, co myslime slovem ¢islo v definici 1.1.1. Pokud tim myslime realné ¢islo, pro¢ jsme to explicitné
nerekli? Definici 1.1.1 tedy opravime:

1.1.2 Definice Rekneme, Ze redlné ¢islo je sudé, kdyz je délitelné dvéma.

Jiri Velebil: Logika 6 30. cervence 2007



1.1. Definice 7

Prvni namitku jsme tedy odstranili, zbyva vSak jesté porozumét charakteristické vlastnosti z definice 1.1.2.
Co pro realné ¢islo x znamena, Ze je délitelné dvéma? Ziejmé fakt, Ze x umime napsat jako 2z, kde z je realné
¢islo. Pak to ale znamend, Ze kaZdé redlné ¢islo je sudé podle definice 1.1.2 (zkuste pfesné zformulovat pfislusnou
vétu a dokazat ji).

Zjistili jsme, ze definice 1.1.2 je tedy formalné v poradku, ve skutecnosti vSak zadny novy pojem nezavdds.
Sudost realnych ¢isel jsme nejspis opravdu definovat nechtéli. Proto definici znovu opravime:

1.1.3 Definice Rekneme, Ze prirozené ¢islo je sudé, kdy7 je délitelné dvéma.

Tato definice jiz smysl ma. Vsimneme si totiz, Zze jsme skutecné zavedli novy pojem. Néktera prirozena Cisla
totiz suda jsou a néktera ne:

1.1.4 Priklad Je pfirozené ¢islo 202 442 sudé? K odpovédi pouzijeme definici 1.1.3. Musime rozhodnout, zda
202442 je délitelné dvéma. Ano je, protoze 202442 = 2 - 101 221 a délitelnost dvéma znamena pfesné existenci
takového rozkladu.

Je prirozené ¢islo 187299 sudé? K odpovédi pouzijeme opét definici 1.1.3. Musime rozhodnout, zda 187 299
je délitelné dvéma. To zcela jisté neni, protoze plati 187299 = 2 - 93649 + 1.

1.1.5 Poznamka YV tento okamzik matematik zajasa: byl zaveden netrividlni pojem a ma tedy cenu zacit se
timto pojmem zabyvat, davat jej do souvislosti s jinymi pojmy a zacit tak pracovat.

Presto je v praxi ¢asova posloupnost opac¢na: nové pojmy se zavadéji predevsim pro usnadnéni vyjadiovdni.
Pracujeme-li v oblasti matematiky, kde se velmi ¢asto vyskytuji pfirozena cisla délitelnd dvéma, pak je velmi
vhodné dét této vlastnosti néjaké jméno. Zatimco bez pojmu sudosti bychom nejspis vydrzeli (charakteristicka
vlastnost tohoto pojmu neni tak komplikovana), napfiklad bez pojmu konjunktivni normdlni formy by se nase
vyjadfovani v tomto textu stalo velmi tézkopadnym.

1.1.6 Poznamka Vsimnéme si, ze v piikladu 1.1.4 jsme museli rozumét vlastnosti byt délitelny dvéma. To zna-
mena, Ze bychom tento pojem také méli presné zavést. To se v matematice skutec¢né déje, kazdy zavadény pojem
by mél byt pochopitelny a redukovatelny na pojmy jednodussi tak dlouho, az dojdeme k axiomatice (v nasem
pripadé k axiomatice pfirozenych ¢isel). V praxi se znalost nékterych pojmi pfedpokldda. Tak napiiklad nikde
v tomto textu nevysvétlujeme, co je mnozina pfirozenych Cisel, jak je definovano nasobeni pfirozenych cisel, a
podobné. Pfedpokladame, ze ¢tenar(ka) uz ma néco z matematiky za sebou.

1.1.7 Poznamka Pozor! Castou chybou jsou tvrzeni typu: Definice sudosti plati., a podobné. Takovéa tvrzeni
jsou zcela nesmysindg. Definice je zavedeni pojmu: jediné, co si u definic miZeme klast za cil, je jejich adekvatnost
a srozumitelnost. Definovat mtizeme cokoli, co se ndm zlibi. Musime pfi tom dbat jen na dvé véci:

1. Nézev zavadéného pojmu by se nemél shodovat s nazvy jiz pouzitymi.
V idedlnim pripadé by nazev zavadéného pojmu mél byt zapamatovatelny a mél by zavadény pojem vy-
svétlovat. Vyjimkou byvaji nazvy na pocest matematiki, ktefi se zavadénymi pojmy pracovali: z analyzy
naptiklad znate pojem Riemanniv integrdl. Je pojmenovan po némeckém matematikovi Georgu Friedri-

chovi Bernhardu Riemannovi (1826-1866), ktery s timto pojmem pracoval jako prvni a dokézal o ném
fadu uziteénych tvrzeni.

Samoziejmé: muzete namitnout, ze nazev finitdrni signatura na lokdlné konecné presentované kategorii
nic zndmého nepfipomind, ale to jen proto, Ze jsme o teorii signatur nemluvili.

vyse uvedeny nazev svoji nazornosti prijemné potési.

V tomto textu vybudujeme ¢ast klasické matematické logiky. Vsimejte si, jak je nazvoslovi tvofeno: u na-
prosté vétsiny pojmi zjistite, Ze jejich ndzvy jsou velmi nazorné.

2. Charakteristicka vlastnost pojmu by méla byt naprosto piesné popsana.

Jiri Velebil: Logika 30. cervence 2007



8 Kapitola 1. Neformdalni pojmy matematiky

Definice totiZ v matematice pouzivime predevsim k tomu, abychom se zavedenymi pojmy mohli dale
pracovat. Jakakoli nejednoznacnost mize mit fatalni diasledky. Podivejte se do dodatkd na definici mnoziny
v A.1.1 a na potize, které z vagnosti charakteristické vlastnosti plynou: Russelliv paradox A.2.1.

Situace, na kterou jsme narazili u definice 1.1.2 ndm pak ukazuje, Ze bychom se po kazdém zavedeni pojmu
méli podivat, jaky ma nase definice smysl. To znamena zeptat se, zda vibec né&jaky objekt, ktery definujeme,
existuje, nebo zda neni nové zavadény pojem zbytecny.

Prikladem prvni situace je nasledujici definice:

1.1.8 Definice Rekneme, ze prirozené ¢islo n je podivné, pokud je n? zaporné celé &islo.

Bliz8im zkoumanim snadno zjistime, ze Zadné podivné prirozené ¢islo neexistuje. Ackoli je tedy definice 1.1.8
formélné bezchybnd, zavadi (velmi pravdépodobné) nesmyslny pojem.

Piikladem druhého extrému je definice 1.1.2. Podle této definice je kazdé realné ¢islo sudé. Pojem sudosti
realného cisla tedy splyva s pojmem realného ¢isla. Nejspis tedy nema smysl sudost redlnych ¢isel viibec zavadét.

@ 1.1.9 Poznamka V matematice se pomérné striktné dodrzuje princip, nazyvany Occamova britva:' zavadéjte
nové pojmy pouze tehdy, kdyz je to vhodné pro dalsi praci a mnozstvi zavedenych pojmi minimalizujte.

1.2 Véta a dukaz

Pojmy samoziejmé zavadime proto, abychom s nimi dale pracovali. Ptiklad takové prace s pojmem sudosti jsme
vidéli v prikladu 1.1.4. Obecnéjsim prikladem prace je formulovant vét a dokazovani vét. Slovo véta je technicky
termin. Oznacujeme jim utvar, ktery ma formu pravdivého usudku o jiz zavedenych pojmech.

Co je (ne nutné pravdivy) tsudek? Je to soubor oznamovacich vét, ve kterém jsou jasné oddéleny predpoklady
od zdvéru. VSechny pojmy v usudku jiz musi byt definovany.

Ptikladem je (pfedpoklddédme, Ze znaéce n + 1 rozumime):

1.2.1 Usudek At n je libovolné sudé piirozené ¢islo. Potom pfirozené ¢islo n + 1 je opét sudé.

Utvar 1.2.1 ma vSechny nalezitosti iisudku: oznamovaci véta Af n je libovolné sudé prirozené éislo. je jeho
(jedinym) ptredpokladem, oznamovaci véta Prirozené ¢islo n+1 je opét sudé. je zavérem usudku, a slovo potomn
je oddélovaci znackou (srovnejte s pojmem sémantického disledku v odstavci 2.3), kterd oddéluje pfedpoklady
od zavéru.

Usudek 1.2.1 v3ak neni pravdivy a neni tudiz matematickou vétou: ¢islo 0 je sudé (podle definice 1.1.3), ale
¢islo 1 sudé neni (opét podle definice 1.1.3).

Piikladem véty je (pfedpokladame, Ze znaéce n?

rozumime):

1.2.2 Vé&ta At n je libovolné sudé pfirozené é&islo. Potom piirozené é&islo n? je opét sudé.

Utvar 1.2.2 mé opét tvar usudku, a to dokonce pravdivého tisudku, proto jsme jej oznacili jako vétu. O prav-
divosti presvédCujeme dikazem.

DUKAZ. At n je libovolné sudé ptirozené ¢islo. Potom (podle definice 1.1.3) a podle toho, co znamené délitelnost
dvéma, existuje piirozené &islo k tak, e n = 2k. Chceme ukézat, Ze p¥irozené &islo n? je opét sudé.

S ¢islem k mtizeme ddle pracovat. Upravime n? takto: n? = (2k)? = 4k? = 2-(2k?). Protoze 2k? je pfirozené
¢islo, je ditkaz ukonéen: ¢islo n? je délitelné dvéma, a tudiz jde o sudé &islo. |

@ 1.2.3 Poznamka Piedchozi dikaz je moznd pfilis pedanticky. V praxi se dilkazy pisi tak, Zze nékterd fakta
se predkladaji jako ziejma. Pfesto musi mit kazdy korektni dikaz vlastnost ,nafukovatelnosti“: kdykoli si to
oponent vyzada, musime umét nejasnd mista naseho dikazu dovysvétlit.

Neni jisté prilis korektni prohlésit, ze dikaz nasledujici véty je zfejmy:

IWilliam of Occam (1285-1349) byl anglickym scholastickym filosofem.
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1.2. Véta a dukaz 9

Véta. Pro prirozené cislo n > 3 neexistuji prirozend cisla a, b, ¢ splnugici rovnici a™ 4+ b" = c”.

Pokusite-li se o dikaz tohoto tvrzeni, zjistite, ze to neni jednoduché. Jde totiz o wvelkou Fermatovu vétu
(také se ji fika posledni Fermatova véta), kterd byla zformulovana francouzem Pierre de Fermatem (1601-1665).
Problém odoléval vice nez 300 let (zistal tak poslednim z nedokdzanych Fermatovych tvrzeni, odtud pochazi
nazev véty). Po Fermatové smrti se objevilo mnoho Spatnych dikazi a pokusy o dikaz velké Fermatovy véty
zruinovaly nejednu védeckou kariéru.

Teprve 23. ¢ervna 1993 na prednasce v Cambridge predvedl anglican Andrew Wiles dikaz, ktery je korektni.
Intenzivné na ném pracoval sedm let a vyuzil v ném nejmodernéjsiho apardtu matematiky.? Podet stran &lanku

ww A. Wiles, Modular Elliptic Curves and Fermat’s Last Theorem, Ann. Math. 142 (1995), 443-551

o jednoduchosti Wilesova dikazu leccos napovida.
Co je a co neni zrejmé je opét otazka matematické praxe. Snazte se proto slovem zrejmy ve svych dikazech
Setfit.

1.2.4 Poznamka Je t&7ké fici neformélné, co ditkkaz je. Obecné by mélo jit o kone¢nou korektni argumentaci,
ktera nas od predpokladi véty dovede bezpecné k jejimu zavéru.

Techniky dikaz v matematice jsou nejriznéjsi: znate dikaz indukci, dikaz pfimy, dikaz nepfimy, dukaz
sporem, a podobné.

Jak se dokazovani naucit? Ctenim jiz existujicich dfikazii a pokousenim se psat ditkazy vlastni. Budete-li
Cist dikazy v tomto textu, zdhy zjistite, ze dokazovani je vlastné snadné: jakmile ¢lovék zvladne zékladni tech-
niku, dostane po spatfeni znéni véty pocit, ze by se ,na to $lo asi takhle“ a tento pocit je v naprosté vétsiné
ptipadii spravny. Jen prekvapivé malo ditkazti v matematice pouziva takové triky,® na které by ¢lovék okamzité
nepfisel. Matematici ale takové triky samozfejmé miluji, protoze (poté, co pfisludny trik zvladnou) obohacuji
skalu technik, se kterymi jde pracujici matematik do boje. Piikladem takového triku je Cantoriv diagondlni
trik z véty B.3.9, jehoz aplikace v moderni matematice jiz pomohly dokazat celou fadu zajimavych vysledkii.

1.2.5 Poznamka V textu narazite i na jiné ndzvy, nez jen véta: jsou to lemma (obecnéd: pomocné véta malé
dutlezitosti), tvrzeni (obecné: pravdivy tsudek mensi dileZitosti nez véta) a disledek (nézev snad nepotfebuje
vysvétleni).

Tyto dalsi pojmy odréazeji logickou strukturu textu. OvSem, jako ve vSem na tomto svété, jsou i zde jisté
vyjimky: naptiklad Zornovo lemma je velmi dilezitym tvrzenim axiomatické teorie mnozin a nazev lemma si
drzi z historickych dtvodt.

Budete-li psat sami nékdy néjaky matematicky text, budete jiz mit za sebou cetbu fady textid, které mate-
matici psali, a rozliSovani vét, tvrzeni a lemmat Vam nebude ¢init nejmensi potize.

1.2.6 Poznamka Matematické texty jsou psany systémem DVD, tj. definice-véta-dikaz. Jde o systém, ktery
se historicky vyvinul v nejmocnéjsi zbran racionalniho uvazovani.

Je vhodné poznamenat, ze pii matematické praci neni vétsinou casova posloupnost DVD dodrzovana. Dikazy
se vétsinou tvori jako prvni, v nich se mohou objevit pojmy, které stoji za to definovat, je napsédna definice a pak
je teprve formulovana véta. Matematik si totiz s pojmy ,hraje* a zjistuje, co o nich plati. Malokdy to vypadé
takto: ted si sednu, néco definuju, pak o tom zformuluju né&jakou vétu a odpoledne tu vétu dokazu. Definice,
véty a dukazy se rodi studiem jinych definic, vét a dikazt, jejich zobecniovanim a hledanim analogii.

Casova posloupnost DVD, kterou znéte z pfednasek a nejriiznéjsich textd, je otdzkou presentace jiz udélané
prace: nejprve sdélime s jakymi pojmy budeme pracovat, pak ve vété sdélujeme nova fakta a poté presvédcujeme
pfipadné oponenty o tom, ze mame pravdu.

Presto si povSimnéte, ze sluSny matematicky text neni jen ¢isté DVD, v takovém textu by neméla chybét
fada prikladt a spojujiciho textu, ktery vysvétluje pro¢ a kam mirime.

2Historii pokust o dikaz velké Fermatovy véty (a samoziejmé Wilesiv triumf) popisuje velmi &tiva kniha S. Singh, Fermat’s
Last Theorem, Fourth Estate Ltd., London, 1997.
3Nemyslime samoziejmé kouzla, ale rafinované techniky.
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10 Kapitola 1. Neformdalni pojmy matematiky

1.3 Jazyk a metajazyk

V tomto textu budeme studovat matematickou logiku, a proto narazime mnohokréat na problém rozlisens jazyka
a metajazyka.

Metajazykem budeme v tomto textu vzdy rozumét Cestinu: text je napsan Cesky, o jednotlivych pojmech
mluvime Cesky, atd. Jazykem, ktery zkouméame a o kterém mluvime pomoci metajazyka, je tu logika.

Musime si tudiz davat velky pozor na zapisy tvaru

@ je tautologie < ¢ je pravdiva v kazdé interpretaci. (1.1)

Takovy zapis totiz micha jazyk s metajazykem: symbol < je logicka spojka a patri do jazyka, ktery zkoumame.
Proto budeme misto vyse uvedeného psat

 je tautologie pravé tehdy, kdyz ¢ je pravdiva v kazdé interpretaci. (1.2)

I kdyz se fadky (1.1) a (1.2) c¢tou stejné, Fadek (1.1) je napsan naprosto Spatné. Pamatujte si: metajazykem je
(matematickd) Cestina.

Matematickd c¢estina ovSem pouzivéd celou fadu obratli, kterym je nutné spravné rozumét: ... prdvée tehdy,
kdyz. .., jestlize. .., potom... a tak dale. Nelze poradit nic jiného, nez ¢ist matematicky text a uvédomovat si
vyznam téchto specidlnich slovnich spojeni. Po trose praxe zjistite, Ze jejich pouziti je velmi jednoduché.

Mizete namitnout, ze matematicka Cestina je jazyk podivny: to je zptisobeno tim, Ze se snazime vyjadfovat
jednoznacné a presné. Skutecny prirozeny jazyk je daleko bohatsi a pfipousti nejednoznacnosti a skryté vyznamy,
které délaji skutecny zivot tak zajimavym.

Doplnujici literatura

Neformaélni zavadéni pojmu definice, véta a dikaz je Castym namétem filosofickych teorii. Podivejte se naptiklad
do knih

w P. Kolar, Argumenty filosofické logiky, Filosofia, Praha 1999

= B. Russell, Zkoumdni o smyslu a pravdivosti, Academia, Praha 1975
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Kapitola 2

Vyrokova logika

Pravdivost tvrzeni nemé s jeho uvéritelnosti nic spo-
leéného. A naopak.
The Notebooks of Lazarus Long

V této kapitole zavedeme zakladni pojmy vyrokové logiky. Vysvétlime, ze tato logika je formdlnim jazykem:
ma tedy svoji syntaxi a sémantiku. Budeme fesit nasledujici problémy:

1. Syntakticka analyza: jak rozpoznat, Ze dany fetézec je formuli?

2. Sémanticka ekvivalence: jak rozpoznat, ze dvé formule ,znamenaji“ totéz?

3. Sémanticky dusledek: jak rozpoznat, Ze ze zadanych formuli plyne dalsi formule?

Podstatnym rysem vyrokové logiky je existence dobre znamych pravdivostnich tabulek. V predikatové logice,
zavedené v kapitole 3, nic jako pravdivostni tabulka neexistuje.

2.1 Syntaxe a sémantika vyrokové logiky
Pripomenme, ze potieba vyrokové logiky tak, jak je vylozena naptiklad ve skriptu
1= M. Demlova a B. Pondélicek, Matematickd logika, skriptum FEL CVUT, Praha, 1997

vznikla z nejasnosti, které jsou zptlisobeny pouzivinim ptirozeného jazyka pro popis nejriznéjsich (i velmi
jednoduchych) situaci, jakou je naptiklad vyrok

Mam hlad a jdu spdt.

Tyto problémy lze odstranit tak, Ze presné vymezime, co je vyrok a jakym zpusobem lze nové vyroky
vytvaret.

1. Neékteré véty deklarativné za vyroky prohlasime. Témto vétam budeme fikat atomické vijroky, protoze je
hodlame povazovat za dale nedélitelné.

2. Dalsi vyroky budeme z jiz zkonstruovanych vyroka vytvaret predem dohodnutym zptusobem. Konstrukce,
které budeme k vytvareni novych vyroku pouzivat, nazveme logické spojky.

3. Zadnym jinym zptisobem neZ vyse popsanymi nelze vyrok zkonstruovat.
P1i uréovani pravdivosti vyrokd budeme postupovat nasledovné:

1. Zjistime, zda dany vyrok je atomicky nebo ne.

2. Pro atomické vyroky musime jejich pravdivost ¢i nepravdivost zndt.

3. Neni-li vyrok atomicky, pak vznikl spojenim jednodussich vyrokt. Zname-li pravdivost jednodussich vy-
roktl a rozumime-li jednotlivym spojkam, zjistime pravdivost slozitéjsiho vyroku.
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12 Kapitola 2. Vyrokova logika

Snadno zjistujeme, Ze piirozeny jazyk lze v tivahéch z predchozich odstavct nahradit symboly a zavést tak
vyrokovou logiku ¢isté formélné. Namisto vyrok budeme fikat formule.

1. Zvolime mnozinu At (smi byt i prazdna). Jejim prvktim budeme fikat atomické formule.*

2. Zvolime mnozinu S disjunktni s At. Prvkiim mnoziny S budeme tikat logické spojky. Kazdé logické spojce
prifadime kladné ptirozené ¢islo — jeji aritu. Arita spojky udéava, kolik formuli dand spojka spoji v novou
formuli. Béznym piistupem? je volba spojek

(a) True: tt arity 0. (d) Disjunkce: V arity 2.
(b)  Negace: — arity 1. (e) Implikace: = arity 2.
(¢) Kongunkce: A arity 2. (f)  Ekvivalence: < arity 2.

Obecnd formule je pak bud atomickd formule, nebo tt nebo Fetézec (—p), (0 A ¥), (p V ¥), (¢ = ),
(p & ¥), kde ¢ i 9 jsou formule.

3. Zadnym jinym zptisobem nez koneénym pouzitim vyse popsanych pravidel nelze formuli zkonstruovat.

gz} 2.1.1 Poznamka V7yse uvedend syntaxe se nejkrat$im zptisobem popise Backusovou-Naurovou formou.® Zapis
by vypadal takto:

pu=altt|(=p) [ (pAP) | (pVe)(p=p)|(pep) acAl

@ 2.1.2 Priklad Je fetézec (a V (E = (—b)) formuli vyrokové logiky?
Na danou otazku odpovi algoritmus, ktery se pro dany retézec pokusi sestavit syntakticky strom. Pro dany
fetézec bude algoritmus postupovat nasledovné:

1. Precteme prvni zévorku zleva a hleddme odpovidajici zévorku (je to zévorka nejvice napravo). Nalezneme
hlavni spojku v této zdvorce: jde o spojku V. Precteme si aritu této spojky (je to spojka arity 2) a
vytvorime zarodek syntaktického stromu:

\%
2. Déle se rekursivné snazime vytvorit syntaktické stromy fetézcti, které spojka V vaze: jedna se o fetézce a

a (E = (-b)).

3. Pri pokusu o sestaveni syntaktického stromu pro fetézec a se algoritmus zastavuje: nemdme Zdadnou in-
formaci o tom, zda a je atomickd formule.

Zaveér: dany fetézec nent formuli vyrokové logiky.
Situace se zméni, pokud zménime ptvodni zadani na nésledujici problém: At a,b, E € At. Je fetézec

(aV(E= (D))

formuli vyrokové logiky?
Opét spustime algoritmus pro hledani syntaktického stromu. Budeme postupovat rychleji:

1Mnozina At smi obsahovat jakékoli prvky s vyjimkou konstanty tt, logickych spojek a zavorek — to lze oviem vizdy bez Gjmy
na obecnosti predpokladat.

2Pro minimalistické volby mnoziny spojek viz cviceni 2.4.1 a 2.4.2.

3Tuto notaci vymyslel John Warner Backus (nar. 1924) v roce 1959 pro popis syntaxe jazyka ALGOL 60. Ptvodné se ji fikalo
Backusova normalni forma, na Backusovu-Naurovu formu byla pfejmenovana pozdéji (Peter Naur se podilel na zpravé o ALGOLU
v roce 1963). Je zajimavé, Ze pravidla stejné vyjadifovaci schopnosti (metapravidla, transformace a rekursi) pouzil hindsky gramatik
Panini (cca 6. stoleti pf.n.l.) pro popis sanskrtu. Jeho 3959 versi dila Astadhyayt tak predstavuje prvni formalni popis pfirozeného
jazyka.
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2.1. Syntaxe a sémantika vyrokové logiky 13

1.

4.

Pfeéteme prvni zavorku zleva a hleddme odpovidajici zavorku (je to zavorka nejvice napravo). Nalezneme
hlavni spojku v této zévorce: jde o spojku V. Pfelteme si aritu této spojky (je to spojka arity 2) a
vytvorime zarodek syntaktického stromu:

\%
Déle se rekursivné snazime vytvorit syntaktické stromy retézcti, které spojka V vaze: jedna se o fetézce a

a (B = (b))

Retézec a neobsahuje zadné zavorky. Prohlédneme si deklaraci mnoziny At a hledame, zda a je jejim
prvkem. Ano, je. Dosud vytvoreny syntakticky strom vypada takto:

V
a
a tvorba levé asti stromu je ukondena, snazime se vytvofit syntakticky strom pro fetézec (E = (—b)).

Algoritmus se zastavuje uspésné sestavenim syntaktického stromu
V
a =
E

Zéavér: At a,b, E € At. Pak dany fetézec je formuli vyrokové logiky.

g% 2.1.3 Poznamka Zavedeme nasledujici syntaktické konvence:

1.
2.
3.

Nebudeme pséat nejvice vnéjsi zavorky. Napiiklad misto (E = (—b)) budeme psat E = (—b).
Budeme pfedpokladat, ze spojka — vaZe nejsilngji. Naptiklad misto £ = (—b) budeme psit E = —b.

Zavedeme false: formule £f je syntaktickd zkratka za formuli —tt.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme v dalsim vzdy predpokladat, Ze syntaxe je relaxovana podle téchto pravidel.

Sémantika vytvorenych formuli vyrokové logiky je déna jejich ohodnocenim. Ohodnoceni formule nabyva
hodnoty bud 1 (pravda) nebo 0 (nepravda). Pfitom chceme, aby byla ohodnocena kaZdd vytvorend formule.
Ohodnoceni je tedy funkce u z mnoziny vSech formuli do mnoziny {0,1} takovd, Ze jsou splnény nésledujici
pozadavky:

1.

2.
3.
4

5.

u(tt) =
u(—p) = 1 pravé tehdy, kdyz u(p) = 0.

(
(
u(p A ) = 1 prévé tehdy, kdyz u(p) = u(y) = 1.
(
(

. u(p V) = 0 pravé tehdy, kdyz u(p) = u(y) = 0.

u(e = 1) = 0 pravé tehdy, kdyz u(yp) =1 a u(y)) = 0.
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14 Kapitola 2. Vyrokova logika

6. u(p < 1) =1 pravé tehdy, kdyz u(p) = u(v).

Je zfejmé, ze pokud pro kazdou atomickou formuli a zaddme hodnotu u(a), pak vySe uvedend pravidla nam
umozni zjistit hodnotu u(y) pro libovolnou formuli ¢ vyrokové logiky.

2.1.4 Priklad Piedpoklddejme, Ze a,b,c € At. Pak fetézec ¢ = (b = —¢) & ((a A ¢) = b) je formule vyrokové
logiky a my muzeme obvykym zptusobem spocitat pravdivostni tabulku pro formuli ¢.

== OO O
== OO KKFEOOoOlc
Ok, O OO0
O R OO KRS

Algoritmus pro vypliiovani pravdivostni tabulky je opét rekursivni: pfipometime, jak postupujeme napiiklad
pri vypliiovani patého fadku, tj. pfi ohodnoceni u(a) = 1, u(b) = 0, u(c) = 0.

1. Syntakticky strom dané formule je
=
/ \
= =
SN N

b - A b

|
c a/ \c

Dané ohodnoceni ohodnocuje listy syntaktického stromu: u(a) =1, u(b) = 0, u(c) = 0.

2. Dany strom nyni prochazime od listi ke kofeni a postupné ohodnocujeme vnitini vrcholy stromu tak, jak
nam piikazuji sémantickd pravidla. Napfiklad vrchol A je ohodnocen 0, protoze u(a A ¢) = 0.

3. Ohodnoceni celé formule ¢ je hodnota, kterou mé kofen syntaktického stromu: u(yp) = 1.

@ 2.1.5 Poznamka Konstrukce pravdivostni tabulky je klasickym piikladem doktriny formélnich jazyka: syn-
taxe 7idi sémantiku. Na to, abychom byli schopni fici vyznam komplikovaného fetézce, musime znat vyznam
jednodussich c¢asti.

S aparatem induktivnich definic bychom byli schopni tuto doktrinu vyjadfit 1épe: syntaxe formuli je defi-
novana induktivné z mnoziny atomickych formuli a proto mizeme sémantiku (tj. ohodnoceni vsech formuli)
definovat rekursivné ze znalosti ohodnoceni

uw: At — {0,1}

atomickych formuli (pfesné to jsme délali v minulém p¥ikladu). Proto v dalsim textu budeme ¢asto ohodnoceni
popisovat jeho hodnotou na atomickych formulich z At. Pro vysvétleni induktivnich definic odkazujeme na text:

], Velebil, Diskrétni matematika, http://math.feld.cvut.cz/velebil/

Povsimnéme si trividlniho, ale dilezitého faktu:
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2.1.6 Lemma At formule p obsahuje s riiznych atomickych formuli, s > 0. Potom pravdivostni tabulka formule
o obsahuje 2° radkii.

DUKAzZ. Je-li s =0, pak musi formule ¢ byt vytvofena z formule tt pomoci logickych spojek. Jeji pravdivostni
tabulka pak obsahuje jediny fadek (promyslete proc).

Af s > 0. Oznadéme atomické formule, které jsou ve formuli ¢ obsazeny jako ai,...,as. Potom existuje
2% riznych ohodnoceni téchto atomickych formuli (protoze jde o pocet zobrazeni z mnoziny {ay,...,as} do
mnoziny {0,1}). Tudiz existuje 2° riiznych ohodnoceni. |

@ 2.1.7 Poznamka Z piedchoziho lemmatu plyne, Ze jakoukoli sémantickou otdzku o koneéném poctu formuli
vyrokové logiky lze vyfesit (obecné velmi neefektivnim) algoritmem, ktery sestavi a prohledd kone¢nou (obecné
ale velmi rozmérnou) pravdivostni tabulku (srovnejte s pozndmkou 3.1.23).
Pfipomeiime znovu, jak pravdivostni tabulka vypada. Ozna¢me jako s > 0 pocet atomickych formuli, které
jsou ve formuli ¢ pouzity.

1. V pfipadé s = 0 méa pravdivostni tabulka tvar

%
to jest: zdhlavi pro atomické formule je prazdné a pravdivostni hodnotu formule ¢ pocitame v jediném

(prézdném) ohodnoceni u, kdy u(tt) = 1.

2. V pripadé s > 0 méa pravdivostni tabulka 2° fadk®. Budeme pouzivat standardni poradi fadkt, napiiklad
tabulka s osmi fadky bude vypadat takto (a,b,c € At):

e e el == =] R
== O O MEOOoOlC
R O R O OO0

Jako prvni instanci algoritmu, prohledavajiciho jistym zptsobem pravdivostni tabulku, zminime problem
synonym: jak poznat, ze dvé formule ¢ a ¥ znamenaji totéz? Nejprve musime ovSem Fici, co tim myslime.

2.1.8 Definice Formule ¢ a 1 jsou sémanticky ekvivalentni (jsou synonyma), pokud plati rovnost u(y) = u(v))
pro vSechna pravdivostni ohodnoceni u. Tento fakt zna¢ime ¢ H .

2.1.9 Priklad At a,b € At. Pak plati a = b H —a V b.
Sestavime pravdivostni tabulku obou formuli (m4 2% = 4 fadky):

a bHa:>b‘—|a\/b
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1
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16 Kapitola 2. Vyrokova logika

Definice sémantické ekvivalence pak ptikazuje projit véechny fadky dané pravdivostni tabulky (protoze se
v definici ¥ikd pro vSechna pravdivostni ohodnocent). Pokud se hodnoty u(a = b) a u(—a V b) budou shodovat,
ukdzeme, Ze a = b H —a V b plati.

Ano, sloupce ohodnoceni obou formuli se shoduji, tudiz a = b H —a V b plati.

Sémanticka ekvivalence mé vSechny potfebné vlastnosti, které umoziiuji ,slepovat® formule, tj. jde o relaci
ekvivalence.

2.1.10 Véta Plati:
1. Pro libovolnou formuli « plati: o H « (relace H je reflexivni).
2. Pro libovolné formule « a (8 plati: jestlize plati « H (3, pak plati f H « (relace H je symetrickd).

3. Pro libovolné formule «, 8 a 7y plati: jestlize plati « H 0 a soucasné § H =, pak plati « H 7 (relace H
je transitivni).

DUkAz. UkdZeme pouze transitivitu relace H , ostatni vlastnosti se dokézi analogicky. At tedy «, 5 a v jsou

libovolné formule vyrokové logiky a af plati o H [ a soucasné 5 H . Chceme ukazat, Ze plati a H .
Zvolime tedy libovolné ohodnoceni u a chceme ukézat, ze plati rovnost u(a) = u(7y). Protoze plati u(a) =

u(fB) a soucasné u(B) = u(y), plyne vztah u(a) = u(y) z vlastnosti rovnosti. |

Synonyma formuli tt a ff si zaslouzi zvlastni jméno.

2.1.11 Definice Formule ¢ je tautologie, pokud plati ¢ H tt a formule ¢ je kontradikce, pokud plati ¢ H ££.

Nésledujici véta ma jednoduchy (ale zdlouhavy) dikaz. Pokuste se ji dokdzat.

2.1.12 Véta At «, 3, v jsou formule vyrokové logiky. Pak plati:

1. a NS H BAa (spojka A je sémanticky komutativni).

2. aN(BAy) H (aAB) Ay (spojka A je sémanticky asociativni).

3. aAa H «a (spojka A je sémanticky idempotentni).

4. aV (a A B) H a (plati sémanticky absorpéni zakon spojky A).
aV B H BVa. (spojka V je sémanticky komutativni).
aV(BVy)H (aVB)Vy (spojka V je sémanticky asociativni).

aVaH a. (spojka V je sémanticky idempotentni).

o N S @

a A (aV B) H a (plati sémanticky absorpéni zdkon spojky V).
9. aN(BVy)H (anB)V (aAy) (plati sémanticky distributivni zdkon spojek A a V).
10. a Att H a (formule tt je nejvice pravdivd).
11. a ANff H £f (formule £f je nejméné pravdivd).
12. a A —a H £f (plati sémanticky zakon kontradikce).
13. aV —a H tt (plati sémanticky zakon vylougeného t¥etiho).
14. =(aANB) H —~aV-pa-(aVp)H -aA-p (plati sémantické De Morganovy zédkony ).

15. =—a H o (plati sémanticky zakon idempotence negace).
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2.2. DNF a CNF, Karnaughovy mapy 17

@ 2.1.13 Poznamka V predchozi vété jsme tizkostlivé dbali u vSech zdkont na piidavné jméno sémanticky. Ma
to velky vyznam. Jsou-li a,b € At, pak plati a A b H b A a, protoze spojka A je sémanticky komutativoni, ale
neplati rovnost a Ab = bAa, protoze jde o rizné fetézce. Spojka A ve vyrokové logice tedy na syntaktické trovni
neni komutativni.

Pfesto dovolime dalsi relaxaci syntaxe a dovolime (v tivahach o sémantice) psat napiiklad a V b V ¢ jako
zkratku za kterykoli ze spravnych zapisi a V (b V ¢) nebo (a V b) V c.

2.2 DNF a CNF, Karnaughovy mapy

Karnaughovy* mapy jsou piepisem pravdivostni tabulky a slouzi jako nastroj k rychlému zépisu konjunktivnich
a disjunktivnich norméalnich forem (CNF a DNF) formuli vyrokové logiky. V tomto odstavci se zaméiime na
nasledujici problémy:

1. Je-li dana pravdivostni tabulka formule, jak napsat tuto formuli v iplné CNF a tplné DNF?

2. Je-li dana pravdivostni tabulka formule, jak napsat tuto formuli v CNF a DNF, které jsou v ireducibilnim
tvaru, tzn. tyto formy jiz nelze dale redukovat pomoci pravidel vyrokové logiky?

Obé ulohy 1ze vyfesit pomérné snadno pomoci Karnaughovych map.
Nejprve piipomeneme zakladni definice: at ¢ je formule vyrokové logiky. Rekneme, Ze formule v je

o disjunktivni normalni formou (téz DNF) formule ¢, pokud plati ¢ H ¢ a formule ¢ je bud formule

tt

nebo je napsana ve tvaru

Y1 V... .V,
pro néjaké pfirozené ¢islo n > 1, kde kazda formule v; (i € {1,...,n}) je bud rovna formuli £f, tj.
kontradikci, nebo je napsdna ve tvaru

A lkl
pro né&jaké prirozené éislo k; > 1 a kazdé I; (j € {1,...,k;}) je bud atomickd nebo negace atomické
formule. V tomto kontextu kazdé formuli ¢; (i € {1,...,n}) fikdme klausule pro DNF (pouziva se i
termin minterm) a kazdému {; (j € {1,...,k;}) fikdme literdl
Cislu n budeme fikat pocet klausuli v DNF a kazdému z &isel kyq, ...k, budeme fikat délka klausuli 11,

ce wn
V pripadé, zZe 1 je formule tt, fikdme, Ze DNF formule ¢ mé nulovy pocet klausuli pro DNF.

Poznamenejme jesté, ze klausule £f ma délku 0.

e konjunktivni normdlni formou (t6z CNF) formule @, pokud plati ¢ H ¢ a formule ¢ je bud formule

ff

nebo je napsana ve tvaru

1A ... Aty
pro néjaké pfirozené ¢islo n > 1, kde kazda formule v; (i € {1,...,n}) je bud rovna formuli tt, tj.
tautologii, nebo je napsana ve tvaru

li1V...V lk7
pro néjaké prirozené ¢islo k; > 1 a kazdé I; (j € {1,...,k;}) je bud atomickd nebo negace atomické
formule. V tomto kontextu kazdé formuli ¢; (i € {1,...,n}) fikdme klausule pro CNF (pouZziva se i
termin mazterm) a kazdému I; (j € {1,...,k;}) fikadme literdl.
Cislu n budeme fikat pocet klausuli v CNF a kazdému z &isel k1, ...k, budeme fikat délka klausuli 41,

ey Un.
V ptipadé, ze ¥ je formule £f, fikdme, ze CNF formule ¢ mé nulovy pocet klausuli pro CNF.

Poznamenejme jesté, ze klausule tt ma délku 0.

4Maurice Karnaugh (nar. 1924) navrhl tyto mapy jako zpusob rychlého navrhu logickych obvodu v roce 1953.
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18 Kapitola 2. Vyrokova logika

Jisté jste zjistili, ze definice DNF a CNF formule jsou si velmi podobné. Tato podobnost (jde o jistou dualitu)
v praxi umoznuje zformulovat postupy a vysledky napftiklad pouze pro disjunktivni normalni formy a potom
se odvolat na dualitu mezi DNF a CNF. Protoze tento text chce byt elementarni, nebudeme Zadnou dualitu
zavadét. Za tento elementarni postup platime jistou zdlouhavosti textu — naprostou vétsinu vysledkti uvadime
zvl4st pro DNF a CNF.

Nejprve definici DNF rozebereme podrobnéji. Formule v je disjunktivni normalni formou formule ¢, pokud
jsou splnény nasledujici dva pozadavky:

1. Formule v je synonymem pro ¢, tj. plati ¢ H .

2. Formule v mé specialni syntaktickou stavbu: tj. 1 je disjunkci ,stavebnich kameni® pro disjunktivni

normélni formu. Témto stavebnim kamentm fikdme klausule pro DNF. Kazda klausule pro DNF ma opét

specialni syntaktickou stavbu: klausule pro DNF je konjunkci literal. Literal je bud atomickd formule
nebo negace atomické formule a slouzi jako ,stavebni kamen“ pro tvorbu klausule pro DNF.

Pfi tvorbé DNF je mozné nepouzit zddnou klausuli (v pt¥ipadé, ze ¢ H tt) nebo je tieba pouzit alespoii
jednu klausuli (potom pocet klausuli je ¢islo n z uvedené definice). Lze v8ak pouzit klausule kladné délky
nebo klausule délky 0.

Analogicky lze rozebrat definici konjunktivni normalni formy formule.

2.2.1 Piiklady Uvedme nyni néjaké priklady. Pfedpoklddame, Ze symboly a, b, ¢ jsou atomické formule.

1. Pro formuli ¢ = a = b je formule ¢ = —a V b jeji disjunktivni normalni formou. Pfedevsim ziejmé plati
1 H . Déle je formule 1 sestavena ze dvou klausuli pro DNF: —a a b. Jak —a, tak b jsou klausule pro
DNPF, protoZe a a b jsou atomické formule. Abychom zduraznili, Ze v ma dvé klausule pro DNF, budeme
psét ¢ = (—a) V (b). Kazd4 z téchto klausuli mé délku jedna, protoze kazda obsahuje pouze jeden literdl.

Na formuli ¢ se lze ovSem divat i jako na konjunktivni tvar formule ¢: —a V b je klausule pro CNF,
1 = (—-a Vv b). Tato jedina klausule mé délku dva — obsahuje totiz dva literély.

Tento priklad ukazuje, Ze stejny fetézec muze byt chapan jako disjunktivni i konjunktivni normélni forma.
Takovéa situace ale neni typicka.

2. Pro formuli ¢ = a = a je mozné nalézt DNF naptiklad takto:
a=aH (a)V(-a)
Pouzili jsme dvé klausule pro DNF: a (klausule délky 1) a —a (klausule délky 1).

Lze v8ak napsat i
a=aH tt

a to je podle definice opét DNF formule ¢. Tato DNF mé nulovy pocet klausuli.
Hledame-li CNF pro formuli ¢ = a = a, vyuzijeme opét vztahu

a=aH (aV-a)
Pouzili jsme jednu klausuli pro CNF: a V - (klausule délky 2).

3. Uvazujme jesté jednou o formuli ¢ = a = b. Pojem DNF, ktery jsme zavedli, ndim dovoluje za DNF pro
¢ povazovat i formuli ¢ = (—a) V (b) V (£f£). Na tvorbu DNF jsme tentokrat pouzili tii klausule, tfeti
klausule je délky nula.

Analogicky zkuste zapsat CNF pro formuli ¢ pouzitim t¥i klausuli pro CNF.
Zjistujeme tedy, Ze Uloha najdéte DNF a CNF nemé jednozna¢né feSeni.
4. Pro formuli ¢ = —a = (b A ¢) nalezneme DNF snadno:
“a=(bAc)HaV (bAc),
Tedy DNF ma dvé klausule: a (klausule délky jedna) a b A ¢ (klausule délky dva).

Pouzitim distributivniho zédkona na formuli a V (b A ¢) pak dostéavame
aV(nrne)H (aVb)A(aVe)

a formule napravo je CNF formule ¢. Obsahuje dvé klausule: a V b a a V ¢, obé klausule maji délku dvé.
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Nez budeme definovat Karnaughovy mapy, vyfesime tikol najit jakoukoli DNF a CNF pro danou formuli
elementarnimi prostiedky. Metoda Karnaughovych map bude zobecnénim nésledujicitho postupu.

2.2.2 Piiklad Piedpokladejme, Ze symboly a, b, ¢ jsou atomické formule. Naleznéme jakoukoli DNF a jakoukoli
CNF pro formuli ¢ = (b = —¢) < ((a A ¢) = b). Nejprve spoctéme obvykym zpiisobem pravdivostni tabulku
pro formuli ¢.

e = = e N ] ]
== OO RKKFEOOoOlc
R Ok O OO0
O R OO RS

Zacnéme hledat jakoukoli DNF formule ¢. Nejprve si uvédomme, ze hledame formuli ¢, ktera je synonymem
formule ¢, tj. plati ¥ H ¢ a navic formule v je disjunkci né&jakych dalsich formuli (které jsou klausulemi pro
DNF). Pfedevsim pozadavek ¢ H ¢ vyzaduje, aby pravdivostni tabulka pro ¢ byla stejnd jako pravdivostni
tabulka pro formuli . Divame-li se na posledni sloupec tabulky pro ¢ jako na vektor, pak sloupec pro 1) musi
byt vytvofen ,logickym souctem“ néjakych dalsich vektort nul a jednic¢ek délky osm. Kazdy z téchto vektort
musi byt pravdivostni tabulkou klausule pro DNF.

Uvazujme o néasledujicich osmi formulich fy, fs, ... fs, které zadame pravdivostnimi tabulkami:

= -0 OO O
= _0 0O MFHEOOoOCS
cocoocooco oo R
coocoocoorolF
—o oo oo ooz

_ O MR O MO OO

Ziejmé ¢ H f1V fo V f3V f5 V fr. Uloha bude vyfesena, pokud ukézeme, Ze kazdéa z formuli f1, fo, f3, f5,
f7 odpovida klausuli pro DNF. Plati vsak vice: vSechny formule f; az fg 1ze chapat jako klausule pro DNF:

fiH (an=-bA=c)  fs H (aA—bA—c)
foH (maA-bAC) feH (an-bAc)
faH (maAbA—C) fr H (aAnbA—c)
faH (manbAc) fsH(aAnbACc)

DNF pro formuli ¢ je tedy formule
(maA=bA=Cc)V(maA-bAc)V (maAbA =€)V (aA-bA=c)V(aNbA—c).

Analogicky, hleddme-li jakoukoli CNF formule ¢, uvédomme si, ze hleddme formuli ), ktera je synonymem
formule %, tj. plati ©» H ¢ a navic formule 1 je konjunkci néjakych dalsich formuli (které jsou klausulemi pro
CNF). Opét pozadavek 1 H ¢ vyzaduje, aby pravdivostni tabulka pro ¢ byla stejnd jako pravdivostni tabulka
pro formuli . Divame-li se na posledni sloupec tabulky pro ¢ jako na vektor, pak sloupec pro ¥ musi byt
vytvoren logickym soucinem néjakych dalsich vektor nul a jednicek délky osm. Kazdy z téchto vektort musi
byt pravdivostni tabulkou klausule pro CNF.

Uvazujme o nésledujicich osmi formulich gy, go, ... gs, které zadame pravdivostnimi tabulkami:
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a b cllg| g s
0 0 O 0 1 1
0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 O 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0

Ziejmé ¢ H g4 Ags Ags. Uloha bude vyfesena, pokud ukizeme, Ze kazda z formuli g4, g, gs odpovida klausuli
pro CNF. Opét plati vice: vSechny formule g; az gs 1ze chapat jako klausule pro CNF:

H(avbVe) g5 H (maVvbVe)

H(@vbv=e) g6 (
g3 H (av-bVve) grH (maV-bVe)

H@Vv-bVv-c) gsH(maVv-bV-c)

CNF pro formuli ¢ je tedy formule

(aV=bV-c)A(maVbVe)A(—aV bV —c).
Predchozi zpusob vypoctu DNF a CNF nebyl mozné ten nejefektivnéjsi. Vyzkousejte si, Ze napf. formule
(b A=)V (maAc)V(aNbA—c)
je téz DNF pro formuli ¢, navic obsahuje jako fetézec méné znaki nez
(maAN=bA=C)V(maA-bAC)V (maANbA =€)V (aA=bA=c)V (aAbA—C).

7 dalsi casti bude patrné, ze zptisob hledani DNF a CNF, ktery jsme predvedli v ptikladu 2.2.2, vzdy vede na
fetézec, ktery obsahuje maximalni pocet znak.
Zavedme nésledujici pojem:

2.2.3 Definice At ¢ je formule vyrokové logiky. At {a1,...as} je seznam vSech navzajem riznych atomickych
formuli obsazenych ve formuli . Rekneme, Ze formule 9 je

e dplnou DNF pro formuli p, pokud ¥ je DNF formule ¢ a navic kazda klausule pro DNF v ¢ obsahuje
presné s riznych literald. V zadné klausuli v8ak nesmi byt obsazeny dva literaly obsahujici tutéz atomickou
formuli (tj. napiiklad a a —a soucasné).

e dplnou CNF pro formuli p, pokud ¢ je CNF formule ¢ a navic kazda klausule pro CNF v 1) obsahuje
presné s ruznych literala. V zadné klausuli vSak nesmi byt obsazeny dva literdly obsahujici tutéz atomickou
formuli (tj. napfiklad a a —a soucasné).

2.2.4 Priklad Ziejmé formule
(maA=bA=C)V (maAN=bDAC)V (maANbA =)V (aAN=bA=e)V (aAbA-c)
je tplna DNF formule ¢ z ptikladu 2.2.2. Formule
(=bA =)V (maAc)V(aNbA—C)

je samoziejmé DNF formule ¢, ovem nejde o tplnou DNF, protoze napfiklad klausule (—b A —¢) obsahuje pouze
dva literaly.

2.2.5 Pfiklad Protoze pro formuli ¢ = a = a plati ¢ H —aV a, obsahuje CNF pro ¢ jedinou klausuli (—aV a).
Uplna CNF pro ¢ viak neexistuje. Klausule (—aV a) totiz obsahuje dva literaly se stejnou atomickou formuli.
Formule ¢ vSak samoziejmé mé tplnou DNF: jde o formuli (—a) V (a), kterd obsahuje dvé klausule.
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Priklad 2.2.2 lze snadno zobecnit a dat tak obecny navod na hledani iplné DNF a Gplné CNF dané formule.

@ 2.2.6 Jak najit iplnou DNF a tplnou CNF dané formule At je dana formule ¢ vyrokové logiky. At
{a1,...,as} je seznam vsech navzajem rtznych atomickych formuli obsazenych ve formuli . Pfedpokladejme,
ze ve vsech pravdivostnich tabulkach, o kterych v nasledujicim budeme mluvit, dodrzujeme stejné poradi radkii.

1. Sestavte pravdivostni tabulku formule ¢. ProtoZe je {a1,...,as} seznam vSech navzajem riznych atomic-
kych formuli obsazenych ve formuli ¢, ma tato tabulka r = 2° Fadka.

2. Uplna DNF. Zavedte formule f; a7 f,., které maji nasledujici pravdivostni tabulky: formule f; (i €
{1,...,7}) mé v pravdivostni tabulce pouze jedinou jedni¢ku a to préavé na i-tém Ffadku pravdivostni
tabulky tak, aby kazda z formuli f; az f, byla klausule pro DNF.

Pokud na zddném fadku pravdivostni tabulky formule ¢ neni jednicka, iplnd DNF formule ¢ neezistuje.
Tento pfipad nastava pravé tehdy, kdy# formule ¢ je kontradikce. Zddnd kontradikce tedy nemd tiplnou
DNF.

Pokud v pravdivostni tabulce formule ¢ je alesponi jedna jednicka, oznacte jako {ri,...,rp} (k > 1)
seznam vsech rtznych fadka pravdivostni tabulky formule ¢, na kterych je ¢ ohodnocena jednickou.

Uplnou DNF formule ¢ dostaneme jako disjunkci
froV ooV fr,.

3. Uplna CNF. Zavedte formule g; a7 g,, které maji nasledujici pravdivostni tabulky: formule g; (i €
{1,...,7}) ma v pravdivostni tabulce pouze jedinou nulu a to pravé na i-tém fadku pravdivostni tabulky
tak, aby kazda z formuli ¢g; az g, byla klausule pro CNF.

Pokud na zddném fadku pravdivostni tabulky formule ¢ neni nula, iplnd CNF formule ¢ neezistuje. Tento
piipad nastava pravé tehdy, kdyz formule ¢ je tautologie. Zddnd tautologie tedy nemd tplnou CNF.

Pokud v pravdivostni tabulce formule ¢ je alespoii jedna nula, oznacte jako {ry,...,7;} (k > 1) seznam
vsech riznych Ffadkd pravdivostni tabulky formule ¢, na kterych je ¢ ohodnocena nulou.

Uplnou CNF formule ¢ dostaneme jako konjunkci

Gri N oo e N Gy

Neefektivita (tj. mozna zbyteéné velky pocet znakt), kterd se projevila pfi vypocétu DNF a CNF metodou
prikladu 2.2.2, byla zptsobena nésledujicim (popiSeme situaci pouze pro DNF, pro CNF je situace analogickd):

e Pii hledani DNF jsme se zamé¥ili na jednotlivé jednic¢ky v pravdivostni tabulce dané formule . P¥islusné
formule f; (jejich pravdivostni tabulka obsahovala pouze jednu jedni¢ku) sice mély tu vyhodu, Ze jsme byli
kazdé f; schopni okamzité zapsat jako klausuli, ovS§em mozna by $lo uvazovat o jinych formulich, které by
v pravdivostni tabulce mély vice jedni¢ek. My bychom pak mohli ,vyridit“ vice jednic¢ek v pravdivostni
tabulce formule ¢ najednou.

Vyse uvedend myslenka je velmi pfitazliva, ma vSak sva tuskali, na kterd upozoriiuje nasledujici piiklad.

2.2.7 Priklad Vezméme opét pravdivostni tabulku pro formuli ¢ z ptikladu 2.2.2.

i == e N ] ]
= _ 0 O KOO
— O R OFROFOlO
O OO RKF KRS
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a uvazujme o prvnich dvou jednic¢kach v poslednim sloupci. Kdybychom ukézali, Ze existuje formule f, ktera je
klausule pro DNF a kterd ma nasledujici pravdivostni tabulku

- O OO O
H R, OORKRRKFEOOoOlo
_ O = OO OO
OO OO OO - Y~

mohli bychom psat DNF pro ¢ jako fV fsV f5 V f7. Formule f skute¢né je klausuli pro DNF, a sice (—a A —b).
Navic DNF ve tvaru fV f3V f5 V f7 obsahuje zfejmé méné znaka nez DNF ve tvaru f1 V fo V f3 V f5 V fr
z prikladu 2.2.2. Zda se, ze ¢im vice jedni¢ek budeme mit ve formuli, kterou ,,pokryvame* jednicky v pravdivostni
tabulce formule ¢, tim méné znaki na vyjadieni DNF budeme potiebovat.

Uvazujme tedy o formuli h jejiz pravdivostni tabulka vypada nasledovné:

el e e B e B e B e ) [
R R OO~k OOoOS
O MO FOMFOIO
[=NelNeNoNoll o e

Pokud h je klausule pro DNF, budeme pro vyjadfeni ¢ potiebovat jesté méné znakt. Nardzime vsak na
nésledujici problém: h neni (zddnou) klausuli pro DNF! UkaZme to: postupujeme sporem, at h je klausule pro
DNF. MuzZe nastat pravé jeden z nasledujicich ¢tyt pripadi:

1. h obsahuje t¥i literaly. Pak je bud h = (a Al Aly) nebo h = (ma Al Als), kde I3 a ls jsou literdly.

(a) Prvni pfipad nemtiZze nastat — na prvnim fadku pravdivostni tabulky by pak nemohla byt jednicka.

(b) V druhém piipadé: h nemiZe obsahovat literal ¢ (prvni fadek pravdivostni tabulky) ani literal —c
(druhy fadek pravdivostni tabulky).

Predpoklad, ze v h jsou tii literaly, vede ke sporu.

2. h obsahuje pravé dva literaly. Zaméfime se na literal, ktery h neobsahuje. MiiZe nastat pravé jeden z na-
sledujicich tii pripadi:

(a) h neobsahuje literal, ve kterém je atomickd formule a. To ale neni mozné: klausule h pak totiz
nemiize obsahovat ani literal b (viz prvni fddek pravdivostni tabulky), ani literal —b (viz tfeti fadek
pravdivostni tabulky).

(b) h neobsahuje literal, ve kterém je atomickd formule b. To ale neni moZné: klausule h pak totiz
nemuze obsahovat ani literal ¢ (viz prvni fadek pravdivostni tabulky), ani literdl —c¢ (viz druhy fddek
pravdivostni tabulky).

(¢) h neobsahuje literdl, ve kterém je atomickd formule c¢. To ale neni moZné: klausule h pak totiz
nemuzZe obsahovat ani literdl b (viz prvni fadek pravdivostni tabulky), ani literdl —b (viz tfeti fadek
pravdivostni tabulky).
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Predpoklad, ze v h jsou pravé dva literdly, vede ke sporu.

3. h obsahuje pouze jeden literal [. Pak h = [ a nastava jeden z Sesti pripadu: h = a, h = b, h = ¢, h = —a,
h = =b h = —c. Z pravdivostni tabulky pro h vsak plyne, Ze ani jeden z téchto pripadi nenastava. To je
spor — h nemtize obsahovat pravé jeden literal.

4. h neobsahuje zadny literal. Potom je h klausule pro DNF délky nula, neboli h = ££. Z pravdivostni tabulky
ihned plyne, Ze to neni mozné.

Ptedchozi ptriklad naznacuje, ze neni jednoduché rozhodnout, ktery vektor nul a jedni¢ek odpovida presné
jedné klausuli. Uvidime, Ze tento problém budeme moci snadno rozhodnout, pokud jednorozmérnou pravdi-
vostni tabulku formule pfepieme do dvourozmérné tabulky (takové tabulce budeme fikat Karnaughova mapa).
V Karnaughové mapé pak budeme:

1. Pro DNF pokryvat ty plochy jednicek, které odpovidaji klausulim pro DNF.

2. Pro CNF pokryvat ty plochy nul, které odpovidaji klausulim pro CNF.

v/ vz

Karnaughovym mapam je vénovana dalsi cast textu.

V pfedchozi ¢asti jsme vidéli, ze jak DNF, tak CNF dané formule nejsou obecné uréeny jednoznacéné. Navic
metoda vypoctu DNF a CNF, kterou jsme predvedli v prikladu 2.2.2, vede na uplné formy, které jako fetézce
obsahuji maximalni mozny pocet znaki.

Ukézeme nyni zpusob vypoctu DNF a CNF, ktery ma tu vyhodu, Ze ziskame kontrolu nad po¢tem znakt ve
formach, které nalezneme. Budeme tak napiiklad védét, zda pocet znakt v DNF, kterou jsme spocetli, 1ze dale
zmensSit, ¢i nikoli.

Algoritmus této Casti je opfen o jiny zpusob zapisu pravdivostni tabulky formule. Tomuto zptsobu zapisu
pravdivostni tabulky fikdme Karnaughova mapa. Pozor! V tomto textu se zaméfime na tvorbu Karnaughovych
map pouze pro formule, ve kterych se vyskytuji nanejvys c¢tyri atomické formule.

Nez fekneme, co je Karnaughova mapa obecné, uvedeme ptiklad.

2.2.8 Piiklad Pfipomerime pravdivostni tabulku pro formuli ¢ z ptikladu 2.2.2.

- O OO O
—__ OOk EEOOoOCS
R O, O O OO
O, O O KRS

Tuto pravdivostn{ tabulku (jeji posledni sloupec) nyni pfepiSeme do matice. Tuto matici si pfedstavime jako
,mapu“ v pravouhlém systému soufadnic, na jeji svislou osu budeme nanaset ohodnoceni atomické formule a
pocinaje 0 (matice tedy bude mit dva fadky) a na jeji vodorovnou osu budeme nanaset ohodnoceni usporadané
dvojice atomickych formuli be pocinaje 00 (matice tedy bude mit ¢tyfi sloupce). Navic budeme pii nandseni
soutfadnic na osy dodrzovat nasledujici pravidlo:

(*) sousedi pfesné ty soufadnice, které se lisi pravé v jedné polozce.

Polozky vzniké matice pak obsadime nulami nebo jednickami tak, jak nam veli pravdivostni tabulka formule .
Dostaneme nasledujici matici:

0 [1]1]o0]1 (2.1)
010
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Této matici fikame Karnaughova mapa formule ¢.

Poznamenejme jesté, Ze pro situaci, kdy je prvni soufadnice 0, ndm pravidlo (*) nedava Zadnou moznost volby
pofadi soufadnic ve svislém sméru: soutadnice 0 podle pravidla (*) musi sousedit se soufadnici 1 a jiné souradnice
ve svislém sméru nejsou. Jind je situace ve sméru vodorovném. Pfedevsim pro nase pofadi (zleva doprava) 00,
01, 11, 10 pravidlo (*) ¥ik4, Ze spolu maji sousedit i soufadnice 00 a 10. Pozadavek (*) nés tedy nuti divat se na
Karnaughovu mapu tak, jako by byla nakreslena na valci, ktery obdrzime ,pfilepenim® pravého okraje sloupce
10 k levému okraji sloupce 00:

S
10 01 (2.2)
N4

Ovsem poradi vodorovnych soufadnic 00, 10, 11, 01 také vyhovuje pravidlu (*). Pro tutéz formuli ¢ tak
dostavame jinou Karnaughovu mapu

a\bc || 00 [ 10 | 11 | 01
SHHHE

Pravidlo (*) nam vsSak opét ¥ik4, Ze souradnice 00 a 01 spolu sousedi. Na Karnaughovu mapu (2.3) se tudiz
musime také divat jako na valcovou plochu, kde jsme tentokrat ,slepili“ pravy okraj sloupce 01 s levym okrajem
sloupce 00:

00
S
01 10 (2.4)
N

Je jasné, ze vélcové plochy (2.2) a (2.4) se od sebe lisi pouze orientaci: pokud ,projdeme* valcovou plo-
chu (2.2) proti sméru hodinovych ruci¢ek, budeme postupné mijet tytéz souradnice, jako pfi priicchodu vélcovou
plochou (2.4) po sméru hodinovych rucicek.

@ 2.2.9 Jak napsat Karnaughovu mapu libovolné formule, ktera obsahuje nanejvys ¢tyfi atomické
formule Af je dana formule ¢ vyrokové logiky. At {a1,...,as} je seznam vSech navzajem rtiznych atomickych
formuli obsazenych ve formuli p. Pfedpokladejme, Ze jsme jiz sestavili pravdivostni tabulku formule . Protoze
je {a1,...,as} seznam v8ech navzajem rtiznych atomickych formuli obsazenych ve formuli ¢, mé tato tabulka
2% radku.

Podle predpokladu je s < 4. Rozebereme nyni jednotlivé pfipady.

Pokud je s = 1, ma nase pravdivostni tabulka 2 fadky a Karnaughovu mapu formule ¢ nelze sestavit.

Pokud je s = 2, mé pravdivostni tabulka 4 fadky a piislusnd Karnaughova mapa mé tvar:

ai\as || 0| 1]
0
1

kde prazdna ¢tyti policka vyplnime tak, jak ndm veli pravdivostni tabulka formule ¢.
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V pripadé s = 3, ma Karnaughova mapa tvar:

ai\azas || 00 [ 01 | 11 | 10 |
0
1

kde prazdnych osm poli¢ek vyplnime tak, jak ndm veli pravdivostni tabulka formule ¢. Pozor! Za sousedni
pfitom povazujeme pravé ta policka, jejichz soufadnice se lisi v jednom bitu. Naptiklad ,vodorovné“
soutradnice 00 a 10 spolu sousedi.

V pripadé s = 4, ma Karnaughova mapa tvar:

alag\a3a4 H 00 ‘ 01 ‘ 11 ‘ 10 ‘
00
01
11
10

kde prazdnych Sestnéact poli¢ek vyplnime tak, jak ndm veli pravdivostni tabulka formule . Pozor! Za
sousedni pritom povazujeme pravé ta policka, jejichz soutadnice se lisi v jednom bitu. Napftiklad ,svislé“
soutradnice 00 a 10 spolu sousedi.

Dvourozmérné tabulce vytvorené podle vyse uvedenych pravidel fikdme Karnaughova mapa formule .

2.2.10 Poznamka K definici Karnaughovy mapy nyni pfi¢inime nékolik poznamek.

1. V pfipadé, ze formule ¢ obsahuje pouze jednu atomickou formuli, tj. v pfipadé, kdy s = 1, Karnaughovu

mapu nelze sestavit. Jak v tomto pripadé vypada zjednodusovani DNF a CNF?

Ozna¢me jedinou atomickou formuli, ktera je ve formuli ¢ obsaZena, pismenem a. Formule ¢ pak ma praveé

jednu z nasledujicich ¢tyf pravdivostnich tabulek:
a a a a
0 0 0 0
1 1 1 1

Probereme podrobné pouze tvorbu DNF, jinak odkazujeme ¢tenafe na cviceni 2.4.3.

RS
— o6
o =6
o OIS

V pfipadé prvni pravdivostni tabulky je zfejmé ¢ H tt. Formuli ¢ lze tudiZz popsat nulovym poctem
klausuli pro DNF. Tato forma zfejmé obsahuje nejmensi mozny pocet znakd, totiz nulovy.

V piipadé druhé pravdivostni tabulky je ¢ H a. Jde o DNF, kterd obsahuje jedinou klausuli délky jedna
— obsahuje tedy nejmensi pocet znakii.

V piipadé tfeti pravdivostni tabulky je zfejmé ¢ H —a. Tudiz formule (—a) DNF formule ¢ a tato forma
jiz zfejmé obsahuje nejmensi mozny pocet znak.

V pfipadé étvrté pravdivostni tabulky je zfejmé ¢ H £f. Formule ££ je klausule pro DNF, ktera obsahuje
nejmensi mozny pocet znaki (sice nula znakt). Pocet znaki této formy jiz zfejmé nejde zmensit.

Priklad 2.2.8 nés poucil o tom, ze v pripadé tii atomickych formuli je tfeba chapat Karnaughovu mapu
jako ,nakreslenou na valci“. Jak chapat Karnaughovy mapy v pfipadé ¢tyf atomickych formuli? Nyni
totiz Celime problému ,slepovani“ kraji mapy dvakrat: jak ve sméru vodorovném, tak ve sméru svislém.
Napriklad v nasledujici Karnaughové mapé

Jiri Velebil: Logika 30. cervence 2007



26 Kapitola 2. Vyrokova logika

ab\cd H 00 ‘ 01 ‘ 11 ‘ 10
00 1 1101
01 01,00
11 0|10 1]0
10 0101010

musime ,slepit*:

(a) Pravy okraj sloupce 10 s levym okrajem sloupce 00.

(b) Dolni okraj fadku 10 s hornim okrajem sloupce 00.

Vyslednou Karnaughovu mapu je tedy t¥eba pfedstavit si jako nakreslenou na povrchu toru. Torus (nebo
téz anuloid) je prostorové téleso, tvarem pfipominajici nafouklou pneumatiku:

a‘::‘:
N
S

Pro¢ jsme do definice Karnaughovy mapy dali pozadavky na sousedéni policek, jejichz soufadnice se 1isi
pravé v jedné polozce? Presné tyto pozadavky totiz umozni v Karnaughové mapé detekovat ty plochy
jednicek, které odpovidaji klausulim pro DNF, a ty plochy nul, které odpovidaji klausulim pro CNF.

3. V pripadé, ze formule ¢ obsahuje pét a vice atomickych formuli, je situace daleko komplikovanéjsi. Odka-
zujeme na cviceni 2.4.6.

Ziejmé kazdou Karnaughovu mapu lze povazovat za matici nul a jednicek. Pohled na pravdivostni tabulku
jako na (specidlné vytvofenou) matici ndm umozni zobecnit postup z ptikladu 2.2.2. V daném piikladu jsme totiz
napiiklad iplnou DNF vytvorili tak, Ze jsme se zamérili na jednotlivé jednicky v sloupci pravdivostni tabulky.
Tento vektor jsme se pak pokouseli ,,nakombinovat® pomoci logického souc¢tu a sady ,,bazickych“ vektord. Kazdy
z bazickych vektord pfitom odpovidal pravdivostni tabulce jedné klausule pro DNF. Nyni se pokusime o analogii
tohoto postupu pro matice nul a jedni¢ek. Musime se pfitom postarat o nasledujici:

e Musime vhodné vybrat ,béazické“ matice, pomoci nichZ jsme schopni nakombinovat danou matici (Kar-
naughovu mapu). Navic, kazda z téchto bazickych matic musi odpovidat klausuli.

To je smyslem nésledujici definice:

2.2.11 Definice Bdzickd matice jednicek je takovd Karnaughova mapa (chépand jako matice nul a jednicek),
ve které vSechny jednicky tvofi obdélnik vytvoreny ze sousedicich polic¢ek. Navic rozméry tohoto obdélnika musi
byt mocniny ¢isla dveé.

Bdzicka matice nul je takovd Karnaughova mapa (chdpand jako matice nul a jednicek), ve které vSechny
nuly tvori obdélnik vytvofeny ze sousedicich policek. Navic rozmeéry tohoto obdélnika musi byt mocniny cisla
dvé.

2.2.12 Piiklady Uvedme piiklady bazickych matic a matic, které nejsou béazické. Prislusny obdélnik nul nebo
jednicek vyznac¢ime tucné. Predpokladejme, Ze a, b, ¢, d jsou atomické formule.
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1. Karnaughova mapa

neni ani bazickou matici jednicek ani bazickou matici nul. Neobsahuje totiz ani obdélnik jednicek ani
obdélnik nul.

2. Karnaughova mapa

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10
00 1001
01 0] 0]0]O0
11 0]0]0]O
10 0] 0]0]O

je bazickd matice jednicek. Rozméry obdélnika jednicek jsou 1 x 2.

3. Karnaughova mapa

ab\ed || 00 | 01 | 11 | 10
0 [1]0]0]1
00 |[o] 0|00
11 [olofo]o
10 [1]0]o0]1

je bazicka matice jednicek. Rozméry obdélnika jednicek jsou 2 x 2.

4. Karnaughova mapa

00 1 1 1 1
01 1 1]10]0
11 1 1]10]0
10 1 1 1 1

je bazickd matice nul. Rozméry obdélnika nul jsou 2 x 2.

5. Karnaughova mapa

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10
o0 f1]1]1]1
0L | 1]0]|0]o0
11 |1]{0[0|0
10 | 1]1]1]1
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nent bazicka matice nul. Rozméry obdélnika nul jsou 2 x 3.

6. Karnaughova mapa

00 0111
01 0101010
11 0101010
10 0101010

neni bazicka matice jedni¢ek. Rozméry obdélnika jednicek jsou 1 x 3.
Nasledujici tvrzeni o souvislosti bazickych matic a klausuli uvedeme bez dikazu.

2.2.13 Tvrzeni Plati ndsledujici:

1. Kazda bazicka matice jednicek odpovida praveé jedné klausuli pro DNF.

2. Kazda bazicka matice nul odpovida pravé jedné klausuli pro CNF.

2.2.14 Piiklady Uvedeme nyni piiklady korespondence klausuli a bazickych matic.

1. Bazické matici jednicek

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10
00 foJof[of1
0L | 0]0[0]O
1 |fojojo0]oO
10 [0]0]O0]oO

odpovida nésledujici klausule pro DNF: (—a A =b A ¢ A —d).

2. Béazické matici jednicek

00 1001
01 00|00
11 0,000

10 0,000

odpovida nésledujici klausule pro DNF: (—a A =b A —d).
3. Bazické matici jednicek

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10

00 1|/0|0]1

01 0,000

11 0,000

10 1001

30. cCervence 2007 Jiri Velebil: Logika



2.2. DNF a CNF, Karnaughovy mapy 29

odpovida nésledujici klausule pro DNF: (=b A —d).

4. Bazické matici nul

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10
00 [r]1]1]1
00 | 1]1]0]0
11 |1 /1[0]0
10 | 11|11

odpovida néasledujici klausule pro CNF: (b V —c¢).
7 ptedchoziho ptikladu se zda ziejmé nasledujici pozorovani:

Predpokladejme, ze studujeme béazické matice jednicek pevnych rozmeért. Pak ziejmeé ¢im vétsi je obdélnik
jednicek, tim méné atomickych formuli je zapotfebi k zapsani prislusné klausule.

Analogické pozorovani se zd4 platit pro bazické matice nul. Pfesné znéni a dikaz prislusného tvrzeni vynechame
a zapamatujeme si slogan:

K popisu vétsi plochy na mapé je tfeba méné informace.

Pokud tedy budeme chtit pro danou formuli ¢ nalézt naptiklad CNF, kterd bude mit co mozné nejkratsi
klausule, budeme muset dodrzet dvé véci:

1. Karnaughova mapa formule ¢ musi byt ,logickym souéinem® bézickych matic nul. (Pak bude zaruéeno,
Ze formule ¢ bude konjunkei klausuli, které odpovidaji pouzitym béazickym maticim nul.)

2. Kazda bézickd matice nul, kterou pouzijeme, musi mit co nejvétsi obdélnik nul. (Pak bude zaruéeno, ze
kazd4 klausule pro CNF, kterou pouZijeme, bude obsahovat co nejmensi pocet literalt.)

Takovych bazickych matic nul musime pouZit co nejmensi pocet. (Pak bude zaruéeno, ze CNF fromule ¢
bude obsahovat co nejmensi pocet znakii.)
2.2.15 Definice At A a B jsou dvé Karnaughovy mapy stejnjch rozmér.

1. Logickym souctem A a B myslime Karnaughovu mapu oznac¢enou AHB, kterou obdrzime tak, ze pfislusné
polozky v jednotlivych mapach logicky secteme.
Budeme fikat, ze mapa C je nakombinovdna z map A a B logickym souctem, pokud plati C = A B B.

2. Logickym soucinem A a B myslime Karnaughovu mapu oznacenou A[IB, kterou obdrzime tak, ze ptislusné
polozky v jednotlivych mapéch logicky vynéasobime.

Budeme fikat, ze mapa C je nakombinovdna z map A a B logickym soucinem, pokud plati C = A 1 B.

2.2.16 Piiklad Pro nésledujici dvé Karnaughovy mapy

ab\cd || 00 | 01 [ 11 | 10 ab\cd || 00 | 01 [ 11 | 10

00 0]1]1]1 00 01171

A= 01 0] 0] 01O B= 01 0]0]0]1
11 00010 11 0|0 |11

10 00110 10 00010

je
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ab\cd H 00 \ 01 \ 11 \ 10 ab\cd H 00 \ 01 \ 11 \ 10

00 0|1 1 1 00 01 1 1

AHB= 01 00|01 a AUB= 01 0[O0 |00
11 0101 1 11 0101010

10 00110 10 0101010

Ztejmé operace H odpovida logické spojce V a operace [ odpovida logické spojce A. Zformulujme to pfesné.

2.2.17 Tvrzeni At ¢ a v jsou formule vyrokové logiky obsahujici stejny podet atomickych formuli. At A je
Karnaughova mapa formule ¢ a B je Karnaughova mapa formule 1. Potom plati:

1. ABB je Karnaughova mapa formule ¢ V 1.

2. AL B je Karnaughova mapa formule ¢ A .

2.2.18 Definice Rekneme, 7e DNF (CNF) dané formule je ireducibilni, pokud obsahuje nejmensi mozny pocet
znakil.

@ 2.2.19 Jak najit ireducibilni DNF a ireducibilni CNF dané formule Af je ddna formule ¢ vyrokové
logiky.

1. Sestavte Karnaughovu mapu formule ¢. Vzniklou matici nul a jedni¢ek oznacte A.

2. Ireducibilni DNF. Jestlize mapa A obsahuje samé nuly, ireducibilni DNF formule ¢ je formule ff

(ireducibilni DNF m4 jedinou klausuli délky nula).

Jestlize mapa A obsahuje samé jednicky, ireducibilni DNF formule ¢ je formule tt (ireducibilni DNF mé
nulovy pocet klausuli).

Pokud nenastane ani jeden z vySe uvedenych piipadd, nakombinujte Karnaughovu mapu A logickym
souctem bazickych matic jednicek Aq, ... A,. Dodrzujte pfitom nasledujici dvé podminky:

(a) Kazda matice A; musi mit co nejvétsi obdélnik jednicek.

(b) Pocet matic A; (tj. ¢islo n) musi byt co nejmensi.

Naleznéte klausule f1, ..., f, pro DNF, které odpovidaji bazickym maticim A;, ... A,,. Ireducibilni DNF
formule ¢ je f1 V...V fy.

. Ireducibilni CNF. Jestlize mapa A obsahuje samé jednicky, ireducibilni CNF formule ¢ je formule tt

(ireducibilni CNF m4 jedinou klausuli délky nula).

Jestlize mapa A obsahuje samé nuly, ireducibilni CNF formule ¢ je formule f£f (ireducibilni CNF m4
nulovy pocet klausuli).

Pokud nenastane ani jeden z vySe uvedenych piipadd, nakombinujte Karnaughovu mapu A logickym
soucinem bazickych matic nul Ay, ...A,,. Dodrzujte pritom nasledujici dvé podminky:

(a) Kazd4 matice A; musi mit co nejvétsi obdélnik nul.

(b) Pocet matic A; (tj. ¢islo n) musi byt co nejmensi.

Naleznéte klausule fi, ..., f, pro CNF, které odpovidaji bazickym maticim Aq, ... A,,. Ireducibilni CNF
formule ¢ je fi A... A fn.

2.2.20 Piiklad Naleznéme ireducibilni DNF a ireducibilni CNF formule ¢, jejiz Karnaughova mapa vypada
nasledovné:

30.
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ab\cd H 00 \ 01 \ 11 \ 10
00 0] 1 1 1
A= 01 00|00
11 00|00
10 01011010

1. Ireducibilni DNF. Matici A 1ze nakombinovat logickym souctem nasledujicimi bazickymi maticemi
jednicek:

ab\cd || 00 |

o

1\11\10 ab\cdHOO\Ol\ll\lO

00 00|11 00 0111010

Ar= 01 00|00 A = 01 00070
11 000710 11 000710

10 000710 10 0000

Matici A jsme tedy nakombinovali logickym sou¢tem dvou bazickych matic jednicek. Ziejmé nelze matici
A nakombinovat mensim pocétem bazickych matic.

Pfesto ndm matice A; a Ay nedaji ireducibilni DNF formule ¢, protoze k nakombinovani matice A lze
pouzit i matice

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10 ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10

00 foJo[1]1 00 [fof1T[1T]o0

By= o1 [ 0][0]O0]O Bo= 01 | 0][0]O0]O
I o 0|o0|o0 1 fo|0o]o0|o0

10 o |0]o0]o0 10 Joj0o]o0]oO

které maji vétsi obdélniky jednicek nez matice A; a Ay. Soucasné je vSak vidét, Ze vétsi obdélniky jednicek
jiz nenalezneme.

Protoze matici B; odpovida klausule —a A —b A ¢ a matici Bs odpovida klausule —a A —b A d, je ireducibilni
DNF pro formuli ¢ nésledujici:

(maA=bAc)V (maA-bAd).

2. Ireducibilni CNF. Budeme postupovat trochu rychleji. Matici A zFejmé nelze logickym sou¢inem na-
kombinovat jednou bazickou matici nul. Lze se presvédcit, Ze ji nelze nakombinovat ani s pouzitim dvou
bazickych matic nul. Lze ji vSsak nakombinovat nasledujicimi tfemi maticemi:

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10 ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10

00 0ol1]1]1 00 11171

Ci= o1 011111 C,= 01 00| 0]O
11 01|11 11 00| 0]O

10 01|11 10 101111

ab\cd || 00 | 01 | 11 | 10

1 1
1 1
010
010
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Tti bazické matice nul, které by mély vétsi obdélniky nul nez matice C;, Cy a C3, vSak nenalezneme.
Matici C; odpovida klausule ¢V d, matici C; odpovida klausule —b a matici C3 odpovida klausule —a.

Ireducibilni CNF pro formuli ¢ je:
(cvd)A (=) A (—a).

2.2.21 Poznamka 7 vySe uvedené teorie ziejmé plyne nasledujici:

Pokud Karnaughovu mapu dané formule ¢ nakombinujeme pomoci bazickych matic jednicek a nebudeme
pritom dodrzovat pozadavky 2a a 2b ze strany 30 dostaneme samoziejmé opét néjakou DNF formule .
Lze se snadno presvédcit, ze pokud budeme Karnaughovu mapu kombinovat pomoci bazickych matic
jednicek obsahujicich pouze obdélniky rozméru 1 x 1, dostaneme tiplnou DNF formule ¢.

Podobnou poznamku lze ucinit pro CNF.

2.3 Sémanticky dusledek ve vyrokové logice

V tomto odstavci zformalizujeme ve vyrokové logice diilezity ttvar tsudku. Usudek je v piirozeném jazyce
forma zapisu, kterd oddéluje predpoklady a zdver. Ve formalnim pojeti logiky tedy predpoklady nahradime
(koneénou) mnozinou M formuli vyrokové logiky a zévér bude jedna formule ¢ vyrokové logiky. Cely usudek
budeme zapisovat takto

M E ¢ (coz ¢teme: formule ¢ je sémantickym diisledkem mnoziny M)

Poznamenejme, 7e symbol = je oddélovacim znaménkem, které oddéluje predpoklady od zévéru (v Ceskych
usudcich je takovym oddélovacim znaménkem slovo tedy — viz piiklad 5.1.3).

Kdy je tisudek spravny? Tehdy, kdyz plati: kdykoli jsou pravda predpoklady, je pravda i zavér. Jde o séman-
tickou tivahu, takZe nepiekvapi, Ze prvotni algoritmus pro zjistovani pravdivosti sémantického disledku vyuziva
prohledavani pravdivostni tabulky.

Nejprve vSak rozsifime nasi definici ohodnoceni pro mnoziny formuli.

2.3.1 Definice At M je mnozina formuli vjrokové logiky a at u je ohodnoceni vyrokové logiky.
1. Zapisem u(M) = 1 rozumime: u(a) = 1 pro vSechna o € M.

2. Zéapisem u(M) = 0 rozumime: u(a) = 0 pro alespoii jedno o € M.

2.3.2 Priklad At a,b € At a at M = {a = b,a V b}. Pravdivostni tabulka vypada nasledovné

a bHa:>b‘a\/b
0 0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Pro ohodnoceni u(a) = 0, u(b) = 1 (druhy fadek tabulky) plati w(M) = 1 (na p¥islusném Fadku jsou jednicky
pro vSechny formule z mnoziny M).

Pro ohodnoceni u(a) = 1, u(b) = 0 (tfeti fadek tabulky) plati u(M) = 0 (na pfislusném Fadku formuli
z mnoziny M jsme nalezli alespoi jednu nulu).

2.3.3 Definice Af M je mnozina formuli vjrokové logiky a at ¢ je formule vyrokové logiky. Rekneme, Ze
sémanticky dusledek M | ¢ plati, pokud

pro vSechna ohodnoceni u plati: u(M) < u(yp).
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2.3.4 Priklad At a,b € At, at M = {a = b,a V b} a ¢ = a A b. Rozhodnéte, zda plati sémanticky dusledek
M= .
Pravdivostni tabulka vypada nasledovné

= =0 Ol
= e K~ )
_ o O o >

Definice 2.3.3 ndm radi: projdéte vSechny fadky tabulky (méme néco usoudit pro vsechna ohodnoceni) a na
kazdém Fadku se zeptejme, zda plati u(M) < u(yp):

1. Prvni fadek: 0 = u(M) < u(p) = 0.
2. Druhy radek: 1 = u(M) £ u(p) = 0.
3. Treti fadek: 0 = w(M) < u(p) = 0.
4. Ctvrty tadek: 1 = u(M) < u(p) = 1.

Na druhém faddku pozadovand nerovnost neplati. Proto neplati ani M = .

2.3.5 Poznamka Algoritmus piedchoziho piikladu mitizeme trochu zrychlit, kdyZ si uvédomime nésledujici
fakta:

1. V ohodnoceni (tj. na ¥adku) u, kdy u(M) = 0 nemusime nerovnost u(M) < u(yp) vibec ovéfovat, plati
totiz automaticky.

2. V ohodnoceni (tj. na fadku) u, kdy w(M) = 1 musime ovéfit, zda plati u(p) = 1. Pak totiz plati nerovnost
u(M) < u(p).

Dostévame tedy standardni (ekvivalentni) definici sémantického difisledku: Rekneme, Ze sémanticky disledek
M = ¢ plati, pokud

pro vSechna ohodnoceni u plati: jestlize u(M) = 1, pak u(p) = 1.
Srovnejte s definici ve skriptu
s M. Demlova a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997

Nez budeme moci vyslovit vétu 2.3.10, ktera je zakladem resoucnich algoritmil, musime zavést pojem splni-
telné mnoziny formuli vyrokové logiky.

2.3.6 Definice At M je mnozina formuli vyrokové logiky. Rekneme, Ze M je splnitelnd mnoZina formuli, pokud
existuje ohodnoceni u takové, ze u(M) = 1.

Rekneme, ze formule ¢ vyrokové logiky je spinitelnd, pokud je mnozina {¢} splnitelnd mnozina formuli
vyrokové logiky.

@ 2.3.7 Poznamka Pozor na terminologii: je stejnd jako terminologie v CeStiné. Promyslete si rozdil mezi
splnitelnym a splnénym pranim.

Podobné: splnitelnd mnozina M je ta, kterd miuZe byt splnéna. Splnéna je na fadku u, pro ktery plati

u(M) = 1. Splnitelna formule ¢ je ta, kterd mize byt splnéna. Splnéna je na fddku u, pro ktery plati u(p) = 1.

2.3.8 Piiklad Af a,b € At. Pak plati:

1. Mnozina {a = b,a V b} je splnitelna. Splnéna je napiiklad na fddku u(a) = 0, u(b) = 1.
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2. Mnozina {a A —a} neni splnitelnd. Neexistuje fadek pravdivostni tabulky, na kterém by byla splnéna. To
znamend, ze formule a A —a neni splnitelna.

@ 2.3.9 Pfiklad Je mnozZina () splnitelnd nebo ne? Piedevsim si uvédomme, ze pravdivostni tabulka mnoziny ()
m4 jediny fadek, protoZe pocet atomickjch formuli ve vech formulich z mnoZiny @ je nula.
Na tomto jediném Fadku (v ohodnoceni «) musi byt bud 0 nebo 1. Pojdme analyzovat prvni moznost:

Na tadku je 0 pravé tehdy, kdyZ existuje formule « € (), pro kterou plati u(«) = 0. Mnozina () viak zddnou
formuli neobsahuje, je totiz prazdna. Nemiize tedy existovat a € (J, pro kterou plati u(a) = 0.

Proto plati u(f) = 1 (dokonce pro jakékoli ohodnoceni). MnoZzina () je splnitelnd.

gé} 2.3.10 Vé&ta (O sémantickém dukazu sporem) Af M je mnozina formuli vyrokové logiky a at ¢ je formule
vyrokové logiky. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. Sémanticky dusledek M [ ¢ plati.

2. Mnozina M U {—¢} neni splnitelna.

DUKkAZ. Podivejme se nejprve, co znamend mit ohodnoceni u tak, ze u(M U {—¢}) = 1: znamend to pfesné
tolik, ze u(M) = 1 a soucasné u(y) = 0. (Nakreslete si pravdivostni tabulku.)
Pak ale je tvrzeni trivialni. |

@ 2.3.11 Poznamka Proc¢ se véta 2.3.10 jmenuje o sémantickém ditkazu sporem? Formuluje totiz pfesné koncept
dtikazu sporem: chceme-li dokdzat M = ¢, sta¢i dokdzat, ze v mnoziné M U {—¢} je ,vnitini spor®, tj. Ze
M U{=} neni splnitelnd mnozina. Mnozinu M U {—¢} si ovéem mtiZzeme pfedstavit jako mnozinu pfedpokladii
M, ke které jsme pridali znegovany zaver ¢. To je pfesné to, ¢im zacind kazdy dikaz sporem: pfedpokladame,
Ze z&vér neplati (a snazime se odvodit spor).
Véta 2.3.10 (ve spolupraci s CNF) je zdkladem resolucnich algoritmi, viz naptiklad skriptum

1 M. Demlova a B. Pondélicek, Matematickd logika, skriptum FEL CVUT, Praha, 1997

a kapitola 4 tohoto textu.

2.4 Cviceni

2.4.1 Cviceni Dokaite, Ze pro libovolné formule o a § plati:

tt HaV-a aAfBH-(-aVv-P6) a=pFH-aVvp as bH - (=(-aVvp)V-(=6Va)
Tomuto vysledku se fikd adekvdtnost mnoziny spojek {—,V}: kazdou formuli vyrokové logiky mtZzeme nahradit
synonymem, které obsahuje pouze spojky — a V.

Dokazte, Ze i mnozina spojek {—, A} je adekvatni.

2.4.2 Cviceni Definujte syntaktickou zkratku o« nand 8 = —(a A ). UkaZte, Ze tato nova spojka je adekvétni,
tj., Ze mnozina {nand} je adekvatni mnozina spojek.

2.4.3 Cvic¢eni Podrobné projdéte postup pro popis ireducibilnich CNF pro formuli obsahujici pouze jednu
atomickou formuli z poznamky 2.2.10.

2.4.4 Cviceni Vice piikladi na toto téma lze nalézt ve cvicenich ke kapitole 8 skripta

1= M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997
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Pro

1.

2.

3.

4

kde

2.4.

nasledujici formule naleznéte iplnou DNF, tiplnou CNF, ireducibilni DNF a ireducibilni CNF":
(a =0b)= (-b= —a).
(a xor b) xor c.
a= (b o).

. (bVvd) & (mas o).

xor je exklusivni nebo.

5 Cviceni Toto cviceni vyzaduje znalost syntaktickych stromt formuli vyrokové logiky. Ukazte, Ze DNF

formule lze ekvivalentné definovat v feci syntaktickych stromt formule. Postupujte nasledovné:

1

2

. Pripomente si moznost jednoznac¢ného prepisu kazdé formule na jeji syntakticky strom.

Pozor: vime, Ze napiiklad zapis formule a V a V a je konvenci za néktery z nésledujicich dvou méné
ptehlednych zapist: ((a V a) V @) nebo (a V (a V a)). Vyhodou téchto méné piehlednych zépisi je vSak
jednoznac¢nost pfepisu na syntakticky strom. Syntakticky strom formule ((a V a) V a) je:

V
\Y a
a a
zatimco formule (a V (a V a)) mé jing syntakticky strom:
V
a V
a a

. De Morganova pravidla a sémantické distributivni zakony iterpretujte jako ,,posouvani“ logickych spojek
po syntaktickém stromu.

Naptiklad sémantickou ekvivalenci —(a A b) H (—a V —b) (coz je jedno z De Morganovych pravidel) lze
interpretovat jako ,,posouvani“ logické spojky — po syntaktickém stromu smérem dolt. Syntakticky strom
formule —(a A b) je totiz strom:

a syntakticky strom formule (—a V —b) je:

Podobné sémantickou ekvivalenci (a Ab) Ve H (aVe)A(bVe) (coz je jeden ze sémantickych distributiv-
nich zakond) lze interpretovat jako ,posouvani“ logické spojky V po syntaktickém stromu smérem dolti.
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Syntakticky strom formule (a A b) V ¢ je totiZ strom:
V
\
/\/ c
/
a \b
a syntakticky strom formule (a V ¢) A (bV ¢) je:
N
V//// \\\\V
/\ \
a C b/ c

3. Definujte DNF formule jako formuli, jejiz syntakticky strom ma jisty tvar.

4. Promyslete proceduru hledani DNF, ktera se opira pouze o tvar syntaktickjch stromu.
Navod: definujte sadu tprav syntaktickych stromii:

(a) Odstranovani nepohodlnych logickych spojek se déje nahrazenim strom, které obsahuji nepohodlné
spojky, stromy sémanticky ekvivalentnich formuli.

\Y
= / \
Napriklad pro spojku = strom / \ nahradte stromem — b
a b ‘
a

(b) Posouvani spojek = a A co nejniZe po syntaktickém stromu pomoci De Morganovych pravidel a
distributivnich zakoni.

2.4.6 Cvic¢eni V tomto cvideni vysvétlime tvorbu Karnaughovy mapy pro formuli, kterd obsahuje pét nebo
Sest ruznych atomickych formuli. Pro podrobnosti odkazujeme napiiklad na knihu

1w G. E. Hoernes a M. F. Heilweil, Uvod do Booleovy algebry a navrhovdni logickijch obvodi, SNTL, Praha
1969

V ptipadé, kdy formule ¢ obsahuje pét atomickych formuli aq, ..., a5, vypadd Karnaughova mapa takto:

as H 0 ‘ 1
alag\a3a4 H 00 ‘ 01 ‘ 11 ‘ 10 ‘ a1a2\a3a4 H 00 ‘ 01 ‘ 11 ‘ 10
00 00
01 01
11 11
10 10

Povsimnéme si, ze tato mapa je vlastné ,atlasem® dvou Karnaughovych map pro formule obsahujici ¢tyti
atomické formule. Podobné situace vypada v pripadé, kdy formule ¢ obsahuje Sest atomickych formuli a4, ...,
ag:
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a5\a6 H 0 ‘ 1
alag\a3a4 H 00 ‘ 01 ‘ 11 ‘ 10 ‘ (110,2\0,3(14 H 00 ‘ 01 ‘ 11 ‘ 10 ‘
00 00
0 01 01
11 11
10 10
CL16L2\Cl36L4 00 01 11 10 alag\a3a4 00 01 11 10
00 00
1 01 01
11 11
10 10

V tomto pfipadé jde o ,atlas“ ¢ty Karnaughovych map pro formule se ¢tyfmi atomickymi formulemi.
Zformulujte zpusob, kterym je v téchto pfipadech nutné pokryvat Karnaughovy mapy, maji-li vysledné formy
obsahovat minimalni pocet znak.
Poznamenejme jesté, ze pro hledani ireducibilnich forem formuli, které obsahuji velky pocet atomickych
formuli se pouzivaji jiné metody, nez je metoda Karnaughovych map. O téchto metodach se lze dozvédét
napiiklad v kapitole 6 knihy

= G. Birkhoff a T. O. Bartee, Aplikovand algebra, Alfa, Bratislava 1981

2.4.7 Cviceni Ukazte, ze ve vyrokové logice plati a H [ pravé tehdy, kdyz o = (§ a soucasné 3 | a.

Revize kapitoly

Dozveédéli jsme se:

v Vyrokova logika je formdind jazyk. M4 pfesné definovanou syntazi (tj. pravidla jak se véci pisi) a sémantiku
(tj. pravidla co véci znamenaji). Syntaxe pfitom 7¢di sémantiku, tj. na pochopeni vyznamu syntakticky
slozitych fetézcti musime nejprve porozumét vyznamu syntakticky jednoduchych retézci.

v Sémantické otazky ve vyrokové logice muzeme vzdy zodpovédét prohlizenim pravdivostnich tabulek.
Pro pfipravu na zkousku zkuste zodpovédét néasledujici otazky:
v/ Popiste syntaxi a sémantiku vyrokové logiky.

v Dejte definici sémantického disledku ve vyrokové logice a vysvétlete algoritmus, kterym mutzeme tlohu o
sémantickém disledku (s koneénou mnozinou predpokladi) vyfesit.

Doplnujici literatura
Do vétsi hloubky je vyrokova a predikatova logika probrana ve skriptu
1 M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997

které jsme nékolikrat zminili. Toto skriptum doporuc¢ujeme i jako zdroj dalsich prikladu.

V této kapitole jsme vibec nezminili syntakticky dusledek, tj. syntaktickou analogii Gsudku. Syntakticky
dusledek formalizuje pojem dikazu a ve vyrokové nebo predikatové logice je realizovan systémem pfirozené
dedukce nebo konstrukci ispésnich tabel. Tyto pojmy jsou velmi dobfe vysvétleny napiiklad v knize

= A. Nerode a R. A. Shore, Logic for Applications, Springer, New York, 1997

Se syntaktickym dusledkem jsou tzce spjaty pojmy uplnosti a neuplnosti logik. O téch se je mozno docist
ve vynikajicich knihach

ww D. R. Hofstadter, Gddel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid, Basic Books, New York, 1979
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w R. Smullyan, Gddels’s Incompleteness Theorem, Oxford University Press, 1992
O zivoté Kurta Godela (a samoziejmé o jeho nejznaméjsim vysledku, vété o nedplnosti) pojednavéa kniha
= R. Goldsteinova, Neuplnost — Dikaz a paradox Kurta Gédela, Argo + Dokofan, Praha, 2006
O pouziti formélnich logik v programovéni (logika Hoarovych trojic) se 1ze doéist napiiklad ve skriptu
w K. Richta a J. Velebil, Sémantika programovacich jazyki, Karolinum, Praha 1997

a o zobecnéni na logiku komunikujicich procesii, takzvané Hennesyho-Milnerové moddini logice, naptiklad
v textu

ww J. Velebil, Logika programi, http://math.feld.cvut.cz/velebil/
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Kapitola 3

Predikatova logika

1. Meéstska rada rozhodla, ze d& postavit nové
vézeni.

2. Meéstskad rada rozhodla, ze nové vézeni bude
postaveno z materialu ze starého vézeni.

3. Méstska rada rozhodla, ze dokud nebude nové
vézeni postaveno, bude se pouzivat vézeni
staré.

Rozhodnuti méstské rady, Canton, Mississippi, USA

V této kapitole zavedeme dalsi formalni jazyk: predikatovou logiku. Jde opét o jazyk formalni. PopiSeme
tedy syntaxi a sémantiku predikatové logiky a zminime otazku sémantického disledku a sémantické ekvivalence.
Zdtraznéme, ze v predikatové logice neni zadna analogie pravdivostnich tabulek.

3.1 Syntaxe a sémantika predikatové logiky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky, které jsme zavedli v prfedchozich odstavcich, umoznuji formalni popis
zékladnich logickych konstrukei, jako je napiiklad otazka spravnosti tsudku.

Nevyhody vyrokové logiky spocivaji v jeji malé vyjadfovaci bohatosti. Jednou nevyhodou je, ze jazyk vyro-
kové logiky nepfipousti praci s proménnymi. Néktera duilezita tvrzeni, jako naptiklad vétu

Ne kazdy, kdo hraje na housle, je Sherlock Holmes.

tak nelze ve vyrokové logice adekvatné popsat. V dané vété se totiz vyskytuji dvé syntaktické kategorie: mluvi
se v ni o lidech® a jejich vlastnostech (hrat na housle, byt Sherlockem Holmesem). Viz piiklad 5.1.2.
Zobecneéni jazyka vyrokové logiky, ve kterém lze vyse uvedenou vétu popsat formalné a adekvatnim zptiso-
bem, se nazyva predikdtovd logika.
Jazyk predikatové logiky vytvari dvé syntaktické kategorie:

1. Termy: intuitivné je dobré si termy predstavit jako objekty, o jejichz vlastnostech bude nase logika vy-
povidat. Termem muze byt bud proménnd nebo je term zkonstruovan z jinych termt pouzitim funkénich
symboli.

2. Formule: intuitivné jsou to vlastnosti vytvorenych objektd. Formule budou vytvareny dvojim zpisobem:

(a) Atomické formule: to jsou ty formule, které jsou z logického hlediska déle nedélitelné. Atomicka for-
mule mtize byt bud vytvoiena jako rovnost termdi® (intuitivné: tvrdime, Ze dva objekty jsou totozné)
nebo jako aplikace predikdtu na termy (intuitivné: predikat je néjaka atomické vlastnost objekt).

IPtipustime-li, ze Sherlock Holmes, literarni fikce sira Arthura Conana Doyla (1859-1930), je realné existujici ¢lovék. P¥edlohou
Sherlocka Holmese byl Doyltav universitni uéitel a prikopnik forenzni patologie Joseph Bell (1837-1911), ktery ve svych pfednaskach
zduraznoval pouziti dedukce pro urceni diagndzy.

2Pro rovnost v predikatové logice budeme pouzivat standardni znacku =. Znacku = pro rovnost zavedl v roce 1557 ve své knize
The Whetstone of Witte velsan Robert Recorde (1510-1558), protoze (jak piSe) Zddné dvé véci si nemohou byt rovnéjsi nez dvojice
Car stejné délky.
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(b) Slozité formule: to jsou formule vytvofené z jinych formuli pomoci zndmych spojek z vyrokové logiky

(a) True: tt arity 0. (d) Disjunkce: V arity 2.
(b)  Negace: — arity 1. (e) Implikace: = arity 2.
(¢) Konjunkce: A arity 2. (f)  Ekvivalence: < arity 2.

ke kterym pridame jesté dvé specidlni znacky

vV  (obecny kvantifikdtor)

3 (existen¢ni kvantifikator)

Formule, které jsou vytvoteny kvantifikovdnim jinych formuli, musi mit ovSem velmi specialni tvar:
kvantifikovat se mohou pouze standardni proménné.

Shrnuto: jazyk predikitové logiky je svou podstatou wicesortovy.®> Obsahuje opét standardni ¢dst, ktera sestava
ze standardnich znacek
= tt - AV = & V 3

a Cast wvolitelnou, kterou volime wvyjadrovaci silu naseho jazyka. Volitelnou ¢ast si mizeme predstavit jako
deklaraci proménnych, funkci a atomickych vlastnosti.

3.1.1 Jazyk predikatové logiky Jazyk £ predikatové logiky je zadén néasledujicimi tfemi mnozinami:
1. Neprazdnou mnozinou Var standardnich proménnych.

2. Mnozinou Pred predikdti. U kazdého predikdtu musi byt navic specifikovana jeho arita, coZ je prirozené
¢islo (smi byt i nula).? Podotknéme, Ze mnozina Pred smi byt prdzdnd.

3. Mnozinou Func funkcénich symboli. U kazdého funkéniho symbolu musi byt navic specifikovana jeho arita,
coZ je prirozené ¢islo (smi byt i nula). Podotknéme, Ze mnozina Func smé byt prdzdnd.

Zduraznéme znovu, Ze definici jazyka .Z je vhodné si predstavit jako soupis deklaract.

3.1.2 Piiklad Deklarujeme jazyk .Z nésledovné:
1. Mnozina Var standardnich proménnych jazyka £ bude mit tii prvky: z, y a a.
2. Mnozina Func funkénich symbolt jazyka .Z bude mit dva prvky: f arity 0 a H arity 2.
3. Mnozina Pred predikiti jazyka .Z bude mit jeden prvek V arity 1.

Zjevné jsme splnili pozadavky na definici jazyka predikatové logiky. Nas jazyk tak obsahuje tfi znacky x, y, a pro
standardni proménné. Déle jazyk .Z obsahuje dvé znacky f, H pro tvorbu novych objektl ze starych (znacka f
potiebuje na tvorbu novych objektt 0 argumentti a je tedy dobré si ji predstavit jako konstantni objekt, znacka
H pottebuje pro tvorbu nového objektu dva objekty, protoZe mé aritu 2). Koneéné jsme deklarovali znacku V
jako atomickou vlastnost objektu, protoze V ma aritu 1.

Jakmile je zadén jazyk £, jsou vytvoreny mnoziny Terms(.%Z) termi jazyka £ a Formulae(Z) formuli jazyka
Z. Tato tvorba je automatickd a my nemutzeme formu termi a formuli uz nijak ovlivnit, protoZe termy a formule
se tvori z naSich deklaraci pomoci standardnich znacek.

3.1.3 Syntaxe termu a formuli predikatové logiky
MnoZina termi Terms(Z) jazyka £ je definovana takto:

1. Kazdé standardni proménné je term jazyka .Z.

3Pfipomina tak programovaci jazyky, viz naptiklad text J. Velebil, Diskrétni matematika.
4Pro prakticky vyznam predikatt arity 0 viz poznamku 3.1.25.
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2. Jakmile 1, ..., t,, n > 0 jsou termy jazyka .Z a jakmile je f funkéni symbol arity n, je Fetézec f(t1,...,tn)
term jazyka .Z.

3. Zadnym jinym zpiisobem, nez koneénym pouzitim piedchozich dvou pravidel, term jazyka .Z nevznikd.
MnoZina formuli Formulae(¥) jazyka £ je definovana takto:

1. Jakmile 1, to jsou termy jazyka %, je Fetézec (t; = to) formule jazyka £ (takzvand atomickd formule
jazyka &).

2. Jakmile ¢, ..., t,, n > 0 jsou termy jazyka .Z a jakmile je P predikat arity n, je fetézec P(t1,...,t,)
formule jazyka . (takzvana atomickd formule jazyka £).

3. Jsou-li ¢ a v formule jazyka .Z a je-li x standardni proménnd jazyka £, pak jsou i Fetézce

tt (p) (pAY) (eVY) (e=v) (pey) (Vo) (Tz.g)
formulemi jazyka .Z.

4. Z4dnym jinym zpiisobem, nez koneénym pouzitim piedchozich tii pravidel, formule jazyka . nevznikd.

3.1.4 Priklad Pro jazyk .Z z piikladu 3.1.2 dostéavame:
1. Jako termy napiiklad Fetézce z, y, a, f, H(z,y), H(f,x), H(H(z,a),a) atd.
2. Jako formule napiiklad fetézce (x = a), H(y, f) = H(H(z,z),x), V(x), (Va.(V(z) = (f = H(a,a)))) atd.

Povsimnéme si, Ze mnoziny Terms(.£) a Formulae(.Z) jsou nekonecné.

3.1.5 Poznamka Syntaxi termt a formuli 1ze samoziejmé opét prehlednéji popsat Backusovou-Naurovou for-
mou:

= | f(tl, v 7t7z,)
g ou= tt[(=t) [ Pt t) [ (00) [ (A ) [ (0 V) | (0= 4) [ (p & ) | (Vog) | (B2.9)

kde z je standardni proménnd, f funkéni symbol arity n a P predikdtovy symbol arity n.

g% 3.1.6 Poznamka I v predikdtové logice zavedeme nésledujici syntaktické konvence (srovnejte s poznim-
kou 2.1.3):

1. Nebudeme psat nejvice vnéjsi zavorky.
2. Budeme predpokladat, ze spojka — vaze nejsilnéji.
3. Zavedeme false: formule £f je syntaktickd zkratka za formuli —tt.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme v dalsim vzdy predpokladat, Zze syntaxe predikatové logiky je relaxovana podle
téchto pravidel.

3.1.7 Priklad Syntaktickou analyzu v predikatové logice opét provadime tvorbou syntaktickych stromi. V ja-
zyce £ z piikladu 3.1.2 je Tetézec

Va.(V(z) = (f = H(a,a)))
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formuli, protoZe umime Uspésné sestavit syntakticky strom tohoto Fetézce:

Ya

|

AN

AN
a/\a

Tvorba syntaktického stromu je opét dana rekursivnim algoritmem, ktery v kazdém kroku ovéruje, zda je znacka
v jazyce deklarovdna nebo zda jde o znacku standardni. Viz cviceni 3.3.1.

Nez budeme schopni popsat sémantiku formuli jazyka predikatové logiky, musime zavést pojmy volného a
vdzaného vyskytu standardni proménné ve formuli.

3.1.8 Priklad V syntaktickém stromu formule z piikladu 3.1.7 ozna¢ime jeho jednotlivé listy zleva doprava
Cisly:
Ya

\
V/\
VAN

O @ /\
® ®

Povsimnéme si, Ze listem syntaktického stromu mutze byt bud standardni proménna (listy ¢islo 1, 3 a 4) nebo
funkéni symbol arity 0 (list ¢islo 2) nebo predikatovym symbolem arity 0 (v tomto piikladé se to nestalo).

3.1.9 Definice Kazdy list syntaktického stromu formule ¢, ktery je obsazen standardni proménnou, nazyvame
vyskytem standardni proménné ve formuli .

Vyskyt standardni proménné z ve formuli ¢ nazyvame vdzanym, pokud pfi cesté od tohoto listu ke kofeni
syntaktického stromu narazime na vrchol oznackovany bud Vz nebo Jz. V opaéném piipadé nazveme tento
vyskyt volngm.

Kvantifikdtor Vo nebo Jx wvdZe vsechny vyskyty standardni proménné z, které jsou v syntaktickém stromu
pod timto kvantifikdtorem.

3.1.10 Piiklad Vyskyt 1 standardni proménné ve formuli z pfikladu 3.1.8 je volny, protoze cestou ke kofeni
syntaktického stromu od listu ke kofeni nenarazime ani na vrchol oznackovany Vz ani na vrchol oznackovany
Jx.

Ve stejném piikladu jsou oba vyskyty 3 a 4 standardni proménné a vazané, protoze cestou od obou listil ke
koreni syntaktického stromu narazime na vrchol oznackovany Va.

Kvantifikator Va vaze oba vyskyty 3 a 4 proménné a.

@ 3.1.11 Poznamka Vazané vyskyty proménnych zname velmi dobie z matematické analyzy a z programovani.

2 2
1. Ve vyrazu ( / (t? — 2) dt + x) je proménna t vdzand (znackou pro ur¢ity integral / dt) a proménnd
0 0

x ma oba vyskyty volné.
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7 analyzy dobfe vime, Ze vazanou proménnou smime prejmenovat. Musime ovSsem dbat na to, aby se po
prejmenovani nestala volna proménné vazanou. Takze prejmenovani

(/02<t2—x)dt+x> [t =] = (/()Q(a:?—mmwa:)

neni legdlni substituce, protoZze se prvni (pivodné volny) vyskyt proménné = stava vazanym vyskytem.

Pfejmenovani
j (/Oz(th)dter)[t:z](/02(2295)(124”5)

kde z je novd proménnd, je legalni substituce.

2. V ¢astikédu for i:=1 to n do z:=z*i ; i:=i+1 endfor jsou oba vyskyty proménné i vdzané znackou
for endfor, vyskyt proménné z je wvolny. Pro prejmenovani vazanych proménnych v programovani
plati stejné podminky jako pro proménné v integralnim poctu: po pfejmenovani se zadna, pavodné volna
proménna nesmi stat vazanou. Pfejmenovani vyse uvedené ¢asti kédu na

for z:=1 to n do z:=z*z ; z:=z+1 endfor

tedy nenit legalni.

Problematické mohou byt situace, kdy méa v néjaké formuli stejnd standardni proménné nékteré vyskyty
volné a nékteré vazané. To definice syntaxe formuli nezakazuje, napriklad fetézec

V(z)V (Fz.x =x)

je formuli v jazyce .Z z ptikladu 3.1.2 a standardni proménné x v ni méa jak volny, tak vazany vyskyt.
Zavedeme nyni dulezitou konvenci, kterd nam dovoli se smiSenym vyskytim standardnich proménnych vy-
hnout.

@ 3.1.12 Poznamka Zavedeme dalsi syntaktickou konvenci, které se ¥ikd a-konverse:

Dve formule, které se lisi pouze legdlnim prejmenovdnim vdzanych proménnych, budeme povaZovat za
totozné.

Pripomenme, Ze legdlnim prejmenovdnim myslime pirejmenovani, které splnuje néasledujici dvé podminky:
1. Pfejmenovdvame proménné, které dany kvantifikitor vaze (viz definice 3.1.9).
2. Pfi prejmenovani se zadny, ptivodné volny, vyskyt proménné nesmi stat vazanym.

Diky a-konversi mizeme tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze v kazdé formuli mé kazda standardni
proménné vSechny vyskyty bud pouze volné nebo pouze vézané.

3.1.13 Definice Rekneme, 7e formule ¢ predikitové logiky je sentence, pokud je kazdy viskyt kazdé proménné
ve formuli ¢ vazany.

3.1.14 Pfiklad Formule Va.(V(z) = (f = H(a,a))) z piikladu 3.1.4 neni sentenci, protoze v ni ma standardni
proménnd x volny vyskyt.

Formule 3z.(V(z) V (z = f)) stejného jazyka sentenci je, protoze oba vyskyty standardni proménné z jsou
vazaneé.

Sentenci predikatové logiky je dobré si pfedstavit jako formuli, kterd ,schoviavd proménné pied vnéjsim
pozorovatelem®. To bude dulezité pri definici sémantiky: pravdivostni hodnota sentence nebude zéaviset na
aktualni  hodnoté“ standardnich proménnych.

Sémantika formuli predikatové logiky se opét bude Fidit doktrinou, Ze syntaxe ¥idi sémantiku (viz po-
zndmku 2.1.5). Budeme proto nuceni podat sémantiku i formuli, které obsahuji volné standardni proménné.
Protoze takova formule standardni proménné ,neschovava“, bude jeji pravdivost ¢i nepravdivost zaviset na
aktudlnim kontextu standardnich proménnych. Sémantika formuli se tedy bude sestavat ze dvou ¢asti:

Jiri Velebil: Logika 30. cervence 2007



44 Kapitola 3. Predikatova logika

1. Z interpretace predikata a funkénich symbolu. Tato interpretace nam popise ,skuteény“ vyznam atomic-
kych vlastnosti (tj. predikdt) a funkénich symbold.

2. 7 kontertu standardnich proménngch, tj. z popisu ,aktudlnich hodnot“ vSech standardnich proménnych.

Zformulujeme nyni sémantiku formuli predikatové logiky presné:

3.1.15 Interpretace predikatt a funkénich symboli Af ¥ je jazyk predikdtové logiky s mmozinou
predikati Pred a mmnozZinou funkénich symbola Func. Interpretaci predikdti o funkénich symboli rozumime
nasledujici data:
1. Neprazdnd mnozina U zvana universum interpretace.
Intuitivné: universum je ,,svét“, jehoZ prvky popisuji termy a o vlastnostech téchto prvka mluvi formule.
Znovu zduraznéme, ze universum musi byt neprazdnd mnozina.

2. Pritazeni [—], které

(a) Kazdému predikédtu P arity n piifazuje mnozinu [P] uspofaddanych n-tic prvki universa U.
Intuitivné: pro n > 1 je [P] seznam n-tic objekti, které maji ,vlastnost® P. Pro n = 0 je [P] bud
prazdna mnozina nebo jednoprvkova mnozina.

(b) Kazdému funkénimu symbolu f arity n piifazuje funkci [f] : U™ — U.

Intuitivné: pro n > 1 je [f] pfedpis, ktery z n-tice objektd vytvoii dalsi objekt. Pro n = 0 je [f]
pevny objekt (konstanta), tj. pevny prvek universa U.

V dalsim budeme interpretaci predikatii a funkénich symbolt znadit jako usporddanou dvojici (U, [—]).

3.1.16 Piiklad Jazyk .Z z prikladu 3.1.2 interpretujeme nasledovné:

1. Jako universum interpretace zvolime mnozinu N pfirozenych ¢isel. Tim fikdme, ze nas jazyk bude popisovat
pouze prirozend ¢isla a jejich vlastnosti.

2. Prifazeni [—] definujeme nésledovné:

(a) [V] je podmnozina sudych pfirozenych ¢isel.

(b) [f] je ¢islo 11 (funkéni symbol f ma totiz aritu 0, jsme tedy povinni jej interpretovat jako konstantu).
[H] je funkce souc¢tu dvou piirozengych ¢isel.

Samoziejmé, tato interpretace je jen jednou z mnoha moznych interpretaci. Uvédomme si ale, Zze nemuzeme
interpretovat funkéni symbol H napiiklad jako déleni: déleni totiz neni funkce z N? do N.

3.1.17 Kontext standardnich proménnych At (U,[—]) je interpretace predikdtt a funkénich symboli.
Kontext standardnich proménnych je funkce
p:Var — U

Jestlize p je kontext standardnich proménnych, = je standardni proménnd a d je prvek universa U, pak
symbolem
plz = d]

oznacime kontext standardnich proménnych, ktery mé stejné hodnoty jako kontext p, kromé hodnoty d v x.
Kontextu p[z := d] fikdme update kontextu p o hodnotu d v x.

3.1.18 Pfiklad V interpretaci (U,[—]) muZzeme jako kontext p zvolit napiiklad funkci, kterd ma hodnoty

p(x) =231, p(y) =0, p(a) = 12.
Update kontextu p o hodnotu 677 v y je novy kontext p’ s hodnotami p'(z) = 231, p/(y) = 677, p'(a) = 12.

3.1.19 Sémantika termu predikatové logiky
V interpretaci (U, [—]) a kontextu p maji termy jazyka .Z nésledujici sémantiku:
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1.

2.

[z], = p(z) pro kazdou standardni proménnou.

Neboli: vyznam standardni proménné x v kontextu p je hodnota p(z).

Term f(ty,...,t,) ma sémantiku

[[f(tla cee vtn)ﬂp = [[f]]([[tl]]pa R [[tn]]p)

Neboli: vyznam termu f(t1,...,t,) v kontextu p zjistime tak, Ze do funkce [f] dosadime hodnoty [t1],,
[t2]p, - -, [tn], jako argumenty.

3.1.20 Piiklad Znaceni je z piikladu 3.1.18. Sémantika nékterych termu v kontextu p vypadé nasledovné:

1.
2.

[+1, = p(x) = 231, [yl, = p(y) = 0, [al, = p(a) = 12.
[H(x,a)], = [H]([z],, [a],) = 231 + 12 = 243, protoze H je interpretovano jako soucet.

3.1.21 Sémantika formuli predikatové logiky
V interpretaci (U, [—]) a kontextu p maji formule jazyka .# nasledujici sémantiku:

1.

o N O

10.

Atomicka formule t; = to je pravdivd, kdyz plati rovnost [t1], = [t2], v universu U.

Neboli: pravdivost atomické formule t; = t5 zjistime tak, Ze interpretujeme oba termy a hodnoty [ti], a
[t2], v universu U porovname.

. Atomické formule P(t1,...,t,) je pravdivd, kdyZ plati

(Htl]]m R [[tn]]p) € [[P]]

Neboli: pro pravdivost atomické formule P(ty,...,t,) zjistime, zda uspofadand n-tice ([t1],,...,[tn],)
prvki universa U lezi v mnoziné [P].

. Formule tt je pravdivd.

. Formule - je pravdivd pravé tehdy, kdyz formule ¢ je nepravdiva.

. Formule ¢ A 9 je pravdivd pravé tehdy, kdyz jsou obé formule ¢ a 1 pravdivé soucasné.

. Formule ¢ V 9 je pravdivd pravé tehdy, kdyz je alespon jedna z formuli ¢ a v pravdiva.

. Formule ¢ = v je nepravdivd pouze tehdy, kdyz je formule ¢ pravdiva a soucasné 1 nepravdiva.

. Formule ¢ < 4 je pravdivd préavé tehdy, kdyz jsou bud obé formule ¢ a v pravdivé soucasné nebo kdyz

jsou obé formule ¢ a 1 nepravdivé soucasné.

. Formule Vz.¢ je pravdivd, kdyz je formule ¢ pravdiva v kaZdém kontextu p[z := d], kde d je prvek U.

Formule 3z.¢ je pravdivd, kdyz je formule ¢ pravdiva v alespor jednom kontextu p[x := d], kde d je prvek
U.

3.1.22 Piiklad Znaceni je z prikladu 3.1.18. Sémantika nékterych formuli v kontextu p vypada nasledovné:

1.
2.
3.

Atomicka formule x = y je nepravdiva, protoze rovnost 231 = 0 v pfirozenych ¢islech neplati.
Atomické formule V' (z) je nepravdiva, protoZe 231 neni sudé pfirozené éislo.

Formule V(y) A (a = a) je pravdiva, protoze jsou pravdivé obé formule V (y) a (a = a) soucasné.
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4. Formule Ja.V (a) je pravdiva, protoze formule V(a) je pravdiva (napiiklad) v kontextu pla := 150].

5. Formule Va.V (a) neni pravdiva, protoze formule V' (a) neni pravdiva v kazdém kontextu tvaru pla := d|,
kde d je pfirozené Cislo.

@ 3.1.23 Poznamka Je vidét, Ze sémantika formuli predikitové logiky je pomérné komplikovana zaleZitost.
Zdtraznéme pfedevsim, ze v predikatové logice neeristuje analogie pravdivostni tabulky. Sémantické otazky
tedy neni mozné resit hrubou silou, jako tomu bylo mozné ve vyrokové logice.

Sémantiku predikatové logiky jsme zavedli zptisobem, kterym se bézné zavadi sémantika imperativniho pro-
gramovaciho jazyka, viz naptiklad skriptum

1w K. Richta a J. Velebil, Sémantika programovacich jazyki, Karolinum, Praha 1997

Pfipometime (definice 3.1.13), Ze sentence ,schovava“ standardni proménné. Proto pravdivost nebo neprav-
divost sentence nemuze zaviset na kontextu standardnich proménnych.

@ 3.1.24 Definice Rekneme, Ze sentence ¢ je pravdivd v interpretaci (U, [—]), kdy# je pravdiva v libovolném
kontextu p.

% 3.1.25 Poznamka Vysvétlime, jaky je prakticky vyznam predikdtovych symbolu arity 0. Zavadime je proto,
abychom mohli ¥ici, ze predikdtovd logika je rozsirenim vyrokové logiky.

Pfesnéji: at At je mnozina atomickych formuli vyrokové logiky. KaZdou formuli ¢ vyrokové logiky nad
mnozinou At pak muzeme chapat jako formuli jazyka .Z predikatové logiky, kde kazdé a € At deklarujeme jako
predikatovy symbol arity 0.

Jak vypadd obecné interpretace (U, [(—)]) takového jazyka predikatové logiky? Pro kazdé a € At musime
definovat [a] jako podmnozinu U°. Mnozina U° je ale jednoprvkova a mé tudiz presné dvé podmnoziny: () a U°.
Pokud [a] = 0, je sentence a v interpretaci (U, [(—)]) nepravdiva, je-li [a] = U°, je sentence a v interpretaci
(U, [(-)]) pravdiva. Viz definici 3.1.21.

Pii téchto deklaracich miizeme prevadét i pravdivost formuli: at u je ohodnoceni formuli vyrokové logiky.
Interpretaci (U, [(—)]) pak definujeme takto: [a] = U° pravé tehdy, kdyz u(a) = 1, a to pro kazdou atomickou
formuli a € At.

Pak pro kazdou formuli ¢ vyrokové logiky nad At plati u(y) = 1 pravé tehdy, kdyz je ¢ (jako formule
predikatové logiky) pravdivd v pravé popsané interpretaci (U, [(—)]) jazyka predikatové logiky.

Pozor! Opét zduraziiujeme, Ze ani pii vySe uvedeném ztotoznéni nemluvime v predikatové logice o ohodno-
cenich.

Méme-li pojem pravdivosti, mizeme zavést pojem sémantického dusledku, sémantické ekvivalence a spl-
nitelnosti formalné stejnym zptsobem, jako ve vyrokové logice. Namisto ,fadek pravdivostni tabulky“ ovsem
musime TFikat ,interpretace“. Pojmy zavedeme pouze pro sentence.

3.1.26 Definice Rekneme, Ze mnozina M sentenci jazyka .# predikatové logiky je splnitelnd, kdyZ existuje
interpretace, ve které jsou vSechny sentence z mnoziny M pravdivé soucasné.
Jestlize mnozina M je splnitelnd a obsahuje jedinou sentenci , fikdme, ze ¢ je spinitelnd.

@ 3.1.27 Piiklad Popiste jazyk £ predikdtové logiky, ve kterém je Fetézec
P(z) & (Vz.P(x))

sentenci a ukazte, ze tato sentence je splnitelna.
Syntaktickou analjzou (tj. pokusem o Uspésné sestaveni syntaktického stromu) zjistujeme, Ze nemame na
vybér: ma-li byt vyse uvedeny fetézec sentenci, musi jazyk £ vypadat nasledovné:

1. Symbol z je standardni proménnd, tj. Var = {z}.
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2. Symbol P je predikat arity 1.
3. Symbol z je funkéni symbol arity 0 (tj. konstanta).

Podle definice mame nalézt alespoii jednu interpretaci (U, [—]) jazyka £, ve které je uvedend sentence pravdiva.
Nejprve si uvédomme, jak musi vypadat libovolnd interpretace jazyka .Z. Tim zjistime, o ¢em jsou sentence
jazyka % schopny vypovidat:

Libovoln4 interpretace jazyka .Z sestava z neprazdné mnoziny U, n&jakého pevného prvku [z] € U (protoze
z je funkéni symbol arity 0) a néjaké podmnoziny [P] C U (protoze P je predikét arity 1).

Nyni musime zvolit konkrétni interpretaci (U, [—]) tak, aby v ni byla sentence P(z) < (Vz.P(z)) pravdivd.
Podle definice 3.1.21 toho miZeme dosdhnout jednim ze dvou zpusobi:

1. Obé formule P(z) a Va.P(z) jsou v (U, [—]) pravdivé soucasné.
2. Obé formule P(z) a Vz.P(z) jsou v (U, [—]) nepravdivé soucasné.

Pokusime se o splnéni prvni podminky (pokuste se najit jinou interpretaci, ktera spliiuje druhou podminku).
Ma-li P(z) byt v (U, [—]) pravdivd, musi platit [z] € [P] (neboli: z méa vlastnost P). M&-li Vz.P(x) byt
v (U, [-]) pravdiva, musi platit [P] = U (neboli: vSechny prvky U maji vlastnost P).
Takovych interpretaci (U, [—]) umime jisté najit celou fadu: zvolime co nejjednodussi. Nasi interpretaci
zapiSeme do prehledné tabulky

jazyk & ‘ interpretace
U ={u}

st. proménné: x
predikaty: P arity 1 [P]=U
funkéni symboly: z arity 0 | [2] = u

ze které je okamzité vidét, ze sentence P(z) < (Vz.P(x)) je v interpretaci (U, [—]) pravdiva.
Ukazali jsme, ze P(z) < (Vz.P(z)) je splnitelnd sentence.

3.1.28 Definice Rekneme, 7e sentence ¢ a v jazyka . predikatové logiky jsou sémanticky ekvivalentni (znaceni
© H 1), pokud maji stejnou pravdivostni hodnotu v kazdé interpretaci.

3.1.29 Definice Rekneme, 7e sentence ¢ jazyka .Z predikatové logiky je tautologie, pokud plati ¢ H tt a
sentence ¢ je kontradikce, pokud plati ¢ H ff.

3.1.30 Piiklad Ukaite, Ze sentence P(z) < (Vx.P(z)) z prikladu 3.1.27 nend tautologie.

Jazyk & pochopitelné zlistava stejny jako v piikladu 3.1.27. Mame ukazat, ze P(z) & (Vz.P(z)) H tt
neplati. Protoze tt je pravdiva v kaZdé interpretaci (viz definici 3.1.21), znamena to, Ze musime najit interpretaci
(U, [-]) jazyka &, ve které sentence P(z) < (Va.P(x)) neni pravdivd. Toho je mozné dosdhnout jednim ze
dvou zpusobti (viz definici 3.1.21):

1. Formule P(z) je v (U, [—]) nepravdiva a soucasné formule Vz.P(z) je v (U, [—]) pravdiva.
2. Formule P(z) je v (U, [-]) pravdivd a soucasné formule Vz.P(z) je v (U, [—]) nepravdiva.
Pokusime se o splnéni prvni podminky. To znamen4, Ze hleddme interpretaci, pro kterou plati [z] ¢ [P] (protoze

z nemé mit vlastnost P) a soucasné [P] = U (protoze vSechny prvky U maji mit vlastnost P). To ale neni
mozné splnit!
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Musime se tedy zaméfit na splnéni druhé podminky: hleddme interpretaci, ve které plati [z] € [P] (protoze
z mé mit vlastnost P) a soucasné [P] # U (protoZe ne vSechny prvky U maji mit vlastnost P). Takovych
interpretaci je jisté celd fada, popiSeme tu nejjednodussi:

jazyk & ‘ interpretace
U ={u,v}

st. proménné: x
predikaty: P arity 1 [P] = {u}
funkéni symboly: z arity 0 | [2] = u

V této interpretaci je sentence P(z) < (Vz.P(x)) nepravdiva.
Ukézali jsme, Ze sentence P(z) < (Vz.P(x)) neni tautologie.

3.1.31 Poznamka Pii konstrukei interpretaci jazyka predikatové logiky piikladu 3.1.30 se ¢asto objevuji

interpretace typu U=mnozina v8ech lidi, [ P]=mit vlasy, [z]=Jif{ Velebil. Takova interpretace pak ,potvrzuje®,

ze sentence P(z) < (Vz.P(z)) nend tautologie, protoze existuje alespoii jeden ¢lovék, ktery vlasy nema.
Takovéa interpretace je velmi problematicka, pfinejmensim z nésledujicich divodi:

1. Neni moc jasné, co to je mnozina vsech lidi.
Znamend to mnozinu v8ech lidi, Zijicich 18. €ervence 2007 ve 13:00 stfedoevropského ¢asu? Nebo mnozinu
vsech lidi, ktefi kdy na zemi zili, ziji a zit budou?

2. Neni moc jasné, co to znamena mit vlasy.
Znamena to mit na hlavé alespon jeden vlas? Nebo ¢lovéka s pfesné tfemi vlasy na hlavé jiz povazujeme
za holohlavého?

3. Kterého Jifiho Velebila mame na mysli? Jen v prazském telefonnim seznamu jsou uvedeni tfi.

Problematicnost této interpretace souvisi s nejednoznacnosti pouzivani slov v pfirozeném jazyce. Vice o tom
fekneme v kapitole 5.

Vyse uvedenou interpretaci vsak mitizeme snadno upravit. Vytvofime svét, ve kterém bude jeden clovék
s vlasy a alespon jeden clovék, ktery vlasy nema. Takova interpretace mize vypadat takto:

jazyk & ‘ interpretace
U = {u,v} to jest: v naSem svété jsou jen dva ,lidé“: u a v

st. proménné: z
predikaty: P arity 1 [P] = {u} to jest: ¢lovék u ,ma vlasy*
funkéni symboly: z arity 0 | [2] = u to jest: u je ,Jifi Velebil* v nagem svété

V této interpetaci sentence P(z) < (Vz.P(z)) pravdiva neni: leva strana P(z) ekvivalence se prelozi jako
pravdiva véta (,Clovék“ u v nasem svété ,mé vlasy“) a prava strana Vz.P(z) ekvivalence se prelozi jako
nepravdivd véta (ne vSichni ,lidé* v nagem svété ,maji vlasy“: takovym je ,Cloveék® v).

Protoze jsme nalezli interpretaci, ve které je sentence P(z) < (Vz.P(z)) nepravdivd, neni sentence P(z) <
(Vz.P(x)) tautologie.

Zjistujeme, Ze jsme napsali pfesné interpretaci z piikladu 3.1.30. Navic je tato interpretace naprosto pri-
zracnd a jednoznacni.

Pokud se nemiizete vzdat pouzivani interpretaci na ,mnoziné€ lidi“, interpretaci predikata jako ,mezilidskych
vztahi®, a tak dale, postupujte takto:

1. Interpretujte nejprve neformalné a uvédomte si, divod, pro¢ se dana sentence prekldda jako pravdiva ¢i
jako nepravdiva.

2. Poté interpretaci zuzte na nezbytné nutnou ,mnozinu lidi“ tak, jak jsme to udélali v ptipadé ,vlasatosti“
o nékolik fadkl vyse. VSechny nejednoznacnosti pfirozeného jazyka tak zmizi.
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Vyhnete se tim spousté nepiijemnych dotazi typu: co to pfesné znamend , byt otcem“, byt bratrem“, a po-
dobné.

@ 3.1.32 Priklad UkéZeme, Ze sentence Vz.(P(z) V —P(x)) jazyka .Z z ptikladu 3.1.16 je tautologie.
Predevsim Va.(P(x)V-P(z)) je v daném jazyce skuteéné sentence. Nyni musime ukazat, ze Vz.(P(z)V-P(z))
je pravdiva v kaZd€ interpretaci (U, [—]) jazyka Z. NapiSme tedy obecnou iterpretaci:

jazyk & ‘ libovolna interpretace

U#0

st. proménné: z
predikaty: P arity 1 [P]CU
funkéni symboly: z arity 0 | [2] € U

Vsimnéme si, ze v této interpretaci piSeme jenom to, co jsme povinovdn: napsat: universum U je néjaka
neprazdnd mnozina, [P] je n&jakd (pevnd) podmnozina U, [z] je néjaky (pevny) prvek universa U. Nic vic
0 obecné interpretaci nemutzeme Fici!

Jak se v této obecné interpretaci pielozi sentence Va.(P(z) V —P(z))? Jako tvrzeni, Ze kazdy prvek U ma
bud vlastnost P nebo ne. To je ale pravdivé tvrzeni.

Ukézali jsme, ze sentence Vz.(P(z) V ~P(x)) je pravdiva v jakékoli interpretaci. Tedy Va.(P(x) V —P(z)) je
tautologie.

@ 3.1.33 Piiklad Popiste jazyk £ predikitové logiky, ve kterém jsou fetézce
Ve.Jdy.R(z,y) a FyVe.R(z,y)

sentence a rozhodnéte, zda plati
Vz.Jy.R(z,y) H Jy.Va.R(x,y)

Popis jazyka .Z je jednoduchy: nemame jinou mozZnost, nez deklarovat x, y jako standardni proménné a R
jako predikatovy symbol arity 2.

Z definice 3.1.28 vime, ze Va.3y.R(z,y) H Jy.Va.R(z,y) plati pravé tehdy, kdyz jsou obé sentence pravdivé
ve stejnych interpretacich.

PopiSeme nyni vSechny interpretace (U, [—]), ve kterych je pravdiva sentence Vz.3y.R(z,y), a pak vSechny
interpretace (U, [—]), ve kterych je pravdiva sentence Jy.Vz.R(z,y).

1. Obecné interpretace, ve které je pravdiva sentence Va.Jy.R(z,y), musi vypadat takto:

jazyk & ‘ obecné interpretace, ve které je Vz.3y.R(x,y) pravdiva
U#0

st. proménné: x, y
predikaty: R arity 2 | [R] C U x U tak, ze kazdy prvek U najdeme jako
prvni polozku na seznamu uspofaddanych dvojic [R]

2. Obecnd interpretace, ve které je pravdiva sentence Jy.Va.R(z,y), musi vypadat takto:

jazyk £ obecnd interpretace, ve které je Jy.Vz.R(x,y) pravdiva
U#0D

st. proménné: z, y
predikaty: R arity 2 | [R] C U x U tak, Ze existuje prvek u € U, ktery je
druhou polozkou na seznamu uspotfddanych dvojic [R]
a navic prvek u mé k sobé vSechny prvky U jako
prvni polozky seznamu uspofadanych dvojic [R]

Jiri Velebil: Logika 30. cervence 2007



50 Kapitola 3. Predikatova logika

Je snadné nalézt interpretaci (U, [—]) prvniho typu, kterd neni interpretaci druhého typu. Opét zvolime inter-
pretaci co mozna nejjednodussi:

jazyk & ‘ interpretace
U= {uv v}

st. proménné: x, y
predikaty: R arity 2 | [R] = {(u,u), (v,v)}

V této interpretaci je sentence Vz.3y.R(x,y) pravdiva (protoZze kazdy prvek mmnoziny U je prvni polozkou
na seznamu dvojic [R]) a sentence Jy.Va.R(x, y) nepravdiva (protoZe neexistuje prvek mnoziny U, ktery by byl
yuniversalni* druhou polozkou).

Ukézali jsme, ze sémantickd ekvivalence Vx.3y.R(x,y) H Jy.Vx.R(x,y) neplati.

K piikladu 3.1.33 se vratime v ptikladu 4.2.23 poté, az zavedeme resoluc¢ni algoritmus v predikatové logice.

3.2 Sémanticky dusledek v predikatové logice

3.2.1 Definice At M je mnozina sentenci a ¢ je sentence jazyka .%. Rekneme, Ze ¢ je sémantickym disledkem
mnoziny M (znaceni M |= ¢), pokud pro kazdou interpretaci (U, [—]) plati:

jestlize jsou vSechny sentence z mnoziny M v interpretaci (U, [—]) pravdivé, potom je v interpretaci
(U, [-]) pravdiva i sentence .

g% 3.2.2 Priklad Ukazte, ze Jy.Vz.R(x,y) = Vz.Jy.R(x, y) plati.
Jazyk & je stejny jako v ptikladu 3.1.33. Méme pro kazdou interpretaci (U, [—]) ukdzat nasledujici:

jestlize je sentence Jy.Vz.R(x,y) v interpretaci (U, [—]) pravdiva, potom je v interpretaci (U, [—]) pravdiva
i sentence Vz.3y.R(z,y).

Musime tedy vzit obecnou interpretaci (U, [—]), ve které je sentence Jy.Vz.R(z,y) pravdiva a ukdzat, Ze v této
interpretaci je pravdiva sentence V.3y.R(x,y).

jazyk & obecné interpretace, ve které je Jy.Va.R(x,y) pravdiva
U#0

st. proménné: x, y
predikaty: R arity 2 | [R] C U x U tak, ze existuje prvek u € U, ktery je
druhou polozkou na seznamu uspotfadanych dvojic [R]
a navic prvek v mé k sobé vsechny prvky U jako
prvni polozky seznamu usporadanych dvojic [R]

Zvolime libovolné v € U. Mame ukazat existenci prvku U, ktery by byl k v druhou polozkou na seznamu
dvojic [R]. Takovou druhou polozkou je prvek u.

Ukézali jsme, v interpretaci (U, [—]), ve které je sentence Jy.Va.R(x,y) pravdivé, je pravdiva i sentence
V. 3y.R(z,y).

Sémanticky dusledek Jy.Va.R(z,y) | V. 3y.R(z,y) plati.

I v predikatové logice plati véta o sémantickém dikazu sporem. Pochopitelné je formulovédna pouze pro
sentence. Véta 3.2.3 (ve spolupraci s CNF) je zdkladem resolucnich algoritmi, viz napiiklad skriptum

1= M. Demlova a B. Pondélicek, Matematickd logika, skriptum FEL CVUT, Praha, 1997

a kapitola 4 tohoto textu.

@ 3.2.3 Véta (O sémantickém dukazu sporem) At M je mnozina sentenci a af ¢ je sentence jazyka Z.
Pak jsou néasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. Sémanticky dusledek M = ¢ plati.
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2. Mnozina M U {—¢} neni splnitelna.

DUKAZ. Dukaz rozdélime na dvé ¢asti:

1. At plati M |= . Chceme ukazat, Ze neexistuje interpretace (U, [—]) jazyka £, ve které by vSechny sentence
z mnoziny M U {—¢} byly pravdivé souc¢asné. Budeme postupovat sporem: at (U, [—]) je interpretace, ve
které jsou vSechny sentence z mnoziny M U {—p} pravdivé soucasné.

To znamena, ze v interpretaci (U, [—]) jsou pravdivé vSechny sentence z mnoziny M a sentence ¢ v inter-
pretaci (U, [—]) pravdiva neni. Pak ale neplati M = ¢, a to je spor.
2. Af mnozina M U {—p} neni splnitelnd. Chceme ukazat, ze sémanticky disledek M = ¢ plati.

Zvolme proto jakoukoli interpretaci (U, [—]), ve které jsou vSechny sentence z mnoziny M pravdivé. Potom
v interpretaci (U, [—]) musi byt sentence - nepravdiva.

To znamend, Ze ¢ je v interpretaci (U, [—]) pravdiva a my dokazali, ze M |= ¢ plati.

3.3 Cviceni

3.3.1 Cviceni Popiste pfesné rekursivni algoritmus pro tvorbu syntaktického stromu v predikatové logice.

3.3.2 Cviceni Rozhodnéte, zda plati:

1 v (P(2) A Q) H (v P(2)) A Q).
2. Ve.3y.R(z,y) H Va.R(z, f(x)).

U kazdého zadani popiste jazyk predikatové logiky, ve kterém jde o sentence.

3.3.3 Cviceni V tomto cviceni prozkoumame figury syllogismu dobfe zndmé ze stiedoveéké filosofie.
Tradi¢éni ¢tyfi druhy vét® zformalizujeme v jazyce £ predikatové logiky, ktery ma z jako standardni pro-
ménnou a P, @ jako predikaty arity 1.

Véta typu A je sentence Va.(P(x) = Q(z)).

vvvvv

lidé jsou smrtelni.

Véta typu E je sentence —3z.(P(z) A Q(z)).

vvvvv

clovek nend rostlina.

Véta typu I je sentence Jz.(P(z) A Q(x)).

vvvvv

lid€ jsou francouzi.

Véta typu O je sentence —Vz.(P(z) = Q(z)).

vvvvv

zvitata nemaji kridla.

5Néazvy téchto vét jsou z latinskych affirmo (tvrdim) a nego (popirdm). Figury syllogismii popsal Aristoteles ze Stageiry (384—
322) v knize Proni analytiky. Objeveni této knihy v zapadni Evropé ve 12. stoleti vedlo k prudkému rozmachu st¥edovéké filosofické
logiky.
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Figury syllogismi ve scholastické filosofii jsou trojice vét, kde prvni dvé jsou predpoklady tsudku a treti véta
je zavér tisudku.
Napiiklad trojice AAA (takzvand figura Barbara) je ve formalnim pojeti sématicky dusledek tvaru

{va.(P(z) = Q(2)),Vz.(Q(r) = R(x))} | Va.(P(z) = R(x))

Popiste jazyk predikatové logiky, ve kterém jde o sentence a ukazte, ze figura Barbara je spravnym tsudkem.
Zodpovézte nasledujici otazky:

1. Kolik je vSech ruzych figur syllogisma?
2. Napiste figuru AII (figuru Darii). Je spravnym tsudkem?

3. Existuje néjaka nespravna figura syllogismu?

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:

v Predikitova logika je formdlni jazyk. M4 pfesné definovanou syntazi (tj. pravidla jak se véci pisi) a
sémantiku (tj. pravidla co véci znamenaji). Syntaxe pfitom 7idi sémantiku, tj. na pochopeni vyznamu
syntakticky slozitych fetézcti musime nejprve porozumét vyznamu syntakticky jednoduchych fetézca.

v Sémantické otazky v predikdtové logice musime (zatim) Fesit konstrukei nejriiznéjsich interpretaci. V pre-
dikatové logice nic jako pravdivostni tabulky neezistuje.

Pro pfipravu na zkousku zkuste zodpovédét néasledujici otazky:

v Zformulujte (neformélné) zékladni rozdily mezi vyrokovou a predikatovou logikou.
v/ Popiste syntaxi a sémantiku predikatové logiky.

v Naucte se formalizovat Ceské véty typu A, E, I, O ze cviceni 3.3.3.

Doplnujici literatura

Doplnujici literatura je shodna se seznamem ke kapitole 2.
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Kapitola 4

Resoluéni algoritmy

Trpi Politikovou Logikou: Néco se musi udélat. Toto
je néco. Takze toto se musi udélat.

Jonathan Lynn a Antony Jay, Ano, pane ministre

Resolué¢ni algoritmy, které v této kapitole zavedeme, jsou syntaktickym néstrojem, ktery resi sémantickou
dlohu o platnosti M = . Abychom se co nejvyse pfiblizili uplatnéni téchto algoritm® v computer science,
budeme v této kapitole vzdy predpokladat, Ze mnozina M je konecnd.

Uvidime, Ze resoluc¢ni algoritmy ve vyrokové a predikatové logice jsou ve své podstaté totozZné. Pochopitelné,
algoritmus v predikatové logice je ponékud technic¢téjsi, coz je dano slozitosti syntaxe predikatové logiky.

Oba algoritmy vyuzivaji sémantickou vétu o ditkazu sporem: M | ¢ plati pravé tehdy, kdyz mnozina
M U {—¢} neni splnitelnd (viz véty 2.3.10 a 3.2.3). Oba algoritmy zjistuji splnitelnost mnoziny X = M U{-p}
tak, ze vytvareji generace dusledkt dvojic faktd z mnoziny X. Populace téchto dusledku jednou zastavi sviyj
rist a pak staci jen tuto populaci testovat na pritomnost formule £f£.

Pro vytvafeni dusledkt je vhodné nejprve mnozinu X upravit na mnozinu kt(X), které fikdme klausdini
tvar mnoziny X. Tato uprava bude ryze syntakticka a bude mit nasledujici dvé vyhody:

1. Plati, ze X je splnitelnd prévé tehdy, kdyz kt(X) je splnitelnd. Bude tedy stacit jen prohledat dusledky
mnoziny kt(X).

Ve vyrokové logice bude tvorba mnoziny kt(X) extrémné jednoduchd, jde o aplikaci tvorby konjunktivnich
normélnich forem.

Skolemové rozsiveni' pivodniho jazyka.

2. Disledky dvojic fakt@i z mnoziny kt(X) se hledaji velmi snadnou syntaktickou metodou, které fikame
tvorba resolvent.
Ve vyrokové logice bude tvorba resolvent naprosto trivialni.

V predikatové logice se bude tvorba resolvent opirat o existenci mazimdlniho unifikdtoru, coz je jista
substituce.

4.1 Resoluc¢ni algoritmus ve vyrokové logice

4.1.1 Definice At X je konetnd mnozina formuli vyrokové logiky. Symbolem kt(X) (Cteme: klausdlni tvar
mnoziny X) oznaéime jakoukoli mnozinu klausuli pro CNF s vlatnosti: o € kt(X) pravé tehdy, kdyZz « je
klausuli pro CNF néjaké formule z mnoziny X.

Klausalni tvar dané mnoziny X neni pochopitelné urcen jednoznacné. Je to dano nejednoznacnosti tvorby
konjunktivnich normaéalnich forem.

1Pojmenovano podle norského logika Thoralfa Alberta Skolema (1887-1963).
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4.1.2 Piiklad At a,b,c€ At, X ={a= (bVe),(bVe)A(DV )}

Potom CNF jednotlivych formuli mohou mit tvar: —aVbVea (bVe)A(bV —c) a pfislusné kt(X) je mnozina
{-aVbVe,bVebV -t

Jinou moznosti je druhou formuli v mnoziné X upravit na synonymum b a pfislusné kt(X) je mnozina
{-aVbVec,b}.

Pfedchozi piiklad ukézal, jak kt(X) najit obecné: pro kazdou formuli z mnoziny X naleznéte jeji CNF a do
kt(X) zapiSte vSechny vzniklé klausule.

4.1.3 Definice Rekneme, 7e mnoziny A a B formuli virokové logiky jsou ekuvisplnitelné, kdyz A a B jsou bud
obé soucasné splnitelné nebo jsou A a B obé soucasné nesplnitelné.

vvvvvv

rozdil mezi splnitelnosti a splnénosti.
Mnoziny formuli {a, b} a {—a,b}, kde a,b € At jsou ekvisplnitelné (jsou totiz obé splnitelné). Neexistuje
v8ak ohodnoceni u, ve kterém by obé mnoziny byly soucasné splnény.

4.1.5 Tvrzeni Mnoziny X a kt(X) jsou ekvisplnitelné.

DUKAZ. Mnozina X je splnitelnd pravé tehdy, kdyz existuje ohodnoceni u, ve kterém jsou vSechny formule
z mnoziny X pravdivé. To nastava pravé tehdy, kdyz existuje ohodnoceni u, ve kterém jsou pravdivé i vSechny
prislusné CNF, a tudiz i vSechny ziskané klausule.

Celkové: kt(X) je splnitelnd mnozina formuli pravé tehdy, kdyz X je splnitelnd mnozina formuli. |

4.1.6 Definice Rekneme, ze dvé klausule o a o maji komplementdrni vyskyt atomické formule a, kdyz bud
«q obsahuje literdl a a oy obsahuje literdl —a nebo naopak.

4.1.7 Definice Af a; a as jsou dvé klausule s komplementarnim vyskytem atomické formule a. Jako res, (a1, as2)
(Gteme: resolventa klausuli oy, ag podle a) oznadime klausuli, kterd obsahuje v8echny literaly obsaZzené v a; a
g kromé literala a a —a.

@ 4.1.8 Poznamka Pfipomeiime, ze maji-li klausule o i ay pouze jeden literdl, je res,(ay, as) = ££. To je totiz
klausule s nulovym poc¢tem literalu.

Nasledujici tvrzeni bude zakladem resolu¢niho algoritmu: tvorba resolvent nijak neméni splnitelnost. Splni-
telnost tak budeme moci ovéfovat postupnou tvorbou resolvent.

4.1.9 Tvrzeni At a1 a as jsou dvé klausule s komplementarnim vyskytem atomické formule a. Potom jsou
mnoziny {a1,as} a {res,(a1,as)} ekvisplnitelné.

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze literdl a se vyskytuje v a; (v opacném piipadé prohodte a4
a ag). Potom miZeme psat a1 = 1 Va a ag = B2 V —a a resy, (a1, a2) = B1 V Ba.

Dikaz rozdélime na dvé Casti:

1. Ukézeme, Ze jestlize je mnoZina {1, as} splnitelnd, pak je splnitelnd i mnozina {res, (a1, as)}.
Predpoklddejme, Ze u je ohodnoceni, ve kterém plati u(a;) = u(ag) = 1. Dokdzeme, ze u(f; V ) = 1.
Mohou nastat dva ptipady:

(a) u(a) = 1. Potom musi platit u(82) = 1, protoze u(ag) = 1. Tudiz plati u(51 V G2) = 1.
(b) u(a) = 0. Potom musi platit u(8;) = 1, protoze u(cy) = 1. Tudiz plati u(S; V B2) = 1.
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2. Predpokladejme, ze mnozina {res,(a;,as)} je splnitelnd. Chceme dokazat, Ze je splnitelnd i mnozina
{a1,as}. Budeme postupovat sporem: at {a1,as} splnitelnd neni.

To znamend, ze v kazdém ohodnoceni u plati u(a;) = u(az) = 0. Tudiz musi v kazdém ohodnoceni u
platit u(B; V B2) = 0. To je spor: my predpokladali, Ze mnozina {res,(o1, @2)} je splnitelna.

4.1.10 Dusledek At a; a as jsou dvé klausule s komplementdrnim vyskytem atomické formule a. Potom plat{
{a1, a0} E resq(aq, az).

DUKAz. V prvni ¢asti ditkazu tvrzeni 4.1.9 jsme vlastné dokdzali, ze plati {ay, as} | resq(aq, as). |

Resolventa dvojice je tedy sémantickym disledkem pfislusné dvojice. Tvorbu resolvent budeme iterovat.
Zacneme-li s kone¢nou mnozinou klausuli, tato tvorba se jednou musi zastavit.

4.1.11 Definice At X’ je koneénd mnozina klausuli pro CNF. Posloupnost Reso(X’), Res1(X’), Resa(X'),
Res3(X'), ...definujeme takto:

Reso(X') = X'
Res,11(X")

Res,(X') U {a | a je resolventa néjaké dvojice z Res, (X')}

4.1.12 Véta (Resoluéni algoritmus) At X' je konecnd mnozina klausuli pro CNF. Potom existuje ng tak,
ze plati Resp,+1(X’) = Resp, (X'). Déle plati:

1. Mnoziny X' a Res,,(X') jsou ekvisplnitelné.
2. Mnozina X' neni splnitelnd pravé tehdy, kdyz plati £f € Res,, (X').

DUKAz. Tvorba posloupnosti Reso(X”), Res; (X”), Resa(X'), . . . se musi zastavit, protoze mnozina X' je kone¢na.
Podminka 1. plyne okamzité z tvrzeni 4.1.9 a podminka 2. plyne z toho, Ze mnoZina X' neni splnitelné pravée
tehdy, kdyz plati X’ = ££. |

@ 4.1.13 Poznamka Algoritmus 4.1.12 lze v uré¢itém piipadé zrychlit. Jakmile se totiz formule £f objevi v n&jaké
mnoziné Res, (X'), zstava i v kazdé mnoziné Res,,(X’), kde m > n, protoze zjevné plati

Reso(X’) C Res1(X’) € Resa(X') C Resz(X') C ...

A proto bude platit £f € Res,, (X’).
Tudiz tvorbu posloupnosti Resg(X’), Res; (X’), Resa(X'), Res3(X’), ... muzeme pierusit v okamziku, kdy
vyjde resolventa ££. V tento okamZik se totiz dozviddme, Ze mnozina X’ neni splnitelna.

4.1.14 Poznamka Ukézali jsme, Ze splnitelnost je invariantem rekursivniho algoritmu, ktery tvori posloupnost
Reso(X'), Resi(X’), Resa(X'), Resa(X’), ...Hledani invariantu rekursivniho algoritmu je dtlezitou soucésti
zkoumani korektnosti rekursivnich algoritmt, viz texty

], Velebil, Diskrétni matematika, http://math.feld.cvut.cz/velebil/
= J. Velebil, Logika programi, http://math.feld.cvut.cz/velebil/
nebo knihu
ww R. C. Backhouse, Program Construction and Verification, Prentice-Hall, London, 1986

ve které je podrobné popsana teorie designu korektnich rekursivnich algoritmt pomoci teorie invariantu.
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Nyni jiz médme vSe pro to, abychom vysvétlili, jak resolu¢nim algoritmem postupovat pfi rozhodovani, zda
M = ¢ plati. Zakladem je pochopitelné véta 2.3.10: tlohu o platnosti M | ¢ mutZeme pievést na tlohu
o splnitelnosti mnoziny M U {—¢}. Splnitelnost mnoziny umime ovéfovat tvorbou resolvent.

4.1.15 Jak resoluénim algoritmem zjistit, zda M |= ¢ plati
Postupujte nasledovné:

1. Vytvoite mnozinu X = M U {—p}.
2. Spoctéte kt(X) a vzniklou mnozinu klausuli oznacte X'.
3. Naleznéte ng tak, Ze plati Res,,+1(X’) = Resy, (X').

4. M = ¢ plati pravé tehdy, kdyz plati ££f € Res,, (X’).

@ 4.1.16 Poznamka Na pfednésce bude zminéna i mirna varianta klasického resolu¢niho algoritmu 4.1.12, kterou
v tomto textu nenajdete. Tuto variantu (resolucni tabulku) naleznete ve skriptu

1w M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997

Resoluéni tabulka vsak neni pravdivostni tabulka! Tvorba resoluéni tabulky je opét syntakticky algoritmus.

4.2 Resoluc¢ni algoritmus v predikatové logice

Hlavni rysy resolu¢niho algoritmu v predikatové logice jsou totozné s algoritmem ve vyrokové logice. Narazime
v8ak na dvé technické potize:

1. Klausdlni tvar: ten vyzaduje zavedeni CNF v predikatové logice, coz jsme jesté neudélali. Zatimco ve

vvvvvv

2. Twvorba resolvent: komplementarita literal pro tispésnou tvorbu resolventy dvou klausuli bude v predika-
tové logice podminéna hleddnim specialni substituce, které se fikd mazimdalni unifikator.

Za¢neme definici formule v CNF.

4.2.1 Definice Rekneme, 7ze sentence v jazyka £ je v CNF, kdyz plati bud

—3
nebo
Y=Y A Ay
pro néjaké pfirozené ¢éislo n > 1, kde kazda formule v; (i € {1,...,n}) je bud rovna formuli tt, tj. tautologii,

nebo je napsana ve tvaru
VE (I3 V... Vi)

pro néjaké pfirozené ¢islo k; > 1 akazdé l; (j € {1,...,k;}) je bud atomickd nebo negace atomické formule, a kde
zapisem VI rozumime konecny fetézec kvantifikatorta V, které vazi vSechny standardni proménné ve formulich
L (jedl,... k}).

V tomto kontextu kazdé formuli ¢; (i € {1,...,n}) fikdme klausule pro CNF, formuli Iy V ...V [}, fikdme
télo klausule a kazdému l; (j € {1,...,k;}) fikdme literdl.
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4.2.2 Piiklad Pro jazyk %, kde z,y,z € Var, P,Q € Pred arity 2 a f € Func arity 1, a € Func arity 0, je
sentence

V. Vz. (P(z, f(2)) V =P(z,2)) AVY. (P(y,y) V Q(y, a))

v CNF.
Tato sentence mé dvé klausule: V. Vz. (P(z, f(2)) V = P(z,2)) a Vy. (P(y,y) V Q(y, a)).
V prvni klausuli jsou formule P(z, f(z)) a =P(z, z) literdly, druh4 klausule mé také dva literaly: P(y,y) a

Qy, a).
Télo prvni klausule je formule P(z, f(z)) V —P(z, 2), télo druhé klausule je formule P(y,y) V Q(y, a).

@ 4.2.3 Jak prevést sentenci ¢ jazyka .Z na CNF

1.

Pouzijte a-konversi (viz 3.1.12) tak, aby kazdy kvantifikdtor ve ¢ vézal jinou proménnou.

Pozor! To muZe znamenat zménu jazyka (deklaraci novych — fresh — standardnich proménnych)!
Odstrante nepohodlné spojky =, < pomoci sémantickych pravidel tak, aby sentence ¢ obsahovala pouze
spojky A, V a —.

K tomu pouzijte pravidla
a=0H-aVvp a acpfH(aVvE)A(ELVa)

Spojku — prestéhujte po syntaktickém stromu az tésné pred atomické formule.

K tomu pouzijte pravidla

—(aAB)H-aV -4 =(aV ) H-aA-p -VZ. .« H 37 -« -3Z. a H VZ. ~«

Spojku V prestéhujte co nejnize po syntaktickém stromu.
K tomu pouzijte pravidla
(@nB)VyH (@Vy) A (BV7)

a dvé nova pravidla

. avIZpHIE (aVp) VZ.aV p HVE (aVP)
kde v pravidle napravo se ve formuli 8 nevyskytuje .
Spojku A prestéhujte co nejvyse po syntaktickém stromu a odstrante existencéni kvantifikatory Skolemovym
roz§ifenim (tomuto postupu se také ¥ika skolemisace).

K tomu pouzijte pravidla
VZ. (a A B) B VE. a AVES . (aNp)HIZ.ans

kde v pravidle napravo se ve formuli 3 nevyskytuje .

Pro odstranéni existen¢nich kvantifikdtori pouzijte pravidla

(a) Sentenci Jy.a nahradte sentenci afy := al, kde a je fresh funkéni symbol arity 0.
Znakem afy := a] tu rozumime dosazeni a za kazdy vyskyt standardni proménné y ve formuli a.
(b) Sentenci Vz; ...Vax,.dy. a, kde n > 1, nahradte sentenci afy := f(z1,...,z,)], kde f je fresh funkéni
symbol arity n.

Znakem aly := f(z1,...,2,)] tu rozumime dosazeni termu f(z1,...,z,) za kazdy vyskyt proménné
y ve formuli a.

Pozor! Body (a) a (b) méni jazyk! Symboly a a f musi byt pro kaZdé pouziti fresh symboly, tj. dosud nepo-
uzité. Pii odstranovani existencnich kvantifikdtori tedy zavedete pfesné tolik novych funkénich symbold,
kolik odstranite existenc¢nich kvantifikatort.

Vyslednou formuli oznacte cnf(yp).
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Vsechny vyse uvedené Gpravy, kromé odstranovani existen¢nich kvantifikatort, jsou zcela analogické ipravam
pro hledani CNF a DNF ve vyrokové logice pomoci syntaktickych stromt, viz cvideni 2.4.5. Uvedme ptiklad na
odstranovani existen¢nich kvantifikatoru:

4.2.4 Priklad Af z,y,z,t € Var, P € Pred arity 3 a a € Func arity 0. Odstraiite Skolemovym rozsifenim
existen¢éni kvantifikatory v sentencich

Jz. P(x,a,a) Jz.Jy. P(a,y, ) Va.Vy.3z. Py, z,x) V. 3t Vy. 3z. (P(y, z,2) A P(t,t,2))
Probereme jednotlivé formule:
1. Na formuli 3z. P(x, a, a) pouzijeme bezprostiedné prvni pravidlo. Zavedeme novy funkéni symbol arity 0,
nazvéme jej b.

Formule s odstranénym existenénim kvantifikdtorem je P(b, a,a).

2. Na formuli 3z. Jy. P(a,y, x) pouZijeme prvni pravidlo dvakrat.
Nejprve odstranime Jz. Zavedeme novy funkéni symbol b arity 0. Vysledkem je Jy. P(a,y,b).
Poté odstranime Jy. Zavedeme novy funkéni symbol ¢ arity 0. Vysledkem je P(a,c,b).

3. Na formuli Vz.Vy.3z. P(y, z,x) pouzijeme druhé pravidlo. Zavedeme novy funkéni symbol f arity 2,
nazvéme jej f.

Formule s odstranénym existenénim kvantifikitorem je Va.Vy. P(y, f(z,y), ).

4. Na formuli V. 3t.Vy. 3z. (P(y, z,2) A P(t,t, z)) pouzijeme druhé pravidlo dvakrat.
Nejprve odstranime 3t takto: zavedeme novy funkéni symbol arity 1 a nazveme jej g.

Ziskdme formuli V. Vy. 3z. (P(y, z,z) A P(g(z), g(z), 2)). Nyni opét pouzijeme druhé pravidlo a zavedeme
novy funkeni symbol h arity 2.

Vysledkem je formule Vz.Vy. (P(y, h(x,y),z) A P(g(x), g(x), h(z,y))).

Vsimnéte si, ze jména symbolu jsou skuteéné nova, pfi kazdé aplikaci jakéhokoli pravidla zavadime dalsi funkéni
symbol.

4.2.5 Priklad Naleznéte cnf(yp) pro sentenci ¢ = Vz. (z = a = (3z. (Q(z) A S(a)))), kde x € Var, Q, S € Pred
arity 1, a € Func arity 0.

formule pravidlo fresh symboly

Vr. (r =a= (Jy. (Q(y) A S(a)))) 1 y € Var
Va. (z = aV (Jy. (Qy) A S(a)))) 2
V. Jy. (-z =aV (Q(y) A S(a))) 4.
Ve.Jy. ((rz=aV QW) A (—~x=aV S(a))) 4.
V. (-2 =a Vv Q(f( g)) (mz =aVS(a))) g

T f € Func arity 1
Vz. (mz =aV Q(f(z)) AVz. (mx =aV S(a))

Vysledna cnf(p) je sentence V. (—x = a V Q(f(x)) AVz. (—z = a V S(a)).

4.2.6 Definice Rekneme, 7e mnoziny A a B sentenci (obecné v rtiznych jazycich) jsou ekvisplnitelné, kdyz A
a B jsou bud obé soucasné splnitelné nebo jsou A a B obé soucasné nesplnitelné.

4.2.7 Tvrzeni Formule cnf(p), ziskand ze sentence ¢ algoritmem 4.2.3, je sentence a je napsana v CNEF.
Mnoziny {¢} a {cnf(¢)} jsou navic ekvisplnitelné.

DUkAZ. Formule cnf(y) je samozfejmé sentenci (obecné v jiném jazyce nez ¢) a je v CNF.
Pro ekvisplnitelnost si vSimnéme, ze algoritmus 4.2.3 pouziva sémantickou ekvivalenci, az na dvé pravidla
odstranujici existen¢ni kvantifikdtory. Musime tedy ovéfit pouze dva nésledujici body:
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1. Sentence Jy.« a afy := al, kde a je fresh funkéni symbol arity 0, jsou ekvisplnitelné.

Jestlize Jy. v je pravdiva v interpretaci (U, [(—)]) jazyka £, pak existuje d € U tak, Ze « je pravdiva
v kontextu ply := d]. Interpretaci (U, [(—)]) rozsifte o pozadavek [a] = d. V této nové interpretaci je
pravdiva aly := al.

Jestlize afy := a] je splnéna v interpretaci (U, [(—)]) jazyka .Z rozsifeného o funkéni symbol a, pak pro
hodnotu [a] = d je formule « pravdiva v kontextu p[y := d]. To znamena, ze Jy. « je pravdiva v interpretaci
(U, [(-)]) pavodniho jazyka .&£.

2. Sentence Vi ...Va,.Jy.«a a afy := f(x1,...,2z,)], kde f je fresh funkéni symbol arity n, jsou ekvisplni-
telné.

To je zcela analogické predchozimu: méame rozsifit interpretaci (U, [(—)]) pavodniho jazyka o funkci [f] :
U™ — U. Pro jakykoli vybér (dy,...,d,) € U™ definujeme [f](dy,...,d,) = d tak, aby « byla pravdiva
v kontextu plxy :=dy, ..., z, :=dn,y :=d|.

Jestlize tedy Vay ... Vz,. Jy. a je splnéna v interpretaci (U, [(—)]) pivodniho jazyka £, je splnéna i formule
aly :== f(x1,...,z,)] v interpretaci jazyka £ rozsifeného o funkéni symbol f.

Obrécené: pokud je aly := f(z1,...,x,)] splnéna v interpretaci rozsifeného jazyka, je v interpretaci
puvodniho jazyka .Z splnéna i formule Vz; ...Vz,.dy. a.

Diikaz je ukoncen. |

@ 4.2.8 Poznamka 7 dtkazu tvrzeni 4.2.7 je vidét, pro¢ naptiklad ¢ musi byt fresh funkéni symbol arity 0.
Je to proto, abychom mohli dodefinovat interpretaci o pozadavek [a] = d, a aby takto rozsifena interpretace
nekolidovala se starou. Proto se tomuto tkonu ika rozsiteni — rozsifujeme tu jazyk ,nekonfliktnim“ zptisobem.

Vsimnéte si také, ze v piikladu 4.2.5 jsme nepsali ¢ H cnf(p), neni to totiz obecné pravda.

@ 4.2.9 Jak najit klausalni tvar kt(X) mnoziny X sentenci predikatové logiky

1. Pro kazdou sentenci ¢ € X naleznéte cnf(p) algoritmem 4.2.3.

2. Klausule jednotlivych sentenci cnf(y) zapiste do mnoziny a tuto mnozinu oznacte kt(X).

4.2.10 Tvrzeni At X je mnoZina sentenci predikatové logiky. Potom mnoziny X a kt(X) jsou ekvisplnitelné.
DUKAz. To je zcela analogické situaci ve vyrokové logice. Pouzijeme tvrzeni 4.2.7. |

Zbyva nyni definovat pojem resolventy dvou klausuli podle atomické formule. Zjistujeme ale, Ze situace je
daleko pestfejsi nez ve vyrokové logice.

4.2.11 P¥iklad Af z,y € Var, P,Q € Pred arity 2, f, g € Func arity 1.
1. Klausule Vz. (P(z, )V Q(x,x)) a V. (-P(z, z) V-Q(z, z)) maji komplementarni vyskyt atomické formule
P(z,x).
Jejich resolventa? je klausule V. (Q(z,z) V —Q(z, x)).
2. Klausule Vz. (P(z,2) V Q(z,z)) a Vy. (=P (y,y) V -Q(y,y)) sice komplementarni vyskyt zadné atomické

formule nemaji, ale kdyz pouzijeme a-konversi na druhou klausuli a pfejmenujeme y na x, dostaneme
situaci z bodu 1. a resolventu vytvofime (podle P(z,x)).

2Neiekli jsme zatim pfesné, co resolventa v predikatové logice je, snazime se o analogii s vyrokovou logikou.
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3. Klausule Vz. (P(z,z) V Q(z,z)) a V. Vy. (=P(z,y) V =Q(f(y),z)) opét nemaji komplementérni vyskyt
zadné atomické formule. Navic tu a-konverse nepomiiZe.

Kdybychom ale na druhou klausuli aplikovali substituci y := x, dostali bychom klausuli Va. (- P(z, z) V
—Q(f(z),x)) a postupovali jako v bodé 1.

Klausule Vz. (=P(z,x) V =Q(f(z),z)) je evidentné disledkem klausule V. Vy. (=P(z,y) V ~Q(f(y), )).
Protoze pii tvorbé resolvent ndm jde o diisledky, nemusel by tento postup vadit.

4. Klausule Vz. (P(z, f(z)) V Q(z,z)) a V. Vy. (—~P(x,g(y)) V =Q(f(y),x)) opét nemaji komplementdrni
vyskyt zadné atomické formule.

Zkusime opét pouzit substituci y := z na druhou klausuli. Dostdvame Vz. (=P (z,g(z)) V =Q(f(z), z)).
Jesté stale nemame komplementarni vyskyt atomickych formuli, a proto se pokousime o dalsi substituci.
Pottebovali bychom né&jak ztotoinit termy f(z) a g(x). To ale, alespoii na prvni pohled, nejspis zafidit
neptjde.

Zjistujeme tedy, ze v predikdtové logice budeme muset hledat jistou substituci, kterd nam dovoli ziskat
komplementarni vyskyty atomickych formuli. Této substituci budeme fikat mazimdini unifikdtor a budeme ji
hledat unifikacnim algoritmem.

Myslenka unifika¢niho algoritmu je jednoduchéa: ¢téte prvni znaky dvou fetézct. Pokud jsou stejné, umazte
je, pokud ne, snazte se rozsitit substituci o pozadavek ztotoznéni téchto znakid. Znaky v jistych pripadech
ztotoznit nepujdou, pak maximalni unifikdtor neexistuje, pokud ztotoznit pujdou, ztotoznéte je, umazte je a
pokracujte déle.

@ 4.2.12 Jak najit maximalni unifikator atomickych formuli o a §.
1. Inicializace: maximélni unifikdtor ¥ je prazdny.

2. Prec¢téte prvni znaky «a a 3 (tj. pfislusné predikétové symboly nebo symbol rovnosti).
Nejsou-li predikatové symboly stejné, zastavte algoritmus: mazimdlni unifikator o a 3 neexistuje.

Jsou-li predikdtové symboly stejné, umazte je (spolu s p¥islusnymi zdvorkami) a pokracuje déle.

3. Dokud jsou oba fetézce neprazdné, délejte nasledujici:
Nejsou-li prvni znaky stejné, rozliste tyto situace:
(a) Jeden ze znakt je proménnd, feknéme z, druhy znak je proménnd, feknéme y.

Udélejte update ¥ := 9 U {z := y}, tuto novou substituci provedte na celé dva Fetézce a vrafte se na
zacatek bodu 3.

(b) Jeden ze znaku je proménnd, feknéme z, druhy znak funkéni symbol, feknéme f, arity n. Tento
funkéni symbol musi byt v Fetézci ndsledovan svymi argumenty, feknéme, Ze je tam napsano f(tq, ..., t,).
Zjistéte, zda se v Tetézci tq,...,t, vyskytuje znak z.

Pokud ano, zastavte algoritmus: mazimdlni unifikator o a 3 neexistuje.

Pokud ne, udélejte update 9 := ¢ U {x := f(t1,...,tn)}, tuto novou substituci provedte na celé dva
fetézce a vratte se na zac¢dtek bodu 3.

(c) Oba znaky jsou (nutné rizné) funkéni symboly. Zastavte algoritmus: mazimdini unifikdtor a a (8
neexistuje.

Jsou-li prvni znaky stejné, odmazte je a vratte se na zacatek bodu 3.

4. Maximalni unifikator je 9.

4.2.13 Piiklad Af z,y € Var, P,Q € Pred arity 2, f € Func arity 1 a a € Func arity 0.

30. cCervence 2007 Jiri Velebil: Logika



4.2. Resoluc¢ni algoritmus v predikatové logice 61

1. Unifikujte P(z,z) a Q(z, x).

levy fetézec pravy fetézec test maximélni unifikdtor
P(x,x) Q(z, ) P =Q? neexistuje

2. Unifikujte P(x,x) a P(y,a).

levy Fetézec pravy fetézec test maximalni unifikdtor
P(z,x) P(y,a) P=P? 0

T, Y, a z=y? {z:=y}

Y,y Yy, a y=y? {z:=y}

Yy a y=a? {z:=y,y:=a}

a a a=a? {z:=yy:=a}
prazdny fetézec préazdny Fetézec {z:=y,y:=a}

Po unifikaci P(z,z)[z := y,y := a] = P(a,a), P(y,a)[z :=y,y := a] = P(a,a).
3. Unifikujte P(z, f(a)) a P(y,a).

levy fetézec pravy fetézec test maximélni unifikdtor
P(z, f(a)) P(y,a) P=PrP? 0

z, f(a) y,a v=y? A{z:=y}

y, f(a) y,a y=y? H{z:=y}

f(a) a f =a? neexistuje

4. Unifikujte P(x,x) a P(y, f(z)).

levy Fetézec pravy fetézec test maximalni unifikator
P(x,x) P(y, f(x)) P=Pp? 0

T, y, f(z) z=y? {z =y}

Y,y y, f(y) y=y? {z =y}

Yy fy) y = f?7 a y mezi argumenty f? neexistuje

4.2.14 Definice Af aa 3 jsou dvé klausule v jazyce predikatové logiky. Rekneme, ze o a 3 maji komplementdrni
vyskyt predikdtového symbolu, feknéme P, kdy7 je v « literal zac¢inajici P a [ literal zacinajici =P, nebo naopak.

Pokud tedy klausule a a 3 maji komplementarni vyskyt néjakého predikatu, je to signal, ze se mizeme
pokusit pFislusné atomické formule unifikovat. Pokud je unifikace tispesnd, vytvofime resolventu (podle ptislusné
atomické formule), pokud maximalni unifikitor neexistuje, neexistuje ani resolventa (podle pfislusné atomické
formule).

@ 4.2.15 Tvorba resolventy klausuli o a § s komplementarnim vyskytem predikatového symbolu P
1. Oznacte jako I, a lg ty literdly v o a 3, které maji komplementérni vyskyt P.

2. Unifikujte atomické formule z literalt [, a Ig
Pokud maximéalni unifikdtor neexistuje, neexistuje resolventa o a 8 podle l; a ls.

Pokud maximélni unifikdtor existuje, oznacte jej ¢ a pokracujte dalsim krokem.

3. Provedte substituci ¢ na obé formule «, 5. Vysledné formule oznacte o], S[9).

Obé formule a[¥] a B[Y] jsou opét klausule a atomické formule, které jsou v literdlech I,[V] a I5["], jsou
v nich stejné.

4. Vezméte vSechny literdly formuli a[d] a B[9] kromé téch dvou unifikovanych, vytvorte télo nové klausule
a doplite toto télo kvantifikatory V na klausuli.

5. Vyslednou klausuli oznacte res;, i, (v, 3).
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4.2.16 Poznamka Postup z algoritmu 4.2.15 se Casto graficky vyjadiuje takto:
« p
v v
afd] AlY]
resla,lﬁ (Oé, ﬂ)

Formule, které jsou na tomto obrazku na nizsi hladiné, jsou dusledky formuli na vyssi hladiné, pokud jsou spolu
spojeny hranou.

4.2.17 Priklad Af z,y,z € Var, R,Q € Pred arity 2, f € Func arity 1 a a € Func arity 0. Utvoite (pokud
existuje) resolventu klausuli

o =V ¥y (R(z,0)V-Q(r,y))  f =Yz (~R(a,a) v Q(a, £(2)))
Ztejmé se mizeme pokusit vytvorit resolventy dvé: v klausulich jsou komplementarni vyskyty R a Q.
1. Pro komplementéarni vyskyt R je I, = R(x,a), I3 = —R(a,a).
Hleddme maximalni unifikdtor R(x,a) a R(a,a) algoritmem 4.2.12.
Takovy unifikator existuje: ¥ = {z := a}.
Plati a[¥] = Vy. (R(a,a) V =Q(a,y)) a B[Y] = Vz. (~R(a,a) V Q(a, f(2))).
Télo nové resolventy je -Q(a,y) V Q(a, f(2)).
Cela resolventa je res;, 1, (o, 3) = Vy.Vz. (=Q(a,y) V Q(a, f(2))).

Graficky:
V. Vy. (R(m7 a) \ _'Q(mv y)) Vz. (_'R(a7 CL)\/ Q(aa f(Z)))
{z:=a} {z:=a}
Vy. (R(a,a) V ~Q(a,y)) Vz. (=R(a,a) V Q(a, f(2)))

\ /
Vy.Vz. (=Q(a,y) V Q(a, f(2)))
)

2. Pro komplementéarni vyskyt Q je l, = —Q(z,y), I3 = Q(a, f(2)).
Hleddme maximalni unifikdtor Q(z,y) a Q(a, f(2)) algoritmem 4.2.12.
Takovy unifikdtor existuje: ¥ = {z :=a,y := f(2)}.
Plati a[¥] = Vz. (R(a,a) V =Q(a, f(2))) a B[¥] = Vz.(=R(a,a) V Q(a, f(2))).

Télo nové resolventy je R(a,a)V —R(a,a).
Cela resolventa je res;, 1, (c, 8) = R(a,a) V —~R(a,a).
Graficky:
Va. Vy. (R(z,a) V —Q(x,y)) Vz. (=R(a,a) V Q(a, f(2)))
| {wi=a,y=1(2)} | {wi=a,y=1(2)}
Vz. (R(a,a) V =Q(a, f(2))) Vz. (=R(a,a) V Q(a, f(2)))

\ /

R(a,a) V —R(a,a)

4.2.18 Definice At X’ je kone¢nd mnozina klausuli v predikdtové logice. Posloupnost Resp(X’), Res;(X'),
Resz2(X’), Resg(X'), ... definujeme takto:

Reso(X') = X'
Res,11(X’) = Res,(X')U{a| a je resolventa n&jaké dvojice z Res, (X')}
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4.2.19 Vé&ta (Resoluéni algoritmus) At X’ je konecna mnozina klausuli v predikdtové logice. Potom existuje
ng tak, Ze plati Resp,+1(X’) = Resy, (X’). Déle plati:

1. Mnoziny X' a Res,,(X') jsou ekvisplnitelné.
2. Mnozina X' neni splnitelnd prévé tehdy, kdyz plati £f € Res,,(X').

DUKAz. Dtikaz je podobny jako diikaz véty 4.1.12. Je v8ak pomérné technicky, nebudeme jej uvadét. |

@ 4.2.20 Poznamka Algoritmus 4.2.19 Ize v uré¢itém pfipadé zrychlit. Jakmile se totiz formule £f objevi v néjaké
mnoziné Res, (X'), zustavé i v kazdé mnoziné Res,,(X’), kde m > n, protoze zjevné plati

Resg(X’) C Res1(X') C Resa(X') C Resg(X') C ...

A proto bude platit £f € Res,, (X’).
TudiZ tvorbu posloupnosti Resg(X’), Res;(X’), Resa(X'), Resz(X’), ... muZeme pferusit v okamziku, kdy
vyjde resolventa ££. V tento okamzik se totiz dozviddme, Ze mnoZina X’ neni splnitelna.

4.2.21 Jak resoluénim algoritmem zjistit, zda M |= ¢ plati (v predikatové logice)
Postupujte nasledovné:

1. Vytvorte mnozinu X = M U {—-¢}.

2. Spo¢téte kt(X) algoritmem 4.2.9. Vzniklou mnozinu klausuli oznacte X’.

3. Naleznéte ng tak, ze plati Res,,+1(X’) = Res,, (X).

=~

. M = ¢ plati pravé tehdy, kdyz plati £f € Res,,(X’).

@ 4.2.22 Poznamka Na pfednédsce bude zminéna i heuristika klasického resolu¢niho algoritmu 4.2.19 (zamitact
strom), kterou v tomto textu nenajdete. Naleznete ji ve skriptu

1w M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997

Poznamenejme je, ze tvorba zamitaciho stromu je opravdu heuristika: pokud se ndm nepovede zamitaci strom
vytvoFit napoprvé, neznamend to jesté, za zamitaci strom neexistuje. Specidlni resoluéni algoritmy (napiiklad
linedrni resoluce) konstruuji zamitaci stromy algoritmicky. Vysvétleni chodu téchto specidlnich algoritmi je
zna¢né mimo rozsah téchto prednéasek. Odkazujeme na dopliujici literaturu na konci této kapitoly.

Nyni vytesime pfiklad 3.1.33 resolu¢ni metodou.
4.2.23 Piiklad Popiste jazyk £ predikitové logiky, ve kterém jsou fetézce
Va.Jy.R(x,y) a JyVz.R(x,y)
sentence a resolu¢ni metodou rozhodnéte, zda plati
Ve.3y.R(zx,y) H Jy.Vx.R(x,y)
Popis jazyka .Z je jednoduchy: nemédme jinou moznost, nez deklarovat x, y jako standardni proménné a R
jako predikatovy symbol arity 2.

Protoze pro jakékoli sentence v a 3 plati a H (8 préavé tehdy, kdyz plati o = 8 a 8 = « soucasné, rozdélime
tlohu do dvou ¢&asti:
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1. Resoluci rozhodnéte, zda Vz.3y.R(x,y) E Jy.Vz.R(z,y) plati.
Utvofime mnozinu X: X = {Va.3y.R(z,y), ~Jy.Va.R(x,y)}.
Klausalni tvar: X' = {Va.R(z, f(z)),Vy.=R(g9(y),y)}, kde f a g jsou fresh funkéni symboly arity 1.
Maximalni unifikdtor R(z, f(z)) a R(g(y), y) neexistuje.
Proto je X’ = Reso(X') = Resy (X').
Protoze £f ¢ Reso(X'), dikaz sporem nejde uskuteénit: sémanticky disledek Va.3y. R(z,y) = Jy.Ve.R(z,y)
neplati.

2. Resoluci rozhodnéte, zda Jy.Ve.R(z,y) = V. Jy.R(x, y) plati.
Utvofime mnozinu X: X = {Jy.Vz.R(z,y), Vz.Jy.R(x,y)}.
Klausalni tvar: X' = {Vz.R(z,a),Vy.—R(b,y)}, kde a a b jsou fresh funkéni symboly arity 0.
Maximalni unifikdtor R(z,a) a R(b,y) je ¥ = {x := b,y := a}.

Protoze plati

Va.R(z,a) Yy.—R(b,y)
‘ {z:=b,y:=a} ‘ {z:=b,y:=a}
R(b,a) -R(b,a)

plati i £f € Res; (X').
TudiZ podle pozndmky 4.2.20 mnoZina X’ neni splnitelné. Proto neni splnitelnd ani mnoZina X. Dokazali
jsme, ze sémanticky dusledek Jy.Va.R(x,y) E Va.3y.R(z,y) plati.

Celkové jsme tedy dokazali, ze sémantickd ekvivalence Va.3y.R(z,y) H Jy.Va.R(x, y) neplati.

4.3 Cviceni

4.3.1 Cviéeni At a,b,c,d, e, f € At. Resoluénim algoritmem rozhodnéte, zda mnoZina formuli vyrokové logiky
{aVveV f,aV=bbV—-dVeV-fbVeV-eeV [} jesplnitelna.

4.3.2 Cvi€eni At a,b,c € At. Resoluénim algoritmem rozhodnéte, zda plati {a = b,b = ¢} Ea = c.

4.3.3 Cviceni Popiste jazyk £ predikitové logiky, ve kterém je fetézec Vz.(P(z,a) < Jx.C(x)) sentenci
predikatové logiky. Naleznéte jeji CNF.

4.3.4 Cviceni Popiste néjaky jazyk .Z predikatové logiky, ve kterém jsou zadané fetézce atomickymi formulemi
a poté hledejte jejich maximalni unifikator.
1. P(z,y,2(y)) a P(y,2(a),x).
2. Q(u,v, f(u,v)) a Q(v,v,w).
4.3.5 Cviceni Resoluénim algoritmem rozhodnéte, zda plati
{Vz. R(z,x),Vz.Vy. (R(z,y) = R(y,x))} E Vz.Jy. R(z,y)

kde vSechny tfi fetézce jsou sentencemi jazyka predikatové logiky. Tento jazyk popiste.

Revize kapitoly

Dozveédéli jsme se:
v/ Sémantickou tlohu o platnosti M |= ¢ lze FeSit syntakticky, jak ve vyrokové, tak v predikatové logice.
Pro pripravu na zkousku zkuste zodpovédét nasledujici otazky:

v Navrhnéte algoritmus, ktery rozhoduje o platnosti o H § jak ve vyrokové, tak v predikatové logice. Do-
kazte korektnost tohoto algoritmu.
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Doplnujici literatura
Dalsi informace o resolu¢nich algoritmech najdete ve standardnim odkazu
i M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997

Resoluéni algoritmy jsou idealnim nastrojem pro jazyky z oblasti logickeého programovani, jakym je naptiklad
PROLOG. Pro podrobnosti o jazyce PROLOG lze doporucit knihu

= W. F. Clocksin a C. S. Mellish, Programming in Prolog, Springer, Berlin, 1987 (3. vydéni)
dobrym tvodem do logického programovani je kniha

ww (. J. Hogger, Essentials of Logic Programming, Clarendon Press, Oxford, 1990
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Kapitola 5

Formalizace ceskych vét

Léta politického tréninku a zkusenosti naucila Hac-
kera pouzit dvacet slov tam, kde by stacilo jedno,
diktovat miliény slov tam, kde by stacily pouhé ti-
sice, a pouzivat jazyk k zamlzeni a prekrucovani
fakt a udélosti tak, aby se ostatnim staly naprosto
nepochopitelnymi.

Nepochopitelnost muze byt pro nékteré politiky
rdjem, protoze v ni spociva docasné bezpedi.

Jonathan Lynn a Antony Jay, Ano, pane ministre

V této kapitole predvedeme, jak fesit otdzky formalizace Ceskych vét ve vyrokové nebo predikatové logice.
Otéazka adekvatni formalizace je obecné pomérné tézka: formalni logika pochopitelné nemuze vystihnout presné
vSechny jemné odstiny pfirozeného jazyka, viz poznamku 5.2.2.

5.1 Formalizace jednoduchych vét

5.1.1 P¥iklad Dokazte (formalizaci ve vyrokové logice), Ze nédsledujici dvé ceské véty
Levné jidlo neni dobré. Dobré jidlo neni levné.

znamenaji totéz.

Mame prikdzano, ze mame obé véty formalizovat ve vyrokové logice. Udélejme si plan:

1. Vyjadfovaci silu vyrokové logiky volime volbou mnoziny At atomickych formuli. Musime tedy v obou
vétach vyhledat ,déle nedélitelné“ vyroky, které zformalizujeme jako atomické formule.

2. Volba mnoziny atomickych formuli okamzité rozjede syntaxi prislusné vyrokové logiky. Obé ceské véty
musi byt zformalizovany jako formule (nazvéme je o a ) vyrokové logiky. V obou ceskych vétach tedy
musime nalézt zptisob, jakym jsou obé véty z ,,dale nedélitelnych“ ¢asti pospojovany.

3. Uloha znéla, zda obé ¢eské véty znamenaji totéz: ve vyrokové logice jde o otazku, zda plati sémanticka
ekvivalence a H (. Takovy problém umime vyfesit prohlizenim pravdivostnich tabulek (viz piiklad 2.1.9).

4. Opét se vratime do svéta ceskych vét a na zadanou otazku odpovime podle toho, co ndm vyslo ve formalnim
svété vyrokové logiky.
Jednotlivé tkoly nyni vyfesime:

1. Dale nedélitelné jsou dva vyroky: Jidlo je levné. a Jidlo je dobré. Zvolime tedy nésledujici volbu atomickych
formuli:

vyrokova logika ‘ Ceské véty
at. formule: L Jidlo je levné.
at. formule: D Jidlo je dobré.
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2. Prvni vétu mizeme pomoci ,dale nedélitelnych“ vyrokt piepsat jako JestliZe je jidlo levné, pak nent
pravda, Ze je jidlo dobré. Podobné piepiseme druhou vétu: JestliZe je jidlo dobré, pak nent pravda, Ze je
jidlo levné.

Formalizace se tedy rozrostla na:

vyrokova logika ‘ Ceské veéty
at. formule: L Jidlo je levné.
at. formule: D Jidlo je dobré.

formule: L = —D | Levné jidlo neni dobré.
formule: D = =L | Dobré jidlo neni levné.

3. Pridejme na obé€ strany otazku, zda obé véty znamenaji totéz:

vyrokova logika Ceské véty

at. formule: L Jidlo je levné.

at. formule: D Jidlo je dobré.

formule: L = —D Levné jidlo neni dobré.
formule: D = —L Dobré jidlo neni levné.
plati L = -D H D = —-L 7 | Znamenaji obé véty totéz?

a vyfeSme problém sémantické ekvivalence pravdivostni tabulkou:

L D|L=-D|D=-L
0 0 1 1
0 1 1 1
10 1 1
11 0 0

Inspekei tabulky zjistujeme, ze L = =D H D = —L plati.

4. Vréatime se nyni do svéta ¢eskych vét a tvrdime, Ze (pii uvedené formalizaci ve vyrokové logice) véty Levné
jidlo nent dobré. a Dobré jidlo neni levné. znamenaji totéz.

Samoziejmeé: na otazku, zda obé Ceské véty skutecné znamenaji totéz, nemuze sama formalni logika odpovédeét.
Obé véty maji své psychologické konotace: prvni véta ma konotaci spiSe negativni, druha jednoznac¢né positivni.

5.1.2 Priklad Zformalizujte v predikitové logice vétu
Ne kazdy, kdo hraje na housle, je Sherlock Holmes.
Opét si udélame plan. Mame formalizovat v predikatové logice, musime tedy postupovat nasledovneé:
1. Zjistime, o jakych objektech se ve vété mluvi. Tim popiSeme universum.

2. Ve vété nalezneme vsechny ,atomické vlastnosti“. Tyto vlastnosti budou predikaty. Je-li ve vété pouzito
sloveso byt ve smyslu identifikace (jeden objekt je druhy objekt), pouzijeme na jeho formalizaci rovnost.

3. Ve vété nalezneme vSechny objekty, které jsou néjakym zpisobem vytvorené z jinych objektt. Kazdy
takovy zptisob vytvareni bude jeden funkéni symbol naseho jazyka.

4. Poté, co deklarujeme jazyk £ vySe uvedenym zpusobem, sepiSeme v jazyce .Z sentenci, kterd se pak
automaticky prelozi jako zadand véta.

Jednotlivé tkoly nyni vyfesime:
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1. Ve vété se mluvi o literdrnich postavach. Universum interpretace tedy bude nepradzdna mnozina vsech
literdrnich postav.!

Zatim tedy mame:

jazyk £ predikatové logiky ‘ Geské véty
‘ neprazdna mnozina vSech U literarnich postav

2. Atomické vlastnosti rozeznavame dvé: hrdt na housle a byt Sherlock Holmes. Prvni vétu budeme for-
malizovat predikdtem H arity 1. Sloveso byt je ve vlastnosti byt Sherlock Holmes pouzito ve smyslu
identifika¢nim: fikame, Ze literarni postava je totoznd s literarni postavou Sherlocka Holmese.

Formalizace se rozrusta na:
jazyk £ predikatové logiky ‘ Geské véty

neprazdna mnozina vSech U literarnich postav
predikaty: H arity 1 mnozina literarnich postav, které hraji na housle

3. Ve vété nalézame jen jeden objekt, ktery je vytvoren z (nulového poctu) jinygch objektl, jde o literarni
postavu Sherlock Holmes. Tento objekt budeme formalizovat funkénim symbolem h arity 0.

Dalsi snimek formalizace je:

jazyk £ predikatové logiky | Ceské véty

neprazdna mnozina U vsech literarnich postav
predikaty: H arity 1 mnozina literarnich postav, které hraji na housle
funkéni symboly: h arity 0 | literarni postava Sherlock Holmes

4. Nyni sestavime sentenci v jazyce .Z. Hledand sentence je —Vx.(H(z) = x = h). Abychom tuto sentenci
mohli napsat, musime deklarovat z jako standardni proménnou.

Celkové mame:

jazyk £ predikatové logiky Ceské véty
neprazdna mnozina U vsech literarnich postav

st. proménné: x
predikaty: H arity 1 mnozina literarnich postav, které hraji na housle
funkéni symboly: h arity 0 literarni postava Sherlock Holmes

sentence: =Vz.(H(xz) = x = h) | Ne kazdy, kdo hraje na housle, je Sherlock Holmes.

5.1.3 Piiklad Zformalizujte v predikitové logice tisudek?
1. Vsichni vrahové jsou Silend.
2. Pan Hyde je vrah.
3. Doktor Jekyll je pan Hyde.

Tedy:

4. Doktor Jekyll je sileny.

1Zde se naplno projevuji dalsi obtize pfi formalizaci: mluvi se zde skuteéné jen o literarnich postavach? Nebo se mluvi o literarnich
postavach a zijicich lidech? Ostatné: co znamena mnozina vsech lidi? Zahrnuje vSechny lidi zijici v tomto okamziku? Nebo vSechny
lidi, kteri kdy na zemi ziji a zili? Viz poznamku 3.1.31. Podobnou potiz ovSsem mame i s mnozinou vsech literarnich postav.

2Podle znamé knihy z roku 1886 Podivng ptipad dr. Jekylla a pana Hyda skotského spisovatele Roberta Louise Stevensona
(1850-1894). Stevenson se pravdépodobné inspiroval dvojim zivotem pfes den ctihodného radniho mésta Edinburgh, Williama
Deacon Brodieho (1741-1788), ktery po nocich loupil, aby mohl platit své dluhy z hazardnich her.
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Postupujeme podobné jako v piikladu 5.1.2, musime ovSem zformalizovat v jednom jazyce vSechny c¢tyri ceské
véty. Hledana formalizace je (v8imnéte si dvojiho pouziti slovesa byt: v prvni, druhé a ¢tvrté vété jako predikat,
ve tfeti vété jako identifikace):

jazyk £ predikatové logiky | Ceské véty
neprazdna mnozina U vsech literarnich postav

st. proménné: x
predikaty: V arity 1 mnozina literarnich postav, které jsou vrahy
predikaty: S arity 1 mnozina literarnich postav, které jsou Silené
funkéni symboly: h arity 0 | literarni postava pan Hyde

funkéni symboly: j arity 0 literarni postava doktor Jekyll

sentence: Va.(V(x) = S(x)) | V8ichni vrahové jsou $ileni.

sentence: V (h) Pan Hyde je vrah.
sentence: j = h Doktor Jekyll je pan Hyde.
sentence: S(j) Doktor Jekyll je $ileny.

Uloha znéla zformalizovat tisudek. Vime, Ze to se déje pomoci sémantického diisledku. V nasem p¥ipadé jde
o sémanticky disledek

{Va.(V(z) = S5(x)),V(h),j = h} = S()

v ndmi deklarovaném jazyce predikatové logiky.
5.2 Obtiznost formalizaci

@ 5.2.1 Priklad Zformalizujte v predikatové logice ¢eskou vétu:
Ulrich je mu# bez vlastnosti.>

Pokud budeme postupovat podobné jako v minulych p¥ikladech, nabizi se nasledujici formalizace (v8imnéte si
pouziti slovesa byt):

jazyk £ predikatové logiky ‘ Ceské véty
neprazdna mnozina U vSech literarnich postav

predikaty: V arity 1 mnozina literarnich postav, které nemaji vlastnosti
funkéni symboly: u arity 0 | literarni postava Ulrich
sentence: V (u) Ulrich je muz bez vlastnosti.

Zdanlivé je vSe v poradku, vznika vSak problém: nemit Zadnou vlastnost je preci vlastnost literdrnich postav!
Ulrich tedy néjakou vlastnost preci jen ma. Co to znamena? Narazime tu na dalsi dskali formalizace v predi-
katové logice — v pfirozeném pouzivame slovo vlastnost volnéji, nez v jazyce predikatové logiky. Zadanou vétu
tedy v jazyce predikdtové logiky formalizovat nemuzZeme.

@ 5.2.2 Poznamka Shriime vSechny problémy formalizace ¢eskych vét, na které jsme v této kapitole narazili:

1. V pfirozeném jazyce méa vétsina vét psychologické konotace, které nase formalizace nemusi dobfe vystih-
nout.

Navic v pfirozeném jazyce ne vzdycky pouzivame standardni ¢teni logickych spojek a kvantifikatora

- Neni pravda, ze ... V  Pro vSechna ...
A ... asoucasné ... 3  Existuje ...

\Y . nebo ...

= Jestlize ..., potom ...

< ... pravé tehdy, kdyz . ..

3Ulrich je hlavni postavou roméanu Mu# bez vlastnosti rakouského spisovatele Roberta Musila (1880-1942).
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Proto je vhodné ve vétach prirozeného jazyka nejprve vSechny pripadné vyskyty logickych spojek a kvanti-
fikatord pfepsat pomoci téchto standardnich ¢teni. To ovsem vyzaduje obrovsky jazykovy cit: porovnejme
napfiiklad stavbu vét Nikdo neni dokonaly. a Nobody is perfect.

Formalizace vét pfirozeného jazyka je tak typickym piikladem ,cesty tam a zase zpatky“. Pfi obou cestach
miizeme néco ztratit a/nebo néco ziskat a nemusime se nutné vratit stejni, jaci jsme vysli.

Pokud formalizaci feSime néjaky problém piirozeného jazyka, méli bychom pii odpovédi i piesné uvést, jak
tato formalizace vypada.

2. Pii formalizaci je nutné se rozhodnout, jakou z moznych logik pro formalizaci pouzijeme. V tomto textu
jsme uvedli ptiklady dvou logik: vyrokové a predikatové. I kdyz predikatova logika podstatné zobecnuje
vyrokovou logiku, nemusi ani predikatova logika pro adekvatni formalizaci stacit, viz priklad 5.2.1.

Predikatovou logikou spektrum formalnich logik samoziejmé nekonci. Zvlasté v computer science je pouzivani
dalsich logik velmi obvyklé. Zminime alespon nékteré mozné dalsi ,neklasické” logiky:

(a) Intuicionistickd logika. Velmi zjednodusené feceno jde o logiku, ve které je poruSena klasickd sémantika.
V intuicionistické logice neplati zakon vylouceného tietiho, viz vétu 2.1.12. Neplati tak automaticky, ze
formule tvaru a V -« je pravdiva. Piikladem je véta:

V' decimdlnim rozvoji cisla m je 197 cifer 7 za sebou nebo ne.

V klasické logice je tato véta pravdiva, v intuicionistické logice musime védét, zda je v decimalnim rozvoji
7 skutecéné 197 sedmicek za sebou nebo ne.

(b) Kvantovd logika. Jde o logiku, pouzivanou k popisu situaci na kvantové trovni. V kvantovém svété obecné
neplati nékteré zdkonitosti klasické logiky, napfiklad sémanticky distributivni zdkon spojek A a V (viz
vétu 2.1.12). Pravdivostni hodnoty formuli kvantové logiky musi tvofit matematickou strukturu zvanou
ortomoduldrni svaz.

(¢) Modalni logika. Klasickd modalni logika se vénuje nasledujicim dvéma modalitdm vét
Je nutné, Ze ... Je moznée, Ze ...

Syntaxe standardni modalni logiky je obohacena o dva symboly O a <. Tato zména syntaxe vyzaduje
drastickou zménu sémantiky: jedna se o takzvanou Kripkeho sémantiku moznych svéti.

V computer science se bézné vyuziva rozsifeni standardni modalni logiky o dalsi modality, které popisuji
chovani (nedeterministickych) systémi ve smyslu vypocetnich krokd. Jde o modality:

Po kazdém provedeni vipocetniho kroku plati . ..
Po néjakém provedeni vypocetniho kroku plati . ..

Sémantika takové modalni logiky je opét sémantikou moznych svéti.

(d) Deontickd logika. Tato logika je logikou normativnich tvrzeni: formalizuje vétné konstrukce jako

Je sprdvné, Ze ... Je mordlni, Ze . ..

vvvvvv

a podobné. Sémantika deontickych logik je opét sémantikou moznych svéti, je vSak obecné slozitéjsi, nez
u standardni modalni logiky.

(e) Tempordlni a dynamickd logika. V této logice se studuje pravdivost ¢i nepravdivost formuli v ¢ase. Opét
se jedna o variantu modalni logiky, studuji se zde konstrukce tvaru

Jednou bude platit . .. Plati ..., dokud plati, Ze ...

a podobné. Je vidét, ze dynamicka a temporalni logika je idedlnim nastrojem pro analyzu tvrzeni o béhu
algoritmi.
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(f) Logika vyssiho Tadu. V klasické predikatové logice jsme povolili pouze kvantifikovani objektt, nikoli predi-
katt. Logikdm, kde se povoluje kvantifikace predikatt (a vlastnosti predikétii, vlastnosti téchto vlastnosti
apod.) se iikd logika vysSich fadt. V computer science se tyto logiky vyuzivaji napfiklad p¥i analyze
polymorfismu v programovani.

7 vz

Poznamenejme jesté, ze predikatové logice, zavedené v tomto textu, se také rika logika pruniho Tddu.
Uvodem do neklasickych logik a jejich pouziti v computer science se zabjva napiiklad text

= J. Velebil, Neklasicke logiky, http://math.feld.cvut.cz/velebil/, text bude dostupny pocatkem roku
2008

5.3 Cviceni

5.3.1 Cviceni Zformalizujte (kazdou bud ve vyrokové nebo v predikétové logice) nasledujici ceské véty:
1. Kdo jinému jamu kopéa, sdm do ni pada.
2. Nebude-li prset, nezmoknem.
3. Kdykoli nékdo hraje na piano, tak souseduv pes teskné vyje.
4. Nikdo neni dokonaly.
5. Adéla jesté nevecefela.

6

. Rimmer se velmi opatrné vydal pfes travnik smérem ke stroji ¢asu, nasledovan Kennedym, Van Goghem,
Einsteinem a Césarem. Elvis si nacpal steak do pusy, druhy si nacpal do kapsy, popadl ¢tyfi rohliky a
nasledoval je.*

7. Soucin druhych mocnin libovolnych pfirozenych ¢isel je druhd mocnina néjakého prirozeného disla.

v . ’ v 5
8. O ¢em nelze mluvit, o tom se musi mléet.”

U kazdé formalizace uvedte diivod, pro¢ povazujete pouzitou logiku za adekvatni.

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:

v Neékteré ceské véty mizeme ve vyrokové nebo v predikatové logice formalizovat. Formalizace nemusi presné
odrazet vsechny psychologické aspekty prirozeného jazyka.

Pro pfipravu na zkousku zkuste zodpovédét néasledujici otazky:
v Promyslete priklad ceské véty, kterou nelze adekvatné zformalizovat ve vyrokové logice. Vysvétlete proc.

v Naucte se formalizovat Ceské véty typu A, E, I, O ze cviceni 3.3.3.

Doplnujici literatura

Do vétsi hloubky je formalizace ve vyrokové a predikitové logice probrana ve skriptu
1w M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, FEL CVUT, Praha 1997

které jsme nékolikrat zminili. Toto skriptum doporucujeme i jako zdroj dalsich piikladi.
Nékteré problémy logiky, filosofie a pfirozeného jazyka jsou feseny v knize

w P. Kolar, Argumenty filosoficke logiky, Filosofia, Praha 1999

47 knihy Better Than Life Roba Granta a Douga Naylora.
5Zavéreéna véta knihy Tractatus logico-philosophicus rakouského filosofa Leopolda Wittgensteina (1889-1951). P¥ipominame,
ze vétu mate zformalizovat bud ve vyrokové nebo v predikatové logice.
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Priloha A

Naivni teorie mnozin

Georg Cantor stvoril rdj, z néhoz matematiky nikdo
nevyzene.
David Hilbert

V této kapitole se seznamime s naivni teorii mnozin. Tuto teorii pravdépodobné vSichni pouzivame pii jedno-
duché matematické praci. Naivni teorie mnozin ma vSak sva omezeni, proto je nutné pii studiu mnozin pouzivat
néjakou axiomatickou teorii mnozin. O omezenich naivni teorie promluvime v odstavci A.2, do axiomatickych
teorii se v tomto textu poustét nebudeme, odkazujeme na seznam doplnujici literatury na konci kapitoly.

A.1 Pojem mnozZiny

A.1.1 Definice MnozZinou A rozumime souhrn uréitych a rozlisitelnych objektd x existujicich v nasi mysli.
Témto objekttim Fikédme prvky mnoZiny A.

Definici A.1.1 jsme ptejali doslovné z prvniho odstavce dila Prispévky k zdakladim teorie transfinitnich cisel
némeckého matematika Georga Cantora.'! Po svém zavedeni slavila naivni teorie mnozin relativni tspéchy,
Casto vsak narazela na nepochopeni a odpor nékterjch svétovych matematikia. Teorie mnozin totiz otevtela
matematikim moznost studovat objekty, jejichz existence se ¢asto vymyka intuitivnhimu chapani svéta.

V tomto odstavci pripomeneme jen néktera zakladni znaceni a pojmy naivni teorie.

@ A.1.2 Poznamka Pfipomenime dva nejrozsitenéjsi zapisy mnoziny:
1. Vyétem prvki: to mizeme udélat pouze v ptipadech, kdy bud vypiSeme celou mnozinu nebo kdy jsou
prvky mnoziny ,zfejmé“.
Piiklad: mnoZina {a,z,v} mé prvky a, z, v.

Jiny priklad: mnozina pfirozenych ¢isel {0, 1,2,3, ...} Pfedpokladdame tu ,nezdkefnost®, tj. t¥i tecky jsou
konvenci tvrdici ,,dal je to jasné, zadny podraz typu v/3 mezi prvky mnoziny necekejte®.
Pfipometime, Ze definice A.1.1 nezakazuje, aby prvky mnoziny byly opét mnoziny, takze {0,N, a} je mno-
zina majici za prvky pfirozené ¢islo 0, mnozinu pfirozenych ¢isel N a symbol a. Stejné tak mutzeme
napiiklad napsat mnozinu {9, {89}}, jejimiz prvky jsou pfirozené ¢islo 9 a mnozina {89}.

2. Charakteristickou vlastnosti: typicky zapis je {« |  m4 vlastnost V'}, coz ¢teme takto: jde o mnozinu téch
prvku z, které maji vlastnost V.

Priklad: {z | x je celé ¢islo délitelné dvéma}.

1Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor se narodil v Petrohradé v roce 1845. Poté, co se jeho rodina ptestéhovala zpét do
Némecka, studoval Cantor nejprve v Zurichu a poté v Berliné u Karla Weierstrasse. Své nejvétsi objevy — teorii mnozin a teorii
mohutnosti mnozin — Cantor uskutecnil na popud matematika Heinricha Heineho na université v Halle, kde Cantor pusobil az do
konce své védecké kariéry. Cantor zemfel 6. ledna 1918, suzovan tézkou dusevni chorobou.
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Déle pfipomenme, ze znacenim x € A vyjadiujeme fakt, ze = je prvkem mnoziny A. Fakt, Ze x neni prkem
mnoziny A, zapisujeme x ¢ A.

Podle definice A.1.1 je mnozina svymi prvky uréena jednoznac¢né. Z toho okamzité plyne dulezity princip
extensionality:

Pro mnoziny A, B plati rovnost A = B pravé tehdy, kdyZ soucasné plati:

1. Kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnozZiny B.

2. Kazdy prvek mnozZiny B je prvkem mnoziny A.

Zavedeme-li znaceni A C B pro inklusi mnoziny A v mnoziné B, tj. pro tvrzeni: kazdy prvek mnoziny A je
prvkem mnoziny B, miiZzeme princip extensionality piepsat do ndm dobie zndmého tvaru:

Pro mnoziny A, B plati rovnost A = B pravé tehdy, kdyz plati A C B a soucasné B C A.

@ A.1.3 Poznamka Zakladni zptsoby, jakymi lze z mnozin tvofit dal$i mnoziny, jsou tyto:

1. Prdzdnd mnoZina je mnozina (), kde § = {z | = # z}.

Tato definice vyzaduje porozumeéni pojmu rovnosti. Pro zadné = neplati © # z. Proto charakteristickou
vlastnost prazdné mnoziny zadné x nema. To znamenad, ze prdzdnd mnozZina nemd Zadné prvky.

2. Pranik mnoZin A a B je mnozina AN B, kde AN B = {z |z € A asoucasné = € B}.

Sjednoceni mnoZin A a B je mnozina AU B, kde AUB = {x | z € A nebo z € B}.

- W

Rozdil mnoZin A a B je mnozina A\ B, kde A\ B={z |z € A a soucasné x ¢ B}.
5. Kartézsky soucdin mnozin A a B je mnozina A x B, kde A x B = {(z,y) | * € A a souasné y € B}.
Symbolem (z,y) tu rozumime usporddanou dvojici, tj. rozlisujeme pofadi prvni a druhé polozky.

6. Potenéni mnoZina mnoZiny A je mnozina exp A, kde exp A = {M | M C A}.

S touto zdkladni vybavou lze jiz o (naivnich) mnozindch dokdzat pomérné hodné dilezitych faktd. Délat to
nebudeme, odkazujeme na skriptum

1 M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, skriptum FEL CVUT, Praha, 1997

A.2 Paradox pana Bertranda Russella

Naivni predstava mnoziny jakozto pytle, obsahujiciho navzajem rozlisitelné prvky, vsak zavedla matematiku na
okraj propasti a tam do ni stréila: naivni teorie mnozin totiZ neni konsistentni!

Ma-li byt jakakoli teorie zakladem matematiky, pak jisté neocekdvame, ze by v ni byl spor. Takovy spor
v8ak v naivni teorii mnozin je: ddme-li vSechny mnoziny do jednoho pytle, pak jde (podle nasi naivni definice)
opét 0 mnozinu. A to neni mozné: tento vysledek nese nazev Russelliv paradoz.’

A.2.1 Véta (Russell) Mnozina vSech mnozin neexistuje.

DUKAz. Budeme postupovat sporem: predpokladejme, Ze mdme mnoZzinu viech mnozin. Oznac¢ime ji U. Protoze
(v naivni teorii) je U souhrn néjakych rozlisitelnych véci, miizeme z mnoziny U vzit jakoukoli ¢ast a bude to
opét mnozina. Takze

R={MeU|M¢gM}

je mnozina. Musi nastat pravé jedna ze dvou nasledujicich moznosti:

2Bertrand Russell (1872-1970) se vénoval nejriiznéjsim obortim: od matematiky pfes ekonomii az po etiku. Svym tiisvazkovym
dilem Pricipia Mathematica, které napsal spolu s Alfredem Northem Whiteheadem, dovrsil zédklady tvorby formalni logiky.
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1. R € R. V tomto piipadé musi R mit charakteristickou vlastnost prvkd mnoziny R a musi tedy platit
R ¢ R. To je spor.

2. R ¢ R. V tomto pripadé méa R charakteristickou vlastnost prvkt mnoziny R a musi tedy platit R € R.
To je spor.

Mnozina R tedy nemuze existovat. Takze nemize existovat ani mnozina U. |

Tento vysledek ukézal, Ze pro skutecnou praci s mnozinami je definice A.1.1 neudrzitelné. Existence Rus-
sellova paradoxu vyustila v nejriznéjsi axiomatické teorie mnozin, viz seznam doplnujici literatury.

A.3 Cvideni

A.3.1 Cvideni Dokaite, ze ) C A plati pro kazdou mnoZinu A.
A.3.2 Cviceni Dokaite, ze rovnost AN (BUC) = (AN B)U (ANC) plati pro libovolné mnoziny A, B a C.

A.3.3 Cviceni Vypiste vSechny prvky mnoziny exp{a, b, c}. Mélo by jich byt 8.

Revize kapitoly

Dozvédéli jsme se:

v Naivni pojem mnoziny dostacuje pro zakladni praci s mnozinami. Pro studium teorie mnozin je vsSak
naivni pojem mnoziny naprosto Spatny.

Pro pripravu na zkousku zkuste zodpovédét nasledujici otazky:

v Vysvétlete, pro¢ Russelliv paradox brani systematicky prohledavat mozné interpretace jazyka predikatové
logiky.

Doplnujici literatura
Naivni teorie mnozin je do vétsi hloubky popsana ve skriptu
1w M. Demlové a B. Pondélicek, Matematickd logika, skriptum FEL CVUT, Praha, 1997
Cantoruv text o mnozinach, doplnény komentaiem Stephena Hawkinga, naleznete ve sbirce

v S. Hawking, God Created the Integers (The Mathematical Breakthroughs that Changed History), Penguin
Books, Londyn, 2006

kde je komentovano a pielozeno celkem 17 matematickych praci, které zménily déjiny védy: od Eukleida az po
Alana Mathisona Turinga.
Axiomatiku teorie mnozin, takzvanou Zermelovu-Fraenkelovu, studuji napfiklad knihy

1= B. Balcar a P. Stépanek, Teorie mnozin, Academia, Praha, 2001 (2. vydani)
w T. Jech, Set Theory, Springer, New York, 2006 (4. vydéni)

Teorie mnozin, kterd ma velky vyznam pfi studiu nekonec¢nych rekursivnich procesti v computer science, tak-
zvanda non-wellfounded set theory, je vyloZzena v knize

= J. Barwise a L. Moss, Vicious Circles, CSLI Publications, Stanford University, 1996, dostupné online na
http://standish.stanford.edu
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Priloha B

Mohutnosti

T# minuty pfemysleni stac¢i k tomu, aby na to
élovek prisel. Ale mysleni je nudné a t¥i minuty jsou
dlouha doba.

A. E. Houseman

V tomto dodatku zavedeme dtlezité pojmy bézné vyuzivané v celé moderni matematice. Zhruba feceno, jde
o pojmy tykajici se poctu prvk mnozin. Pfesto, a to déla celou teorii velmi uzitecnou, se budeme snazit po
celou dobu této kapitoly zapomenout, ze umime poc¢itat. Zakladnimi pojmy totiz nebudou ¢isla (jakozto pocet
prvki), ale porovnavani: tady je vice prvka nez jinde, tady je stejné prvka jako jinde, apod.

Nestudujeme teorii mnozin, vSechny mnoziny v této kapitole jsou chdpany naivné ve smyslu kapitoly A.

B.1 Funkce jako nalepkovaci schéma

B.1.1 Definice Rekneme, Ze f je funkce z mnoZiny A do mnoZiny B, pokud plati f C A x B a soucasné pro
kazdé x € A existuje pravé jedno y € B tak, ze (z,y) € f. Toto jednozna¢né urcené y znaéime f(z). Fakt, ze f
je funkce z A do B, zna¢ime f: A — B.

@ B.1.2 Poznamka Definice funkce je pomérné komplikovand (a moznd vypadd nezvykle), proto ji podrobné
rozebereme:

Fakt, ze f C A x B znamen4, Ze funkce je mnozina (seznam) uspofadanych dvojic: prvni polozka kazdé
dvojice musi byt prvek v A, druhé polozka kazdé dvojice musi byt prvek v B.

Navic musi tento seznam f uspofadanych dvojic splitovat tuto dodateénou podminku: kazdy prvek A je
prvni polozkou, a je prvni polozkou pro jediny prvek z B (sice pro pfislusnou funkéni hodnotu).

Proc¢ jsme nepouzili zptisob, jakym se obvykle funkce definuji v analyze? To jest: pro¢ nemluvime o funkcénim
predpisu? Predevsim: zadat takovy piedpis neni obvykle mozné. Nepracujeme tu totiz s realnymi funkcemi,
ale s funkcemi mezi abstraktnimi mnozinami. V analyze se udrzela terminologie 19. stoleti, kdy se pfedstava
o tom, co je a co neni funkce, zacinala formovat. Vybavte si pojmy jako prubéh funkce, funkce nabyvd mazima,
a podobné. Pouzivani téchto pojmu reflektovalo fakt, ze na funkci se z poc¢atku nahlizelo dynamicky, funkce
méla svlyj vyvoj (vzdyt pocitdme funkéni hodnoty). Pak ovSem pfiSel tviirce teorie mnozin Georg Cantor a
vSe bylo jinak. Pochopil, Ze vSe, co je pro pojem funkce podstatné, je pravé vyjadreni faktu, Ze jde o specialni
mnozinu usporadanych dvojic. Funkce od dob Cantorovych je tedy chdpana presné tak, jak jsme to vyjadiili
v definici B.1.1.

Cantorova definice méla obrovsky vliv i na klasickou analyzu: matematici tak mohli zacit studovat i funkce
podivnych vlastnosti, napriklad tuto funkci f : R — R:

() %, jestlize x = § je raciondlni ¢islo a a a b jsou nesoudélnd celd cisla
)= SN b
0, jestlize = je iracionalni
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ktera hraje dulezitou roli v teorii integralu.
Jesté poznamenejme, Ze slova funkce a zobrazeni jsou synonyma.

@ B.1.3 Poznamka Pfipometime nejriznéjsi zapisy funkci:
1. Funkénim predpisem: to je zfejmé nejznaméjsi zpiisob.
Piiklad: f(x) =sinz, z € R. Také se pouziva zdpis f : z — sinz, z € R.

Pozor! Ponékud laxni zptsob psani funkce je zapis sin . To mtze vést k nedorozuméni, nepouzivejte jej.

2. Vyétem funkénich hodnot: to miizeme udélat, pouze v piipadech, kdy bud vypiSeme celou funkci nebo
kdy jsou funkéni hodnoty ,zrejmé*.

Piiklad: f(a) =2, f(x) =4, f(v) =2 je zapis funkece f : {a,z,v} — {2,4}.

Jiny ptiklad: h(0) = 1, h(1) = 2, h(2) = 3, ... Zde se zfejmé zapisuje funkce h : N — N, h(n) =n + 1,
n € N. Predpokladame tu ,nezakefnost“, tj. tfi tecky jsou konvenci tvrdici ,,dal je to jasné, zadny podraz
typu h(12845) = 17 necekejte“.

3. Vétvenim: pii tomto zépisu funkce f : A — B nesmime zadnou ¢ast mnoziny A vynechat.

Priklad: funkce f : R — R je definovana takto:

0, jestlize z € (—o0,5)
flx)= 1, jestlize z € (5,18)
42, jestlize x € (18,+00)

Existuje fada jinych zpisobl zapisu funkci (naptiklad A-notace, zndm4 z A-kalkulu nebo funkcionalniho pro-
gramovani), my je v tomto textu nebudeme potfebovat.

@ B.1.4 Poznamka Budeme funkce pouzivat pro porovnivani ,poc¢tu prvkia“. Pro tento kol je vhodna nasle-
dujici predstava.

At f: A — B je funkce. MnoZinu A si pfedstavme jako ,mnoZinu nélepek”. Témito ndlepkami budeme
spolepovat® prvky mnoziny B. Nélepku z € A nalepime na prvek f(z) € B. Fakt, Ze mame funkci jen Fika,
7e kazdou nélepku nékam nalepime. Nalepovani (tj. funkce f) ovSem miiZe mit specidlni vlastnosti, napiiklad
(srovnejte s definici B.1.5):

1. Na zadny prvek z mnoziny B nenalepime dvé rizné nalepky. Jinymi slovy: jestlize f(z) = f(«'), potom
z = ', a to pro viechna z, 2’ z mnoZiny A.

To odpovida této situaci: predstavme si, Ze A je mnozina Satnovych listki opatienych ¢isly od 1 do 50 a B
je mnozina kabati v divadelni $atné. Satnaf(ka) $pendli jednotlivé listky na kabéty. Kdyz toto $pendleni
nazveme f (tj. listek s ¢islem x je pfiSpendlen na kabat f(x)), mélo by pii korektnim Spendleni platit,
7e z rovnosti f(x) = f(2') plyne = 2/, a to pro vSechna x, 2’ z mnoziny A. Na zaddném kabétu nejsou
pfiSpendleny dva rtzné listky.

Co existence takového f vypovida o poc¢tu kabati v Satné? Jsou-li spotfebovany vSechny Satnové listky,
muzeme Fici, ze v Satné je alesporn tolik kabdtu, kolik je Satnovych listki. Nemuzeme totiz vyloucit, ze
nékdo umistil v Satné kabat bez zaplaceni.

Pozdéji budeme fikat (viz definice B.1.16), Ze mohutnost mnoziny A je nanejvys rovna mohutnosti mnoziny
B.

2. Abychom méli jistotu, Ze v Satné je stejné kabatt jako rozdanych listk, musi funkce f spliiovat navic
nasledujici podminku: kazdy prvek z mnoziny B ma néjakou nalepku. To znamend, Ze pro kazdé y € B
existuje x € A tak, ze y = f(z).

Existence f splitujici obé podminky pak zaruéi, Ze mnoZiny A a B maji stejnou mohutnost, viz defi-
nice B.1.6.
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Existence zobrazeni f : A — B spliujici urcité vlastnosti tedy muze vypovidat o porovnani poctu prvku
mnozin A a B, aniZ bychom museli umét tyto prvky spocitat. VSimnéme si totiz, Ze ve vysSe uvedeném pripadé
neni nutné umét pocitat od 1 do 50.

B.1.5 Definice Rekneme, ze funkce f: A — B je:

1. injektivni (také se ¥ika injekce nebo prostd funkce), kdyz plati: jestlize f(z) = f(2'), potom = = 2/, a to
pro vSechna z, ' z mnoZiny A.

2. surjektivni (také se Fika surjekce nebo funkce na), kdyz plati: pro kazdé y z mnoZiny B existuje x z mnoziny
A tak, ze plati y = f(z).

3. byjektivnd (také se tikd bijekce), kdyz f je surjektivni a injektivni soucasné.

B.1.6 Definice At A a B jsou dvé mnoziny. Rekneme, Ze mnoziny A a B maji stejnou mohutnost (také se
fikd stejnou kardinalitu), kdyZz existuje bijekce f : A — B. Tento fakt zna¢ime card A = card B.

B.1.7 Pf¥iklad Mnoziny {a, b, c} a {1, 2, 3} maji stejnou mohutnost. Svédkem je napiiklad funkee f : {a,b,c} —
{1,2,3}, kde f(a) =1, f(b) =2 a f(c) = 3. Tato funkce je bijekce.

B.1.8 Priklad Oznacme jako S mnozinu vSech sudych pfirozenych ¢isel. At f : N — S je funkce zadana
prepisem f(n) = 2n, n € N. UkdZeme, Ze f je bijektivni.

1. f je injektivni: at f(n) = f(n’). Potom 2n = 2n’, a tedy n = n/, pro libovolna n a n'.

2. f je surjektivni: at s je sudé prirozené ¢islo. Potom existuje pFirozené ¢islo n tak, ze s = 2n. To ale
znamend, ze s = f(n).

Ukézali jsme, Ze mnoziny S a N maji stejnou mohutnost.!

B.1.9 Priklad UkaZzeme, Ze libovolné dva neprazdné oteviené intervaly (a,b) a (¢, d) maji stejnou mohutnost.
Staéi sestrojit bijekci f : (a,b) — (¢, d). Takovou je napfiklad (¢ast) linedrni funkce

d—c

b—a

flz) = (zx—a)+e¢, z€(ab)

Protoze f je rostouci spojitd funkce a lim f(z) =c a lin}) f(z) =d, je f: (a,b) — (c,d) bijekce. To jsme
r——0o_

T—a4

chtéli ukazat.
B.1.10 Piiklad Funkce tan: (-7, %) — R je bijekce, proto maji mnoziny (-7, ) a R stejnou mohutnost.

B.1.11 Tvrzeni Identicka funkce na jakékoli mnoziné je bijekce. Slozeni bijekci je bijekce.

DUkAz. Af A je jakdkoli mnozina. Identicka funkce id4 : A — A je definovana takto: ida(z) = z, z € A. Je
to trivialné bijekce.

At A, B a C jsou libovolné mnoziny a at f : A — B a g : B — C jsou bijekce. Mame ukézat, Ze
go f:A— C je bijekce.

To je ziejmé: jestlize g(f(x)) = g(f(a")), potom f(z) = f(2') (protoze g je injekce), a tedy = = 2’ (protoze
f je injekee), a to pro libovolnd x a a’ z mnoZiny A. Ukézali jsme, Ze g o f je injekce.

Déle: pro libovolné y € C' existuje z € B tak, ze y = g(z) (protoZe g je surjekce) a pro toto z existuje z € A
tak, ze f(x) = z (protoze f je surjekce). Celkové y = g(f(x)). Dokazali jsme, ze g o f je surjekce. |

B.1.12 Dusledek Pro jakoukoli mnozinu A plati card A = card A. Pro jakékoli mnoziny A, B a C plati: jestlize
card A = card B a soucasné card B = card C, potom card A = card C'.

X6

1Ukézali jsme prave, ze sudych &isel ,, je stejn&” jako viech piirozenych ¢&isel. Podivné, ale pravdivé.
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B.1.13 Priklad Pro libovolny neprazdny otevieny interval (a,b) plati card(a,b) = card R.
Staci pouzit faktu, ze card(a,b) = card(—7,%) (viz pfiklad B.1.9) a card(—%,%5) = cardR (viz pii-
klad B.1.10). Pak pouzijeme dtisledek B.1.12.

B.1.14 Tvrzeni Pro funkci f : A — B jsou ndsledujici dvé podminky ekvivalentni:

1. f je bijekce.

2. Existuje jedina funkce g : B — A tak, ze plati go f =id4 a f o g = idp soucasné.
Navic funkce g z bodu 2. je bijekce.

DUKAZ. Z 1. plyne 2.: Definujme g = {(y,2) € B x A| (z,y) € f}.

Pravé definované g je skutecné funkce: pro libovolné y € B existuje pravé jedno z € A tak, ze x = g(y). To
plyne z faktu, ze f je bijekce.

Definované g je tedy funkce a rovnost y = f(x) plati pravé tehdy, kdyz g(y) = «.

Z téchto pozorovani plynou okamzité rovnosti go f =id4 a fo g =1idp.

Ze 2. plyne 1.: chceme ukézat, Ze f je bijektivni.

1. f je injektivni: at f(z) = f(2’). Potom z = g(f(z)) = g(f(2')) = o'

2. f je surjektivni: at y € B. Definujte x = g(y). Pak plati f(z) = f(g(y)) = v.
Dokéazali jsme, ze f je bijektivni.

Fakt, Zze g je bijekce plyne okamzité z rovnosti go f =ids a fog =1idg a z toho, Ze f je bijekce. |

Vyse uvedené tvrzeni nam dovoluje dokéazat:
B.1.15 Dusledek At A a B jsou jakékoli mnoziny. Jestlize plati card A = card B, potom plati card B = card A.

B.1.16 Definice Af A a B jsou dvé mnoziny. Rekneme, ze mnozina A md nanejuys stejnou mohutnost jako
mnozina B, kdyZ existuje injekce f : A — B. Tento fakt znac¢ime card A < card B.

B.1.17 Tvrzeni Pro jakoukoli mnozinu A plati card A < card A. Pro jakékoli mnoziny A, B a C plati: jestlize
card A < card B a soucasné card B < card C, potom card A < card C..

DUKkAZ. Piectéte si ditkaz tvrzeni B.1.11 a pouzijte jen tu ¢ast, kde se mluvi o injekeich. |

B.1.18 Priklad Ukazeme, ze card N < card R. K tomu staéi sestrojit injekei f : N — R. Definujeme f(n) = n,
n € N. Toto zobrazeni je ziejmé injekce.

Nasledujici tvrzeni je ,intuitivné zrejmé“. Dikaz je vSak pomérné komplikovany, proto jej neuvadime.

B.1.19 Véta (Cantor-Schréder-Bernstein) At A a B jsou mnoziny. Jestlize plati card A < card B a sou-
¢asné card B < card A, pak plati card A = card B.

B.1.20 Definice At A a B jsou dvé mnoziny. Rekneme, Ze mnozina A md mensi mohutnost neZ mnoZina B,
kdyz plati card A < card B a neplati card A = card B. Tento fakt znac¢ime card A < card B.

Nasledujici tvrzeni nam dovoli vytvafet mnoziny stale vétsich mohutnosti: mnozina vSech podmnozin mno-
ziny A méa vzdy vétsi mohutnost nez mnozina A.

B.1.21 Vé&ta (Cantor) At A je jakakoli mnoZina. Ozna¢me B = exp A. Potom plati card A < card B.
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DUKAZ. Nejprve ukdzeme, Ze plati card A < card B. K tomu staéi sestrojit injekci f : A — B. Takovou injekci
je f:x— {a}. Jde totiz jisté o funkci a z rovnosti f(x) = f(z') plyne rovnost = = z’.

Ukazeme, Ze neplati card A = card B. K tomu sta¢i ukézat, Ze neexistuje bijekce g : A — B. Budeme
postupovat sporem, tj. at ewistuje bijekce g : A — B. Protoze g musi byt surjektivni, musi pro prvek
y={a € Al a¢gla)} € B existovat prvek z € A tak, ze g(x) = y. Tento prvek z smime dédle pouzivat.
Mohou nastat dva piipady:>

1. = € g(x). Potom a musi mit charakteristickou vlastnost prvkt mnoziny g(z), tj. musi platit « &€ g(x). To
je spor.

2. z ¢ g(x). Potom x mé charakteristickou vlastnost prvki mnoziny g(x), tj. musi platit € g(x). To je
spor.

Zobrazeni g nemuze byt bijekce. Tudiz rovnost card A = card B neplati. |

B.2 Konecénost a nekone¢énost

V tomto odstavci zavedeme pojmy konecnosti a nekone¢nosti mnozin. Tyto dva pojmy dévaji zakladni rozdéleni
mnozin: kazdd mnozina je bud kone¢na nebo nekoneéna.

B.2.1 Definice Mnozina A je konecnd, kdyz je bud prazdna nebo existuje kladné pfirozené ¢islo n tak, Ze
card A = card{1,...,n}.

B.2.2 Poznamka Konecnost mnoziny A tedy znamend jednu z téchto dvou véci: bud je mnozina A prazdn4,
nebo existuje kladné pfirozené ¢islo n a pfislusnd bijekce f : {1,...,n} — A. V druhém piipadé miizeme
oznacit a; = f(1), ..., ap, = f(n), takze plati A = {a1,as,...,a,}. TudiZz koneénd mnozina je bud prazdna
nebo lze jeji prvky ocislovat ¢isly od 1 do n, pro néjaké kladné prirozené cislo n.

B.2.3 Pfiklad Mnozina {a,b, c} je kone¢nd, viz piiklad B.1.7.
B.2.4 Definice MnoZina A je nekonecnd, kdyZ neni konecné.
B.2.5 Priklad Mnozina N je nekone¢na. Musime ukézat, Ze N neni koneénd mnozina.
Protoze plati N # (), sta¢i (viz pozndmku B.2.2) ukazat, Zze neexistuje kladné pfirozené éislo n tak, Ze
N ={ay,...,a,}. Budeme postupovat sporem.

At n je kladné pfirozené ¢islo takové, ze plati N = {aq,...,a,}. Definujme y = max(aq,...,a,)+ 1. Toto y
je jisté pfirozené ¢islo, ale plati y & {a1,...,a,}. To je spor.

B.3 Spocetnost a nespocetnost

Dalsi déleni nekoneénych mnoZin je na mnoziny spoletné a nespocetné. Kazdd nekonefnd mnozina je bud
spocetna nebo nespocetna.

B.3.1 Definice Rekneme, 7e mnozina A je spocetnd, kdyz plati card A = card N.

B.3.2 Poznamka Spocetnost mnoziny A tedy znamend piesné to, zZe prvky mnoziny A muzeme srovnat do
prosté nekonecné posloupnosti: vezméte bijekci f : N — A a oznacte a, = f(n). Potom A = {ag,a1,as,...}.

B.3.3 Priklad Mnozina S vSech sudych piirozenych ¢isel je spocetnd mnoZina, viz piiklad B.1.8.

2Porovnejte s diikazem Russellova paradoxu v A.2.1.
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B.3.4 Priklad Mnozina Z vSech celych ¢isel je spodetnd mnozina.
Staci sestrojit bijekci f : N — Z. Definujeme:

5, Jestlize n je sudé

—83=, Jestlize n je liché
Predevsim jsme skutecné definovali funkci. UkdZzeme, Ze f je bijekce.
1. f je injektivni. At plati f(n) = f(n'). Mohou nastat dva p¥ipady:

(a) f(n) > 0. Pak rovnost f(n) = f(n') znamena rovnost § = %' To ovSem znamend, Ze plati n = n’.

(b) f(n) < 0. Pak rovnost f(n)

n=n.

’
f"T'H. To ovSsem znamena, ze plati

f(n') znamen4 rovnost — 24 =

Ukazali jsme, ze f je injekce.
2. f je surjektivni. At z je celé ¢islo. Mohou nastat dva pripady:

(a) z > 0. Definujme n = 2z. Potom n je sudé pfirozené ¢islo a plati f(n) = z.

(b) z < 0. Definujme n = —2z — 1. Potom n je liché pfirozené ¢islo a plati f(n) = z.
Ukézali jsme, ze f je surjekce.

Sestrojit ptriklad nespocetné mnoziny je snadné.

B.3.5 Priklad exp N je nespocdetnd mnozina. K tomu staci pouzit vétu B.1.21.

Nasledujici vysledek ma velké pouziti v computer science.

B.3.6 Tvrzeni At Y je neprazdng konecnd mnozina (chdpana jako abeceda). Oznacte jako X* mnoZinu vSech
koneénych Fetézci znaki ze o (takovému Fetézci fikdme slovo nad ). Potom plati:

1. ¥* je spocetna mnozina.
2. exp X" je nespodetna mnozina.

DUKAzZ. Staci dokézat prvni tvrzeni, druhé z néj potom plyne pomoci Cantorovy véty B.1.21.

Oznatme ¥ = {x1,...,2,}, kde n > 1. Pro lepsi vyjadfovani budeme fikat, Ze sefazeni 1, ..., x, je sefazeni
pismen ze 3 podle abecedy.

Oznacme dale, pro kazdé k € N, jako W mnozinu vSech slov nad 3 délky pfesné k. Potom kazda mnozina
Wy je koneéna a mé presné n® prvki. To je proto, Ze v kazdém slové zalezi na pofadi pismen, a proto kazdé
slovo délky k je uspotddand k-tice vytvorena z n riznych znaki.

Slova z mnoziny W} usporadame lexikograficky, tj. w’f = 2r1%1...2T121, w§ = r1T1...2T12%2, ..., waLl =
TpTpy - TpTp_1, wﬁk = XTpTp ... Tply.

Abychom ukazali, ze mnozina X* je spocetné, staci srovnat prvky ¥* do prosté nekonecné posloupnosti. To
udélame takto:

w?,w%,...,w,ll,wf,...,wiz,wf,...,wfbg,wil,...,wi4,...,w’f,...,wﬁk,...
To znamena: postupné za sebe budeme psat slova délky 0, délky 1, délky 2, a tak dale, a jednotlivé bloky slov
pevné délky budou sefazeny lexikograficky. |

@ B.3.7 Poznamka Proc je vysledek tvrzeni B.3.6 dillezity? V computer science se kazdé podmnoziné L mnoziny
¥* tikéa formdinit jazyk nad . Kazda takova mnozina L je totiZ néjakd mnozina slov nad abecedou X.
Priklad: pro kazdou kone¢nou mnozinu At atomickych formuli je mnozina formuli vyrokové logiky nad At
formélnim jazykem nad abecedou ¥ = {tt,A,V,=, <, —,(,)} U At.
Tvrzeni B.3.6 fika, ze formalnich jazykt nad kone¢nou abecedou je ,hodné“, totiz nespocetné mnoho.

Nasledujici priklad bude zakladem dutlezité konstrukce nespocetné mnoziny.
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B.3.8 Priklad Predstavme si, ze mame matici M rozmérii n x n obsahujici znaky 0 a 1. Nasim tkolem je
napsat vektor znakl 0, 1 délky n, ktery je rizny od vSech fadkd matice M.
Tuto 1Glohu lze samoziejmé vyfresit fadou zptsobt, napfiklad hrubou silou. My ale popiSeme elegantni a
predevsim uniformni algoritmus, ktery bude pracovat pro jakoukoli hodnotu n a jakoukoli matici M stejné.
Oznadime jako r1 = (r11,...,71n), «-+» ™n = (Tn1,- -+, "nn) Fadky matice M. Hledany vektor je

v=(1-=r11,...,1 —7pp).

Vektory v a r1 jsou jisté ruzné, protoze se lisi v prvni soufadnici. Z podobnych pfic¢in plati, ze vektory v a ro
jsou rizné (lisi se v druhé soufadnici), a tak déle.

Piiklad:
1100
010 0

M=117 110 v = (0001)
1000

Vsimnéme si co jsme udélali: vzali jsme diagondlu matice M jako zarodek vektoru v a vektor v jsme pak z tohoto
zarodku ziskali prohozenim 0 a 1.

Stejny algoritmus (nyni v jeho nekoneéné varianté) pouzijeme pii dikazu nésledujici véty.

B.3.9 Véta (Cantoruv diagondlni trik) Oznacme jako P mnozinu vSech nekonecnych posloupnosti znaki
0 a 1. Potom mnozina P je nespocetna.

DUKAZ. Dikaz rozdélime do dvou ¢ésti:

1. UkdZeme, Ze mnozina [P je nekonecnd. Budeme postupovat sporem: at je mnozina IP koneéna.
ProtoZe mnozina P je jisté neprdzdnd, musi existovat kladné pfirozené ¢éislo n tak, ze P = {p1,...,pn}.

Napisme posloupnosti p1, ..., p, do fadkd pod sebe a zaméfme se na matici rozmérd n x n, ktera vznikne
uvazovanim jen o prvnich n ¢lenech kazdé posloupnosti. Algoritmem z prikladu B.3.8 pak vytvorime vektor
délky n. Dopliime tento vektor samymi znaky 0 na nekone¢nou posloupnost a ozna¢me ji p. Potom plati
p#£p1, -, DF py. Plesto p € P.

To je spor: mnozina P je nekone¢na.
2. Ukézeme, Ze mnozina P je nespocetnd. Budeme postupovat sporem: at je mnozina P spocetné (konecnd
byt nemuze, to uz jsme dokézali).

Podle poznamky B.3.2 existuje zptisob, jak srovnat prvky mnoziny P do prosté nekone¢né posloupnosti,
P = {po, p1,p2,. - .}. NapiSme prvky pg, p1, p2, ...do Fadki pod sebe.

Vznikla ,nekonec¢nd matice“. Na tuto matici nyni pouzijeme ,nekonecnou variantu“ algoritmu z pfi-
kladu B.3.8. Presnéji: definujeme posloupnost v znakt 0 a 1 takto: v; = 1 — p;; pro kazdé prirozené ¢islo
i.

Potom plati v # p,, pro kazdé ptirozené Cislo n. Protoze zjevné v € P, dostavame spor.

Mnozina P je nespocetna.

Dtkaz je ukoncen. |

B.3.10 Poznamka Povsimnéme si, Ze mnozina P z véty B.3.9 je jakousi nekone¢nou analogii mnoziny slov
¥* pro abecedu ¥ = {0,1}. Prvky mnoziny P ovSem nejsou slova nad abecedou X, protoze kazdé slovo musi
byt koneény fetézec pismen ze X. V computer science se nekonecné posloupnosti prvka abecedy X fikéa stream
nad ¥ a pro mnozinu vsech streams nad ¥ se pouziva znaceni X“. PTi tomto znaceni je P z véty B.3.9 presné
mnozina {0, 1}*.

B.3.11 Poznamka Cantortuv diagonalni trik patii do pokladnice krasnych matematickych tvah. Nalezl uplat-
néni v fadé konstrukci v matematice a computer science (napiiklad Halting Problem pro Turingovy stroje).
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@ B.3.12 Poznamka Znovu zdlraziiujeme, Ze v tomto textu u nekoneénych mnozin nemluvime o poctu prvki.
Napftiklad mnoziny N a exp N jsou obé nekonecné, ale podle véty B.1.21 vime, Ze plati card N < card exp N.
Tudiz mnozina expN ma ,vice prvkid“ nez N. Museli bychom tedy zavést specialni ¢isla pro rizné ,velikosti
nekonecnosti®.

V axiomatické teorii mnozin se takova ¢isla opravdu zavadéji a rika se jim kardindlni c¢isla. Naptiklad se tak
pise card N = Ry a cardexp N = 280, Symbol R je prvni pismeno dlef hebrejské abecedy. Toto znaceni a termi-
nologii zavedl Georg Cantor. Pro literaturu o kardinalnich ¢islech odkazujeme na seznam dopliiujici literatury
v kapitole A.

B.4 Cviceni

B.4.1 Cviéeni Af f: N x N — N je funkce definovand predpisem f(i,j) = 2% - 37, i,j € N. Dokaite, Ze f je
injekce a Ze f neni surjekce.

B.4.2 Cviéeni Existuje koneénd mnozina A, pro kterou plati card A = card(A x A)?

B.4.3 Cviceni At f: Ax A — A je bijekce. Dokazte, ze funkce g : A x A x A — A, definovand predpisem

g9(x,y,2) = f(f(z,y), ), je opét bijekce.
Zformulujte a dokazte na zakladé vyse dokazaného néjakou vétu o mohutnostech mnozin A, AxAa Ax Ax A.

B.4.4 Cviéeni Dokazte, ze plati card(N x N) = card N.

Néavod: vymyslete nejprve algoritmus, ktery ocisluje vSechny prvky ¢tvercové matice rozmeéri n x n ¢isly od
1 do n?, a to uniformné pro n. Poté pouZijte ,nekone¢nou variantu“ tohoto algoritmu na ,nekoneénou matici“
N x N.

B.4.5 Cviéeni Zobecnéte vétu B.3.9 takto (znaceni ¢ je z pozndmky B.3.10):
ALY je neprdzdnd koneénd abeceda obsahugici alesponi dvé pismena. Potom mnoZina X% je nespodetnd.

Névod: jde o to vymyslet analogii prohazovani 0 a 1 na diagonale pfislusné ,nekonec¢né matice®.

Revize kapitoly
Dozveédéli jsme se:

v Funkci f: A — B lze pouzit jako svédka porovnavani mohutnosti mnozin A a B.

v Mnoziny délime na kone¢né a nekonec¢né. Nekone¢né mnoziny dale délime na spocetné a nespocetné.
Pro pripravu na zkousku zkuste zodpovédét nasledujici otazky:

v Musi byt kazdd podmnoZina koneéné mnoziny opét koneénd mnozina?

v Muze byt podmnoZina spocetné mnoziny mnozina nespocetna?

Doplnujici literatura

V této kapitole jsme se nepoustéli do dokazovani nejriznéjsich fakti o konec¢nych, nekonecnych, spocetnych a
nespocetnych mnozinach. Jako standardni referenci odkazujeme na

1= M. Demlova a B. Pondélicek, Matematickd logika, skriptum FEL CVUT, Praha, 1997
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