
Délka křivky, křivkový integrál.

1 Určete délku cykloidy F s parametrizací

<p(t)=(t—sint,1—cost) 05t_<_27r.

Cykloida. je křivka, určená. dráhou bodu, který je na kružnici (zde s poloměrem a = 1), která. se valí bez tření

po přímce.

b

Délka křivky I' s perametrizací <p se vypočítá jako f(F) : fll<P1(t)ll dt ( : fl ds). Máme
a F

ga'(t)= (1— cost, sin t) a. |]<p'(t)|| : (1— cost)2 + sin.2 t = \/2 — 2cost.

Takže můžeme psát

e(F)=/1ds=\/57mdt= [2353] =2x/Ž_/„\/1Tos(2í)du=
0 0F

7r

: (cos(Žu) =cos2u—sin2u) =4/sinu du=8.
o

2 Spočítejte f(a:+y) ds, kde C je levá polovina kružnice o poloměru 1 se středem v (0, 1) jdoucí v záporném
C 1/'\ ' .

smyslu 2 bodu (0, 0) do bodu (0, 2). (0.2 )

C \
.

7(O(a) .
X

b

Integrál z funkce f podél křivky C spočítáme podle vztahu ff ds : ]f(cp(t)) - ||cp'(t)|| dt, kde <p je
C a

vhodná parametrizace křivky C. .

Parametrizace C: Křivka splňuje rovnici ac? + (y — 1)2 = 1, proto použijeme posunuté polární souřadnice.

ga(t) : (cost,1+sint) pro % 5 t S 323.

Tato arametrizace však I'Obíhá křivku V O ačném směru! To ale nevadí rotože inte rál Z funkce
:

nezávisí na volbě orientace.

cp'(t) : (—sint, cost) & ||(p'(t)|| : V (— Sint)2 + cosŽt : l.



Takže

1+sint+cost dt=7r+2.
KOH

\Nlíf

?"

/(I+y)dsSz/H$+y|<p(t) ||50't()||dt=

ds, kde Cje: a) 3:2 +312 : 4m, b) :c2 +312 : 4.„, . 1.4.23 Spoc1tejtečfW
\l070l-Funkce je definovaná a spojta v IR2

x+—2— ——00 takže integrál neexistuje.a) [0,0] € C, a Iylímo o)mb) [O, Oj gE C, takže integrál existuje.

W) =
(—25int,2cost) a ||Lp'(f)|| _

(2 cos L,2$in i) pro 0 S L 5 27r.

(—2 sin t)2 + (2 cos t)2 : 2.WU) =
Takže

a: + 2

Tal—Te“
t

0

4 Spočítejte fxŽ ds, kde C je graf funkce f(x) = ln :::, a: G< 1,2 >.
C

(t lnt) pro IŠtSŽ.Parametrizace křivky C je (p(t) : ,

I
1 I

1

v(t)=(1,í) & WWII: 1+t—2

Takže
2

1
2

1
2

1

/;1;2113=/t2\/1+í2—dt=/t t2+1dt=š[(t2+1)B/2] =š(5 5—25).
c 1 1
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5 Určete
/Ř-dš', kde F=(y, z, fi;)

(:

je křivka s kladnou orientací při pohledu shora& C: 12+y2=1 & m+z=1
Připomenutí: Integrál z vektorového pole F podél dané orientované křivky C počítáme jako praCi Slly

podél této křivky s normovaným tečným polem T (jež určuje orientaci křivky C).
Jestliže parametrizace cp: (a, b) —> C odpovídá zvolené orient-aci, pak máme

/Ř-dš'=/(Ě-Í)ds=/bř(w(t))-Q'(t) dt.
C (3

Pokud paiametuzace <p je v opačném směru než námi zvolena orientace C, pak mame

/Ř-dš'= —/bŘ(gp(t))-<p'(t) dt.
C



Máme pole Ř : (y, z, z). Křivka představuje průnik válce a šikmé roviny. Je to tedy elipsa & její
orientace je určena pomocí průmětu C do roviny my, v němž má mít tento průmět kladnou orientaci (tím je
myšleno to “při pohledu shora", tj. když se na křivku budeme dívat tak, aby osa z směřovala k nám).

Průmět C do roviny svy má rovnici 21:2 + 1;2 = 1 a jeho kladná orientace je určena obvyklou parametrizaci

x(t) : cost , y(t) : sint pro t 6 (0,27r) .

Parametrizace křivky C je (p(t) : (cost,sin t, 1 — cos t) pro 0 5 t 5 27r.

? A
<p'(t) : (- sin t, cost, sin t).

Takže “4 A

21r

/Ř-dš'= /(sin t, l—cost,cost)v(—sin t,cos t, sin t) dt : / (sint-(——sint)+(1—cost)'cos t+cost.sin t) dt :
Č 0()

27r 27r 21r
2' t

=/(—1+cost+cost-sint)dt:—27r+/cost dt+/smá )dtz—Žn.
'oO

hfc—z &T-J
6 Určete

/Ř-(1Í', kde F1: (——_1/, .r)

('

a c 5+; =1, 3520, 3/20, odB=[O,b]doA=[a,0].
& :Alíůlbl/ Č

/.

Parametrizace křivky C je <p(t) : (a cos t,bsin t) pro 0 5 t S 7r/2.

g0'(t) : (—-asint, bcos t).

Orientace křivky není souhlasné s parametriyací, takže

1r/2 1r/2

/Ř - dš': — /(—bsint,acost) — (—asint,bcost) dt : — /(absin2L+ abcos2 t) dt : —ab%.

c o 0
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