Tento text neni samostatnym studijnim materialem. Jde jen o
prezentaci promitanou na prednaskach, kde k ni pfidavam slovni

komentar. Nekteré dullezité Casti latky piSu pouze na tabuli a nejsou
zde obsazeny.
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Definice
Necht f je funkce na mnoziné (a, b) \ D, kde

D={Xo,X{,...,Xn}, @a=Xo<Xi<...<Xp=Dh.
Xk

Necht pro k = 1,..., n existuje nevlastni integrél / f(x) dx.

Xk—1
Pak definujeme zobecnény Riemannuyv integral f od a do b jako

/f dx_Z/f

pokud ma tento soucet smysl.

Pokud ano, fekneme, ze integral existuje.
Pokud je to vlastni Cislo, fekneme, Ze integral konverguije.
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Véta
Jestlize f nezaporna po ¢astech spojita funkce na (a, b), a, b € R, pak
b

zobecnény Riemanndyv integral /f(x) dx bud’ konverguje nebo
a

b

/f(x) dx = oo.

a

Natalie Zukovec B6BOTMAA 5.12.2019 3/20



Véta (srovnavaci kritérium)
» Necht |f| < gna(a,b), a,bcR, fje po ¢astech spojita na (a, b)
b b

a /g(x) dx konverguje. Pak konverguje také / f(x) dx.
a a
» Necht f < gna(a,b), a,bcR, g jepo Castech spojita na (a, b)
b b
a /f(x) dx = +oo. Pak /g(x) dx = +o0.
a a
» Necht g < hna(a,b), a,b € R, g je po ¢astech spojita na (a, b)

b b
a /h(x) dx = —oo. Pak /g(x) ax = —oo.
a a
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Tvrzeni
1

> /xo‘ dx konverguje prave tehdy, kdyz oo > —1.
0

> /xo‘ dx konverguje prave tehdy, kdyz o < —1.
1
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Tvrzeni B
Necht P, Q jsou polynomy, Q je nenulovy, a, b € R.

b
/ CP)E);)) dx konverguje prave tehdy, kdyz jsou spinény podminky:
a

b
1) Pokud 3c € (a, b), ¢ € R: /HQH(X)

Qs (%) dx, kde

a
Pi(c) # 0, Qi(c) # 0, pak a > 3.
2) Jestlize a= —oo a/nebo b = +oo, pak st(Q) > st(P) + 2.
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Aplikace urcitého integralu

Definice
Necht f je Riemannovsky integrovatelna funkce na (a, b).
Definujeme prumeér neboli stredni hodnotu f na (a, b) jako

b
Ave(f

(ab /

Véta o stfedni hodnoté
Necht f je spojita funkce na (a, b), pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

f(c) = / f(x)d
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Tvrzeni
Necht f, g jsou spojité funkce na (a,b) a f < g na (a, b).
Obsah oblasti mezi grafy f a g na (a, b) je

b
S= / (9(x) — F(x)) dx.

Tvrzeni
Necht ma funkce f spojitou derivaci na (a, b).
Pak délka krivky dané grafem f na (a, b) je

b

L:/\H + (f'(x))? dx.

a
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Tvrzeni

Necht f je nezéporna spojité funkce na (a, b),

Objem rotacniho télesa daného rotaci grafu f na (a, b) okolo osy y =0
je

b
V= / (F(x))20x.

Necht ma f navic spojitou derivaci na (a, b).
Povrchovy obsah plasté tohoto rotacniho télesa je

b
S:/wa(x) 1+ (f(x))2dx.
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Posloupnosti realnych Cisel

Definice
Posloupnost realnych Cisel je libovolné zobrazeni a: N — R.

ZnacCime a(n) = an, pak (a1, az, as,-..) = (an)>21 = (@n)nen-
Definice
Necht (an)nen, (bn)nen jsou posloupnosti, ¢ € R.
Definujeme jejich soucet

(@n)nen + (bn)nen = (@n + bn)nen,

a nasobek konstantou

¢ (an)nen = (C- @n)nen-
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Definice
Necht' (an)nen je posloupnost.
Rekneme, Ze je shora omezena, jestlize 3K € R Vn plati a, < K.

Rekneme, Ze je zdola omezena, jestlize Ik € R Vn plati a, > k.

Rekneme, Ze je omezena, jestlize je shora i zdola omezena
(tedy 3k, K Vnplati k < ap < K).
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Definice
Necht (an)nen je posloupnost.

Rekneme, Ze je rostouci, jestlize Vn plati ap < an1-
Rekneme, Ze je neklesajici, jestlize Vn plati a, < ap.1.
Rekneme, Ze je klesajici, jestlize Vn plati a, > an.1.
Rekneme, Ze je nerostouci, jestlize Vn plati a, > an. 1.

Rekneme, Ze je monotonni, jestlize ma jednu z téchto &tyf
vlastnosti.

Definice
Vybrana posloupnost z posloupnosti (an)nen je posloupnost (ax,)nens
kde (kn)nen je rostouci posloupnost pfirozenych cCisel.
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Definice -
Posloupnost (an)nen ma limitu a € R, pokud

V okoli U(a) 3ny € N:Vn > ng je an € U(a).

Rekneme také ,a, jde k a (pro n jdouci do nekoneéna)®.
Znacime nango ap,=a nebo a,— a(pron— o).
Pokud takové a najdeme, fekneme, Ze limita existuje,
jinak fekneme, ze limita neexistuje.

Pokud a € R, pak posloupnost je konvergentni,
pokud a = +oo, pak posloupnost je divergentni.

Poznamka
Definice Fika, Ze jen konecné mnoho ¢lenl posloupnosti nelezi v U(a)
(nektere z ap, n < np).
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~Epsilon—delta“ verze definic:
apn—~aceR < Ve>0 dnpeN:Vn>ngjela,—al <e.
an — o0 <~ VYK eR dngeN:Vn> ngje ap > K.

an— —o0o0 <= VYkeR dng e N:Vn>ngje an < Kk.
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