Tento text neni samostatnym studijnim materialem. Jde jen o
prezentaci promitanou na prednaskach, kde k ni pfidavam slovni

komentar. Nekteré dullezité Casti latky piSu pouze na tabuli a nejsou
zde obsazeny.
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Aplikace derivaci

» rovnice teCny a normaly grafu funkce,
» |'Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit funkci,
» Taylorav polynom.
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Véta (Rolleova véta)
Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b)

a diferencovatelna na jeho vnitrku (a, b).

Jestlize f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a, b): f'(c) = 0.
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Véta (Véta o stiedni hodnoté, Lagrangeova véta)
Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b)

a diferencovateln& na jeho vnittku (a, b).

f(b) — f(a)

Pak existuje ¢ € (a, b): f'(c) = = —

Dusledek
Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b)

a diferencovatelna na jeho vnittku (a, b).

Jestlize f = 0 na (a, b), pak je f konstantni na (a, b).
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Dusledek
» Necht f je funkce spojita v a zprava a

diferencovatelna na néjakém pravém prstencovém okoli a.
Pak f, (a) = lim f'(x), pokud limita konverguje.
x—at
> Necht f je funkce spojitd v a zleva a
diferencovatelna na néjakém levém prstencovém okoli a.

Pak f' (a) = lim f'(x), pokud limita konverguije.
X—a—
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Véta (Cauchyova véta)
Necht f a g jsou funkce spojité na intervalu (a, b)

a diferencovatelné na jeho vnittku (a, b).

. f'(c) _ f(b) —f(a)
"g'(c)  g(b)—g(a)

Jestlize g’ # 0 na (a, b), pak existuje ¢ € (a, b)
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Véta (I'Hopitalovo pravidlo, I'Hospitalovo pravidlo)

Necht f, g jsou funkce diferencovatelné na néjakém prstencovém okoli

bodu a € R.
Predpokladejme, ze bud )![}na f(x) = )I(gnag(x) =
nebo Iim |g(x)| = o0

Jestlize I|m (( )) existuje, pak

fim 1) 0
M g0 ~ AT g(x)
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Pouziti 'Hospitala na dalsi typy:
» 0 - co: prevod na podil:

0-co=2=2  nebo 0.c0o=%F==2

o

oo 0

> 1,09 o00: pfevod na soudin pomoci triku pro obecnou mocninu:
100 — geoln(1) — goo0,
0° = eOIn(O) — eO~oo,
500 = g0ln(o0) — g0-oo.

> oo — oo: prevod na soucin, ¢asto vytknutim.
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Definice
Necht ma funkce f v bodé a n-tou derivaci.
Definujeme jeji Tayloriv polynom stupné n se stredem v a jako

n_ k)
Th(x) = Z ' kfa)( — a)¥
k=0
= f(a) + f'(a)(x — a) + fﬂéa) (x—a?+...+ f(”r),fa)(x —a)".

Definujeme takeé zbytek

Rn(x) = f(x) — Ta(x) pro x € D(f).
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Tvrzeni
Necht ma funkce f v bodé a n-tou derivaci,
necht T, je jeji Taylorlv polynom stupné n se stfedem v a.

Pak T, je jediny polynom stupné n, ktery ma s f shodné derivace
do fadu nv bodé a, tj.

T,gk)(a) _ f(k)(a)’ prok=0,...,n.
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Véta (Taylorova véta)

Necht ma funkce f v bodé a n-tou derivaci,
uvazujme jeji Taylorv polynom stupné n se stredem v a.

Necht x je takové, Ze funkce f je definovana na (a, x),
ma spojité derivace az do fd&du n > 0 na (a, x) a
f(+1) existuje v kazdém bodé intervalu (a, x).

Pak existuje ¢ € (a, x) takové, Ze

f(n+1)(c)

f(x) = Ta(x) + m(

x —a)™.

(tzv. Lagrangelv tvar zbytku)
Podobné zleva pro interval (x, a).
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Fakt
> & a=0:Ta(x) = 3 g =1+ X+ 5 g+

no(=1)K x?  x
| 2 = V. = N - —
cos(x), @a=0: Tp(x) kgo (2K)! X 1 o + 41
n (_1)k+1 2 x3
> = . = — - -
In(1 +x), a=0: Tp(x) k; X =X + 3
> In(x),a=1:
n
1 k+1 x —1)2
T =3 T o ey X
k 2
k=1
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Pribéh funkce

» intervaly monotonie, (lokalni) extrémy,
» konvexita, konkavita, inflexni body,
» asymptoty grafu.
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Véta (o monotonii funkce)

Necht f je funkce spojita na intervalu /
a diferencovatelna v kazdém vnitfnim bodé /.

» Jestlize je f' > 0 uvnitf /, pak je f rostouci na /.
» Jestlize je f' > 0 uvnitt /, pak je f neklesajici na I.
> Jestlize je f' < 0 uvnitt /, pak je f klesajici na /.
» Jestlize je f' < 0 uvnitf /, pak je f nerostouci na /.

v

Jestlize je f neklesajici na /, pak je f' > 0 uvnitt /.
Jestlize je f nerostouci na /, pak je f < 0 uvnitf /.

v

Natalie Zukovec B6BO1MAA 31.10.2019 14/18



Definice

Rekneme, Ze funkce f je rostouci v bodé a, pokud existuje okoli
U(a) c D(f) :Vx,y e U(a), x<a<y je f(x) < f(a) <f(y).
Rekneme, Ze funkce f je klesajici v bodé a, pokud existuje okoli
U(a) c D(f) :Vx,y e U(a), x<a<y je f(x)>f(a) > f(y).
(analogicky funkce neklesajici a nerostouci v bodé)

Fakt

Funkce f je rostouci na intervalu (a, b) praveé tehdy, kdyz je rostouci v
kazdém bodé tohoto intervalu.

(Analogicky i pro ostatni typy monotonie.)

Tvrzeni
Je-li f'(a) > 0, pak je funkce f rostouci v bodé a.
Je-li f'(a) < 0, pak je funkce f klesajici v bodé a.

Natalie Zukovec B6BOTMAA 31.10.2019 15/18



Definice

Rekneme, Ze funkce f nabyva na mnozing M c D(f) svého
globalniho maxima K v bodeé a, jestlize

ac M, f(a) = K apro kazdé x € M plati f(x) < f(a).

Rekneme, Ze funkce f nabyva na mnozing M c D(f) svého
globalniho minima k v bodeé a, jestlize

ac M, f(a) = k a pro kazdé x € M plati f(x) > f(a).

Globalni maximum a globalni minimum jsou globalni extrémy.

Spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva svych globalnich
extréma.
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Definice
Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu a.

Rekneme, e f m& v bodé a lokalni maximum,
popr. ze f(a) je lokalni maximum, jestlize

JU(a) : f(x) <f(a)proV x € U(a).

Rekneme, Ze f ma v bodé a lokalni minimum,
popf. Ze f(a) je lokalni minimum, jestlize

JU(a) : f(x)>f(a)proV x € U(a).

Lokalni maximum a lok&lni minimum jsou lokalni extrémy.

Ostry extrém ... ostra nerovnost pro x # a.
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Véta
Ma-li funkce f v bodé a lokalni extrém, pak f'(a) neexistuje nebo
f'(a) = 0.

Postacujici podminkou je vhodna zména monotonie.

Definice
Bod a se nazyva stacionarni bod funkce f, pokud f'(a) = 0.

Véta

Necht a je stacionarni bod funkce f.

Jestlize f’(a) > 0, pak f(a) je ostré lokalni minimum.
Jestlize f’(a) < 0, pak f(a) je ostré lokalni maximum.
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