Tento text neni samostatnym studijnim materialem. Jde jen o
prezentaci promitanou na prednaskach, kde k ni pfidavam slovni

komentar. Nekteré dullezité Casti latky piSu pouze na tabuli a nejsou
zde obsazeny.
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Pribéh funkce

» intervaly monotonie, (lokalni) extrémy,
» konvexita, konkavita, inflexni body,
» asymptoty grafu.
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Uloha: Uréete maximalni intervaly monotonie funkce
a jeji lokalni extrémy.
Algoritmus:
1) Zaklad: intervaly D(f).
2) Najit stacionarni body a body, kde derivace neexistuje;
zakladni intervaly se tak rozdéli na intervaly monotonie.
3) Zjistit znaménko ' na intervalech z 2).

4) Dle znamének usoudit na monotonii, zamyslet se
nad moznosti spojit intervaly. Zavér.

5) Dle tvaru funkce usoudit na lokélni extrémy, najit jejich hodnoty.
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Véta
Ma-li funkce f v bodé a globalni extrém na intervalu /,
pak bud v a je lokalni extrém f nebo a je krajni bod /.

Vime
Spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva svych globalnich
extréma.
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Uloha: Najit globalni extrémy spojité funkce f na uzavieném
intervalu /.

Algoritmus:

1) Najit stacionarni body funkce f a body ve kterych f nema derivaci.

2) Sestavit mnozinu kandidatt na extrém:

— stacionérni body lezZici v I,
— body / ve kterych f nema derivaci,
— krajni body /.
3) Dosadit kandidaty do f, porovnat hodnoty; zavér.

Pro (polo)otevieny interval: limity funkce v krajnich bodech,
zjistime tak sup (inf) hodnot funkce.
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Definice
Necht f je funkce definovana na intervalu /.

Rekneme, Ze f je konvexni na intervalu /, jestlize
fy) —f(x) _ 1(2) — f(y)
y—-x - '

Vx,y,zel:x <y <z plati

Rekneme, Ze f je konkavni na intervalu /, jestlize
fy) —f(x) o 1(2) — f(y)
y—x '

Vx,y,zel:x <y <z plati

Ryze konvexni/ konkavni ... ostrd nerovnost.
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Véta
Necht f je funkce spojita na / a dvakrat diferencovatelna uvnitf /.
» Jestlize f” > 0 uvnitf /, pak je f ryze konvexni na /.
» Jestlize " > 0 uvnitf /, pak je f konvexni na /.
» Jestlize " < 0 uvnitf /, pak je f konkavni na /.
» Jestlize " < 0 uvnitf /, pak je f ryze konkavni na /.
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Definice
Rekneme, Ze bod [a, f(a)] je inflexnim bodem grafu funkce f

(funkce f ma v bodé a inflexi), jestlize

f pfechazi v a z ryze konvexni na ryze konkavni nebo naopak

f je v a spojita a diferencovatelnd.

Véta

Jestlize f ma v bodé a inflexi, pak f’(a) neexistuje nebo f’(a) = 0.
Jestlize f"(a) = 0 a f”(a) # 0, pak funkce f ma v bodé a inflexi.
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Algoritmus pro hledani intervall konvexity:

1) Z&klad: intervaly D(f).

2) Najit body D(f), kde f”(a) = 0 nebo f”(a) neexistuje;
zakladni intervaly se tak rozdéli na intervaly konvexity.

3) Zjistit znaménko " na intervalech z 2).

4) Dle znamének usoudit na konvexitu, inflexni body. Zaver.
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Definice
Necht f je funkce definovana na néjakém jednostranném prstencovém
okoli bodu a € R.
Rekneme, Ze piimka x = a je svisla asymptota f, nebo
ze f ma svislou asymptotu v a, jestlize

lim f(x) = +o0 nebo lim f(x) = $o0.
x—at X—a-
Poznamka

Pokud f m4 svislou asymptotu v a, pak a je hrani¢ni bod D(f) nebo
bod nespojitosti.
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Definice

Necht f je funkce definovana na okoli co.

Rekneme, Ze piimka y = g je vodorovna asymptota f v oo,
jestlize XIi_}m()() f(x) =q.

Nechf f je funkce definovana na okoli —cc.
Rekneme, Ze pfimka y = q je vodorovna asymptota f v —oo,
jestlize . lim f(x)=q.
——00
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Definice
Necht f je funkce definovana na okoli co.

Rekneme, Ze pfimka y = px + q je $ikma asymptota f v oo,
jestlize XIme(f(x) —(px+q)) =0.

Necht f je funkce definovana na okoli —oc.

Rekneme, Ze pfimka y = px + g je $ikma asymptota f v —oo,
jestlize lim (f(x) — (px + q)) = 0.
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Véta
Necht f je funkce definovana na okoli cc.
Primka y = px + g je asymptota f v oo tehdy a jen tehdy, kdyz
_ f(x _ im (f
p= lim —* a q_XL)ngO( (x) — px).
Necht f je funkce definovana na okoli —oo.
Pfimka y = px + g je asymptota f v —oco tehdy a jen tehdy, kdyz
. X .
p= lim —~ @ a= xﬂToo(f(X) — pX).

X——00
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Algoritmus pro hledani asymptot:
Vodorovné, Sikmé: Je-li f definovana na okoli cc:
1) Najdeme XIi_}m f(x).

o

» lim f(x) =g € R...pfimka y = p je vodorovna asymptota f v co.

X—00
» lim f(x) neexistuje ... neni v co asymptota.
X—00
> lem f(x) = £oo ... jdeme dale, muze byt Sikméa asymptota.
[e.e]

2) Pokud XILngO @ = p € R, jdeme dal, muze byt Sikma asymptota.
Jinak §ikma asymptota v co neni.

3) Pokud XIer;o(f(x) — px) = g € R, je vooasymptota y = px + g.
Jinak tam uz definitivné zadna asymptota neni.

Je-li f definovana na okoli —oo: Stejny postup, ale v —oc.
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Algoritmus pro prabéh funkce:

1) D(f), spojitost, priseciky s osami, symetrie a periodicita;
limity v krajnich bodech intervald D(f), asymptoty.

2) f’, monotonie a lokalni extrémy.
3) ", konvexita a inflexni body.
4) Obrazek.
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Neurcity integral

Definice

Necht f je funkce na intervalu /.

Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkce k funkci f na intervalu /,
jestlize je F spojita na I, diferencovatelna uvnitt / a F’ = f uvnitf /.

Véta
Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu /.

» V¢ € R funkce F(x) + ¢ je primitivni funkce k f na /.

» Necht G je jina primitivni funkce k f na /.
Pak existuje ¢ € R takové, Zze G(x) = F(x) +cna l.
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Definice
Necht f je funkce, ktera ma na intervalu / primitivni funkci.

Definujeme neurcity integral f na I jako mnozinu vSech primitivnich
funkci k f na I.

Znaceni:
/f(x) dx = {F; F je primitivni funkce k f na /}.
Jestlize mame jednu takovou primitivni funkci F, pak nepfesné ale
tradicné piSeme
f(x)dx =F(x)+c, xel.
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Véta
Necht F je funkce, ktera ma na intervalu / derivaci.
Pak tato derivace spliuje vlastnost mezihodnoty na /.

F'=fnal, abel, f(a)<d<f(b).
Pak existuje bod ¢ mezi a, b tak, Ze f(c¢) = d.

Duasledek

Necht f je funkce na intervalu /.

Jestlize tato funkce nesplfiuje vlastnost mezihodnoty na /,
pak nemuize mit primitivni funkci na /.
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Véta

Jestlize je funkce spojita na intervalu, pak na ném ma primitivni funkci.
(Dukaz po zavedeni urcitého integralu)

Priklad

Fakt
Primitivni funkce k
e sin(x) cos(x) 1

2 .
e, sin(x?), cos(x?), ' x x Inx

nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci a algebraickych operaci Ci
skladani.
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Tabulkové integrély

xa+

/xadx— P + C, a# —1, podminka dle g;
1

/XdX:In\XH—C, x #0;

/exdx:eXJrC, x eR;

/axdx:aXJrC,xe]R;
Ina
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Natalie Zukovec

/sinXdX:cosX+C, X € R;

/cosde:sinX+C, X € R;

ax
=tgx+C, x# %+ km;
/coszx gx+C X7 5 +kn

_d;(X:—coth—l—C, X # Kk,

sin
d

/\/1)(72:arcsinX+C, xe(—1,1);
— X

ax
/M:arcth—I—C, XER.
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Véta (linearita)

Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu / a
G je primitivni funkce k funkci g na /, necht «, 8 € R.
Pak aF + G je primitivni funkce k of + Sg na .

Zapis neurcitym integralem:

/ (af + Bg)(x) dx = a / F(x) dx + A / 9(x) dx.
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